Ć. Ă. Ćăśĺńĳěć

Šőŕőńőčĺ£

Śŕěűĺăńĳŋżľ łşřś, ćěśěŋŋĺľ śěňěśšř 1998 č.

1 Ńěłűĺ£ 8

Łőčőňőńőčĺůěśłĺě őŕěřăűĺĺ

Ŋă ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ ążńő ďăŋő őŕřěďěńěŋĺě łőčőňőńőčĺůěśłőľ őŕěřăűĺĺ. Ŕşśšĳ ğăďăŋ ŋăąőř (n, G, m, F ), čďě n, m | űěńżě ůĺśńă, G, F | ăąěńěćż čřşŕŕż. Łőčőňőńőčĺůěśłă£ őŕěřăűĺ£ šĺŕă (n, G, m, F ) | ¡šő ŕřăćĺńő, łőšőřőě ń¿ąőňş šőŕőńőčĺůěśłőňş ŕřőśšřăŋśšćş X ĺ ń¿ąőňş ¡ńěňěŋšş čřşŕŕż H^n(X, G) śőŕőśšăćń£ěš ¡ńěňěŋš čřşŕŕż H^m(X, F ), ŕřĺůěň ¡šő śőŕőśšăćńěŋĺě ťşŋłšőřĺăńĳŋő ŕő X. Ťşŋłšőřĺăńĳŋőśšĳ őğŋăůăěš śńěďş¿źěě. Őšőąřăęěŋĺě f : X → Y ĺŋďşűĺřşěš őšőąřăęěŋĺ£ H^n(X, G) ← H^n(Y, G) ↓ ↓ H^m(X, F ) ← H^m(Y, F ). İšă ďĺăčřăňňă ďőńęŋă ążšĳ łőňňşšăšĺćŋőľ.

Ŕřőśšěľÿĺě ŕřĺňěřż łőčőňőńőčĺůěśłĺţ őŕěřăűĺľ | ćőğćěďěŋĺě ć śšěŕěŋĳ ĺ čőňőňőřťĺğň Ąőłÿšěľŋă.

Šěőřěňă 1 Čřşŕŕă ćśěţ łőčőňőńőčĺůěśłĺţ őŕěřăűĺľ šĺŕă (n, G, m, F ) ĺğőňőř-

ťŋă čřşŕŕě H^m(K(G, n), F ).

Ĺğ ¡šőčő şšćěřęďěŋĺ£, ć ůăśšŋőśšĺ, śńěďşěš, ůšő łőčőňőńőčĺůěśłĺě őŕěřăűĺĺ ňőčşš šőńĳłő ŕőćżÿăšĳ řăğňěřŋőśšĳ (ĺńĺ śőţřăŋ£šĳ).

Řăŋĳÿě ążńă ďőłăğăŋă šăłă£ šěőřěňă: H^n(X, G) = ˝(X, K(G, n)). (1) Ŋăŕőňŋ¿, łăł řěăńĺğşěšś£ ¡šő řăćěŋśšćő. Ć H^n(K(G, n), G) ěśšĳ šăćšőńőčĺůěśłĺľ łńăśś τ , śőŕőśšăćń£¿źĺľ ń¿ąőňş n-ňěřŋőňş űĺłńş ěčő śőąśšćěŋŋżľ łńăśś ć G = π_n(K(G, n)). Ďń£ łăęďőčő łńăśśă α ∈ H^n(X, G) ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ őšőąřăęěŋĺě X → K(G, n) šăł, ůšőąż őŋő ĺŋďşűĺřőćăńő łńăśś α ĺğ šăćšőńőčĺůěśłőčő łńăśśă. İšő őšőąřăęěŋĺě őŕřěďěńěŋő őďŋőğŋăůŋő ś šőůŋőśšĳ¿ ďő čőňőšőŕĺĺ. Ŕőńşůăěň őšőąřăęěŋĺě H^n(X, G) → ˝(X, K(G, n)). Őŋő ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋő.

Ěśńĺ ĺňěěšś£ łőčőňőńőčĺůěśłă£ őŕěřăűĺ£ šĺŕă (n, G, m, F ), šő ďń£ ń¿ąőčő šőŕőńőčĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă X ń¿ąőňş ¡ńěňěŋšş α čřşŕŕż H^n(X, G) śőŕőśšăćń£ěšś£ ¡ńěňěŋš čřşŕŕż H^m(X, F ). Ć ůăśšŋőśšĺ, šăćšőńőčĺůěśłőňş ¡ńěňěŋšş τ ∈ H^n(K(G, n), G) śőőšŋőśĺšś£ ŋěłőšőřżľ ¡ńěňěŋš σ ∈ H^m(K(G, n), F ). İšĺň ¡ńěňěŋšőň σ ŋăÿă őŕěřăűĺ£ ŕőńŋőśšĳ¿ őŕřěďěń£ěšś£. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ń¿ąőňş X ĺ ń¿ąőňş α ∈ H^n(X, G) ć śĺńş (1) śőőšćěšśšćşěš őšőąřăęěŋĺě ~α : X → K(G, n), ĺŋďşűĺřş¿źěě łńăśś α ĺğ šăćšőńőčĺůěśłőčő. Ć śĺńş ťşŋłšőřĺăńĳŋőśšĺ, řěğşńĳšăš ŋăÿěľ łőčőňőńőčĺůěśłőľ őŕěřăűĺĺ, ŕřĺňěŋěŋŋőľ ł α, ďőńęěŋ řăćŋ£šĳś£ ¡ńěňěŋšş, ĺŋďşűĺřőćăŋŋőňş ¡šĺň őšőąřăęěŋĺěň ĺğ łńăśśă σ. İńěňěŋš σ ňőęěš ążšĳ ćżąřăŋ ŕřőĺğćőńĳŋő, ŕő¡šőňş ŕőńşůăěň ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş ¡ńěňěŋšăňĺ H^m(K(G, n), F ) ĺ łőčőňőńőčĺůěśłĺňĺ őŕěřăűĺ£ňĺ šĺŕă (n, G, m, F ).

Őążůŋő ćśě ćśšřěůă¿źĺěś£ ć ŕřĺńőęěŋĺ£ţ łőčőňőńőčĺůěśłĺě őŕěřăűĺĺ őąńăďă¿š śćőľśšćőň śšăąĺńĳŋőśšĺ.

Śšăąĺńĳŋżě łőčőňőńőčĺůěśłĺě őŕěřăűĺĺ

Ďń£ n > 0 (ĺńĺ ďń£ ŕřĺćěďěŋŋżţ łőčőňőńőčĺľ) ĺňě¿šś£ ŋăďśšřőěůŋżě ĺğőňőřťĺğňż H^n(X, G) ≃ H^{n+1}(˚X, G, ) čďě ˚X | ŋăďśšřőľłă ŋăď X. Ěśńĺ ĺňě¿šś£ łőčőňőńőčĺůěśłĺě őŕěřăűĺĺ šĺŕă (n, G, m, F ) ĺ (n + 1, G, m + 1, F ), šő ŕőńşůăěň ďĺăčřăňňş H^n(X, G) → H^m(X, F ) ≀≀ ≀≀ H^{n+1}(˚X, G) → H^{m+1}(˚X, F ), (2) ć łőšőřőľ ćěřšĺłăńĳŋżě ĺğőňőřťĺğňż | ŋăďśšřőěůŋżě.

Őŕřěďěńěŋĺě 1 Śšăąĺńĳŋă£ łőčőňőńőčĺůěśłă£ őŕěřăűĺ£ šĺŕă (G, q, F ) | ¡šő

ŋăąőř łőčőňőńőčĺůěśłĺţ őŕěřăűĺľ šĺŕă (n, G, m, F ) ś m − n = q (ďń£ ćśěţ n > 0), šăłă£ ůšő ďń£ ń¿ąőčő n ĺ ń¿ąőčő X śőőšćěšśšćş¿źă£ ďĺăčřăňňă (2) łőňňşšăšĺćŋă.

Śšăąĺńĳŋżě łőčőňőńőčĺůěśłĺě őŕěřăűĺĺ őąńăďă¿š ř£ďőň śćőľśšć, łőšőřżě ŕőňőčă¿š ĺţ ćżůĺśń£šĳ.

1) Śšăąĺńĳŋżě łőčőňőńőčĺůěśłĺě őŕěřăűĺĺ łőňňşšĺřş¿š ś šőůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ ŕăřż.

Ďń£ łńěšőůŋőľ ŕăřż (X, Y ) ćőğŋĺłă¿š šőůŋżě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ← H^n(Y, G) ← H^n(X, G) ← H^n(X/Y, G) ← H^{n−1}(Y, G) ← ↓ ↓ ↓ ↓ ← H^{n+q} (Y, F ) ← H^{n+q}(X, F ) ← H^{n+q}(X/Y, F ) ← H^{n+q−1}(Y, F ) ← (ść£ğăŋŋżě ćěřšĺłăńĳŋżňĺ śšřěńłăňĺ, ğăďăŋŋżňĺ ŋăÿěľ őŕěřăűĺěľ). Ĺğ őŕřěďěńěŋĺľ ńěčłő śńěďşěš, ůšő ¡šă ďĺăčřăňňă łőňňşšăšĺćŋă. Śšăąĺńĳŋőśšĳ ŋşęŋă šőńĳłő ďń£ ďőłăğăšěńĳśšćă łőňňşšăšĺćŋőśšĺ šěţ łćăďřăšőć, čďě čőňőňőřťĺğňż ĺğňěŋ£¿š řăğňěřŋőśšĳ.

2) Šřăŋśčřěśśĺćŋőśšĳ.

Ŕşśšĳ ěśšĳ řăśśńőěŋĺě E^Φ−→ B ś őďŋőść£ğŋőľ ąăğőľ. Šőčďă ěśšĳ śŕěłšřăńĳŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ, śţőď£źă£ś£ ł łőčőňőńőčĺ£ň ąăğż. Ć ¡šőľ śŕěłšřăńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ěśšĳ őšőąřăęěŋĺě šřăŋśčřěśśĺĺ. Ŕşśšĳ ¡ńěňěŋš α ∈ H^n(˘) ≡ E^{0,n}_2 šřăŋśčřěśśĺćěŋ, š.ě. ńěęĺš ć £ďřăţ ćśěţ ďĺťťěřěŋűĺăńőć śŕěłšřăńĳŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ łřőňě, ňőęěš ążšĳ, ŕőśńěďŋěčő, ďěľśšćş¿- źěčő ć łńěšłş E^{n+1,0}. Šőčďă łőřřěłšŋő őŕřěďěńěŋő ěčő őšőąřăęěŋĺě šřăŋśčřěśśĺĺ ć ¡šş łńěšłş. Ŕşśšĳ φ | śšăąĺńĳŋă£ łőčőňőńőčĺůěśłă£ őŕěřăűĺ£. Šőčďă φ(α) ∈ H^{n+q}(˘).

Şšćěřęďěŋĺě 1 Ěśńĺ ¡ńěňěŋš α šřăŋśčřěśśĺćěŋ, šő ¡ńěňěŋš φ(α) šőęě

šřăŋśčřěśśĺćěŋ ĺ φ(t(α)) = tφ(α), čďě t | őšőąřăęěŋĺě šřăŋśčřěśśĺĺ.

3) Ţăřăłšěřĺğăűĺ£ ć šěřňĺŋăţ K(˝, n).

Ĺňěěšś£ őšőąřăęěŋĺě ˚K(˝, n) ≡ ˚˙K(˝, n+1) → K(˝, n+1). İšő őšőąřăęěŋĺě şśšřőěŋő śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Łăęďă£ šőůłă ŕřőśšřăŋśšćă ˚˙K(˝, n + 1) ŕřěďśšăćń£ěšś£ ŕăřőľ (t, φ), čďě t ∈ [0, 1] ĺ φ : [0, 1] → K(˝, n + 1) (ŕřĺůěň ćśě šőůłĺ ŋăďśšřőľłĺ łřőňě ďćşţ "ćěřÿĺŋ" ŕřěďśšăćń£¿šś£ šăł őďŋőğŋăůŋő). Šăłş¿ ŕăřş (t, φ) ňż őšőąřăęăěň ć šőůłş φ(t).

Ćőğŋĺłăěš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ őšőąřăęěŋĺľ łőčőňőńőčĺľ → H^m(K(˝, n), F ) → H^{m−1}(K(˝, n − 1), F ) → H^{m−2}(K(˝, n − 2), F ) → Ć őďŋş śšőřőŋş ¡šă ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ łőŋěůŋă, ć ďřşčş¿ ąěśłőŋěůŋă. Ňőęŋő ćğ£šĳ őąřăšŋżľ ŕřěďěń ¡šőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ, š.ě. ňŋőęěśšćő ćśěţ ŋăąőřőć ¡ńěňěŋšőć ćśěţ čřşŕŕ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ , ŕěřěţőď£źĺţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋő ďřşč ć ďřşčă ŕřĺ őšőąřăęěŋĺ£ţ.

Šěőřěňă 2 Ňŋőęěśšćő ćśěţ śšăąĺńĳŋżţ łőčőňőńőčĺůěśłĺţ őŕěřăűĺľ šĺŕă (˝, m − n, F ) ŋăţőďĺšś£ ćő ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋőň śőőšćěšśšćĺĺ ś ĺŋďşłšĺćŋżň ŕřěďěńőň ¡šőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ.

İšő ŕőğćőń£ěš ńěčůě ćżůĺśń£šĳ čřşŕŕż ćśěţ śšăąĺńĳŋżţ łőčőňőńőčĺůěśłĺţ őŕěřăűĺľ, ůěň šěőřěňă 1, ďěľśšćş¿źă£ ć śńşůăě ŕřőĺğćőńĳŋżţ őŕěřăűĺľ.

Śăňżě ğŋăňěŋĺšżě łőčőňőńőčĺůěśłĺě őŕěřăűĺĺ | łćăďřăšż Śšĺŋřőďă. Ć ¡šőň śńşůăě čřşŕŕż ˝ ĺ F řăćŋż Z_2. (Ďń£ ďřşčĺţ čřşŕŕ łő¡ťťĺűĺěŋšőć šőęě ěśšĳ šăłĺě őŕěřăűĺĺ, ŋő ĺňĺ ŕőńĳğş¿šś£ ňěŋěě ůăśšő.)

Łćăďřăšż Śšĺŋřőďă Sq^i, i = 0, 1, 2, . . ., £ćń£¿šś£ ăďďĺšĺćŋżňĺ čőňőňőřťĺğňăňĺ Sq^i : H^n(X, Z_2) → H^{n+i}(X, Z_2).

Őŋĺ őąńăďă¿š śńěďş¿źĺňĺ śćőľśšćăňĺ: Sq^0 = Id .

Ěśńĺ α ∈ H^n(X, Z_2), šő Sq^0(α) = α, Sq^n(α) = α^2 ĺ Sq^i(α) = 0 ŕřĺ i > n. Sq^1(α) = βα, čďě β | čőňőňőřťĺğň Ąőłÿšěľŋă ďń£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ

0 → Z_2 → Z_4 → Z_2 → 0.

(Ňőęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő β | śšăąĺńĳŋă£ őŕěřăűĺ£.)

Şšćěřęďěŋĺě 2 Őŕěřăűĺĺ Śšĺŋřőďă, ěśńĺ őŋĺ ěśšĳ, šő őŕřěďěń£¿šś£ ¡šĺ-

ňĺ śćőľśšćăňĺ őďŋőğŋăůŋő.

Ůšőąż ďőłăğăšĳ ¡šő şšćěřęďěŋĺě, řăśśňőšřĺň řăśśńőěŋĺě Śěřřă E^{K(}Z^{2,n−1)}−→ K(Z2, n), čďě E | ŕřőśšřăŋśšćő ŕşšěľ ć K(Z2, n) ś ťĺłśĺřőćăŋŋżň ŋăůăńőň ĺ śćőąőďŋżň łőŋűőň (ć ůăśšŋőśšĺ, śš£čĺćăěňő), ă K(Z_2, n − 1) = ˙K(Z_2, n).

Řăśśňőšřĺň śŕěłšřăńĳŋş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ¡šőčő řăśśńőěŋĺ£. Ďěľśšćĺě Sq^n ŋă šăćšőńőčĺůěśłĺľ ¡ńěňěŋš čřşŕŕż H^n(K(Z_2, n), Z_2) ĺğćěśšŋő: ¡šő ćőğćěďěŋĺě ć łćăďřăš. Ŋşęŋő şğŋăšĳ ďěľśšćĺě Sq^{n−1}. Ćőśŕőńĳğşěňś£ ďń£ ¡šőčő śćőľśšćőň ŕěřěśšăŋőćőůŋőśšĺ ś šřăŋśčřěśśĺěľ (śň. Şšćěřęďěŋĺě 1.) Őšőąřăęěŋĺě šřăŋśčřěśśĺĺ(n − 1)-ňěřŋżţ łőčőňőńőčĺľ śńő£ ć n-ňěřŋżě łőčőňőńőčĺĺ ąăğż £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň ĺ ŕěřěćőďĺš šăćšőńőčĺůěśłĺľ łńăśś ć šăćšőńőčĺůěśłĺľ. Ŋő ďěľśšćĺě Sq^{n−1} ŋă (n − 1)-ňěřŋżţ łőčőňőńőčĺ£ţ śńő£ ĺğćěśšŋő: ¡šő őŕ£šĳ{šăłĺ ćőğćěďěŋĺě ć łćăďřăš. Ć śĺńş şšćěřęďěŋĺ£ 1, řěğşńĳšăš ¡šőčő ćőğćěďěŋĺ£ šřăŋśčřěśśĺćěŋ, ă ěčő őąřăğ ŕřĺ šřăŋśčřěśśĺĺ ć čřşŕŕě

E^{2n−1,0} 2n−1 = E^2 n−1,0 2 ≃ H^{2n−1}(K(Z_2, n), Z_2) śőćŕăďăěš ś ĺśłőňżň őąřăğőň šăćšőńőčĺůěśłőčő ¡ńěňěŋšă čřşŕŕż H^n(K(Z_2, n), Z_2) ŕřĺ őŕěřăűĺĺ Sq^{n−1}. Ăŋăńőčĺůŋő, ďěľśšćĺě Sq^{n−2} ŋă H^n(K(Z, n), Z_2) śćőďĺšś£ ł ćőğćěďěŋĺ¿ ć łćăďřăš ć čřşŕŕě H^{n−2}(K(Z, n − 2), Z_2), ĺ š.ď.

Śćőľśšćă śšĺŋřőďőćżţ łćăďřăšőć Śŕřăćěďńĺćă śńěďş¿źă£ ťőřňşńă Łăřšăŋă ďń£ ďěľśšćĺ£ ¡šĺţ łćăďřăšőć ŋă łőčőňőńőčĺůěśłĺě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ¡ńěňěŋšőć a, b łőńĳűă H^∗(·, Z_2): Sq^i(ab) = Sq^i(a)b + Sq^{i−1}(a)Sq^1(b) + Sq^{i−2}(a)Sq^2(b) + · · · + aSq^i(b). İšő şęě ďőćőńĳŋő śńőęŋżľ řěğşńĳšăš.

Śšřşłšşřŋă£ šěőřěňă. Ăńčěąřă śšăąĺńĳŋżţ (Z2, Z2)-őŕěřăűĺľ ňşńĳšĺ-

ŕńĺłăšĺćŋő ŕőřőęďěŋă őŕěřăűĺ£ňĺ Śšĺŋřőďă.

(Ňż řăśśňăšřĺćăěň ćśě śšăąĺńĳŋżě łőčőňőńőčĺůěśłĺě őŕěřăűĺĺ. Šăłĺě őŕěřăűĺĺ ňőęŋő şňŋőęăšĳ (š.ě. ąřăšĳ ĺţ łőňŕőğĺűĺĺ), ŕő¡šőňş őŋĺ őąřăğş¿š (ŋěłőňňşšăšĺćŋş¿) ăńčěąřş ŋăď Z_2.

Őŕěřăűĺĺ ćĺďă Sq^sSq^tSq^r · · · ŕőřőęďă¿š ¡šş ăńčěąřş, ŋő ňěęďş ŋĺňĺ ěśšĳ śőőšŋőÿěŋĺ£, ŋăğżćăěňżě śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ Ăďěňă: Sq^sSq^t = ∑ r≥0 ( s − 2r t − r − 1 ) Sq^{s+t−r}Sq^r, ěśńĺ s < 2t. İšĺň ăńčěąřă śšăąĺńĳŋżţ łőčőňőńőčĺůěśłĺţ őŕěřăűĺľ şęě őŕřěďěń£ěšś£ ŕőńŋőśšĳ¿, š.ě. ćśě śőőšŋőÿěŋĺ£, łőšőřżě šăň ćżŕőńŋ£¿šś£, ćżšěłă¿š ĺğ śőőšŋőÿěŋĺľ Ăďěňă.

Śńěďőćăšěńĳŋő, ć łăůěśšćě ăďďĺšĺćŋőčő ąăğĺśă ňőęŋő ćğ£šĳ šăł ŋăğżćăěňżě ďőŕşśšĺňżě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ Sq^{a1} Sq^{a2}Sq^{a3} · · ·, čďě a_1 ≥ 2a_2, a_2 ≥ 2a_3, a_3 ≥ 2a_4,. . . Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ a_i < 2a_{i+1}, šő ś ŕőňőźĳ¿ śőőšŋőÿěŋĺľ Ăďěňă ňőęŋő ğăňěŋĺšĳ ¡šş ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋă śşňňş ďřşčĺţ, ć łőšőřżţ şůăśšőł (a_ia_{i+1}) ĺğňěŋěŋ ŋă ďőŕşśšĺňżě ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ.

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ŋěłőšőřżě ŕřĺńőęěŋĺ£ őŕěřăűĺľ Śšĺŋřőďă.

Ĺŋćăřĺăŋš Ţőŕťă Ĺŋćăřĺăŋš Ţőŕťă şňěěš řăğńĺůăšĳ ¡ńěňěŋšż čřşŕŕż π_{2n−1}(S^n), š.ě. łăęďőňş őšőąřăęěŋĺ¿ S^{2n−1} → S^n śőŕőśšăćń£ěšś£ ĺŋćăřĺăŋš Ţőŕťă. Ěčő ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ňŋőčĺňĺ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ śŕőśőąăňĺ, ćőš ďćă ĺğ ŋĺţ.

Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő śťěřőĺď S^{2n−1} → S^n | čńăďłőě őšőąřăęěŋĺě. Ŕő ńěňňě Śăřďă ćżąĺřăěň ďćă ŋěłřĺšĺůěśłĺţ ğŋăůěŋĺ£. Ğăšěň ąěřěň ĺţ ŕőńŋżě ŕřőőąřăğż (¡šő ąşďşš čńăďłĺě ňŋőčőőąřăğĺ£, śŋăąęěŋŋżě śšăŋďăřšŋżňĺ őřĺěŋšăűĺ£ňĺ) ĺ ćżůĺśń£ěň ĺţ ĺŋďěłś ğăűěŕńěŋĺ£. İšő ĺ ěśšĳ ŕěřćőě őŕřěďěńěŋĺě ĺŋćăřĺăŋšă Ţőŕťă. Ďń£ n = 2 ĺŋćăřĺăŋš Ţőŕťă ŕřĺŋĺňăěš ćśě űěńżě ğŋăůěŋĺ£.

Ďăďĺň šěŕěřĳ ďřşčőě őŕřěďěńěŋĺě ĺŋćăřĺăŋšă Ţőŕťă. Řăśśňőšřĺň ÿăř D^{2n} ĺ ŕřĺłńěĺň ěčő ł S^n ŕő őšőąřăęěŋĺ¿ ěčő čřăŋĺűż S^{2n−1} → S^n, ğăďăŋŋőňş ŋăÿĺň śťěřőĺďőň. Ş ŕőńşůěŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ěśšĳ łőčőňőńőčĺĺ šőńĳłő ć řăğňěřŋőśš£ţ 0, n, 2n, ŕřĺůěň ćśě šřĺ čřşŕŕż łőčőňőńőčĺľ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ĺğőňőřťŋż Z. Ŕő¡šőňş łćăďřăš őąřăğş¿źěľ n-ňěřŋżţ łőčőňőńőčĺľ ŕřőŕőřűĺőŋăńěŋ őąřăğş¿źěľ 2n-ňěřŋżţ łőčőňőńőčĺľ. Łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋőśšĺ ĺ ěśšĳ ĺŋćăřĺăŋš Ţőŕťă.

Ğăďăůă 1 Ďőłăğăšĳ, ůšő ¡šĺ ďćă őŕřěďěńěŋĺ£ ĺŋćăřĺăŋšă Ţőŕťă śőćŕăďă- ¿š. Šěőřěňă 3 Ěśńĺ n ≠ 2^k, šő ŋě śşźěśšćşěš őšőąřăęěŋĺľ ś ŋěůěšŋżň ĺŋćă-

řĺăŋšőň Ţőŕťă.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, řăśśňőšřĺň ĺŋćăřĺăŋš Ţőŕťă ŕő ňőďşń¿ 2. Ŋěůěšŋőśšĳ űěńőůĺśńěŋŋőčő ĺŋćăřĺăŋšă Ţőŕťă őğŋăůăńă ąż, ůšő ćőğćěďěŋĺě ć śšěŕěŋĳ | ĺğőňőřťĺğň n-ňěřŋżţ ĺ 2n-ňěřŋżţ łőčőňőńőčĺľ ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ć Z_2. Ĺğ śőőšŋőÿěŋĺľ Ăďěňă śńěďşěš, ůšő ěśńĺ n ≠ 2^k, šő Sq^n řăğńăčăěšś£ ć śşňňş łőňŕőğĺűĺľ łőčőňőńőčĺůěśłĺţ őŕěřăűĺľ Sq^i ś i < n, ă ćśě šăłĺě őŕěřăűĺĺ ŋă n-ňěřŋżţ łőčőňőńőčĺ£ţ ŋăÿěčő ŕřőśšřăŋśšćă S^n ∪ D^{2n} šőęďěśšćěŋŋő řăćŋż ŋşń¿.

Ćěřŋěňś£ šěŕěřĳ ł ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺň łńăśśăň Ÿšĺťěń£{Şĺšŋĺ. Ŕşśšĳ E | ŕřőśšřăŋśšćő n-ňěřŋőčő ćěłšőřŋőčő řăśśńőěŋĺ£ ŋăď ąăğőľ B

E_0 = E \ {ŋşńěćőě śěůěŋĺě}.

(Ĺŋőčďă, őŕřěďěń££ E_0, ążćăěš şďőąŋěě ĺśłń¿ůĺšĳ ŋě ŋşńěćőě śěůěŋĺě, ă őąžěďĺŋěŋĺě ěďĺŋĺůŋżţ ÿăřőć ć śńő£ţ; ŕăřă (E, (E_0) ŕőńşůăěšś£ čőňőšőŕĺůěśłĺ šă ęě śăňă£.) Řăśśňőšřĺň čřşŕŕş H^∗(E, E_0, Z_2).

Ĺňěěšś£ ĺğőňőřťĺğň Šőňă:

t : H^i(B, Z_2)^∼−→ H^{i+n}(E, E_0, Z_2)

Ć H^0(B, Z_2) ěśšĳ ťşŋďăňěŋšăńĳŋżľ łőűĺłń O, łőšőřżľ ŋă ń¿ąőľ šőůłě ŕřĺŋĺňăěš ğŋăůěŋĺě 0. Ŕřĺ ĺğőňőřťĺğňě Šőňă ěňş śőőšćěšśšćşěš łńăśś, łőšőřżľ ŋă ŋăąőřě śĺňŕńěłśőć, čřăŋĺűż łőšőřżţ ńěęăš ć E_0, ŕřĺŋĺňăěš ğŋăůěŋĺě, řăćŋőě ůĺśńş ŕěřěśěůěŋĺľ (ćğ£šőňş ś şůěšőň łřăšŋőśšěľ) ¡šĺţ śĺňŕńěłśőć ć ŋşńěćżň śěůěŋĺěň (ŕő ňőďşń¿ 2). İšő ąşďěš ŋěłőšőřżľ łńăśś t(O) ć H^n(E, E_0, Z_2). Ł ŋěňş ňőęŋő ŕřĺňěŋĺšĳ őŕěřăűĺĺ Śšĺŋřőďă: Sq^k(t(O)) ∈ H^{n+k}(E/E_0). Śŋőćă ŕřĺňěŋĺň ĺğőňőřťĺğň Šőňă. Ć řěğşńĳšăšě ŕőŕăďěň ć H^k(B).

Šěőřěňă 4 (ťőřňşńă Šőňă ďń£ łńăśśőć Ÿšĺťěń£{Şĺšŋĺ) . Ŕőńşůěŋŋżľ

¡ńěňěŋš t^{−1}Sq^kt(O) řăćěŋ łńăśśş Ÿšĺťěń£{Şĺšŋĺ w_k řăśśńőěŋĺ£ E.

Śńěďş¿źă£ ťőřňşńă, łőšőřă£ ŕőğćőń£ěš £ćŋő ćżřăęăšĳ łńăśśż Ÿšĺťěń£{ Şĺšŋĺ łăśăšěńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£ ł ňŋőčőőąřăğĺ¿ ć šěřňĺŋăţ śăňőčő ňŋőčőőąřăğĺ£. Ŕşśšĳ M | n-ňěřŋőě čńăďłőě łőňŕăłšŋőě ňŋőčőőąřăğĺě ąěğ łřă£ (ćőğňőęŋő ŋěőřĺěŋšĺřşěňőě). Łńăśśż Ÿšĺťěń£{Şĺšŋĺ łăśăšěńĳŋőčő řăśśńőěŋĺ£ ŋăğżćă¿š łńăśśăňĺ Ÿšĺťěń£{Şĺšŋĺ ňŋőčőőąřăğĺ£.

Őŕřěďěńĺň śŋăůăńă łńăśś Ćş (ĺńĺ łńăśś Ş). Ŕşśšĳ k ≤ n. Řăśśňőšřĺň H^{n−k}(M, Z_2) ĺ ŕřĺňěŋĺň Sq^k. Ć řěğşńĳšăšě ŕőŕăďěň ć H^n(M, Z_2) = Z_2. Ćőğŋĺłăěš ńĺŋěľŋă£ ťőřňă ŋă H^{n−k} (M, Z_2) śő ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć Z_2.

Ŋő ŕő ďćőľśšćěŋŋőśšĺ Ŕşăŋłăřě ń¿ąş¿ ńĺŋěľŋş¿ ťőřňş ŋă H^{n−k}(M, Z_2) ňőęŋő řěăńĺğőćăšĳ łăł ¡ńěňěŋš čřşŕŕż H^k(M, Z_2). İšőš ¡ńěňěŋš | łńăśś Ćş V_k ∈ H^k(M, Z_2). Ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ ĺ ŕőńŋżľ łńăśś Ćş 1 + V_1 + · · · + V_n ∈ H^∗(M, Z_2).

Ďń£ łńăśśőć Ÿšĺťěń£{Şĺšŋĺ ěśšĳ ďőćőńĳŋő ŕőńěğŋă£ ťőřňşńă Ćş:

w_k(T M) = ∑ i+j=k Sq^i(V_j ). Łńăśś w_k ňŋőčőőąřăğĺ£ ňőęŋő ćżůĺśńĺšĳ ĺ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Šřĺăŋčşńĺřşěň łăł-ŋĺąşďĳ ňŋőčőőąřăğĺě M ĺ řăśśňőšřĺň őąžěďĺŋěŋĺě ćśěţ (n − k)- ňěřŋżţ čřăŋěľ. Ěśńĺ ňż ŕőŕřőąşěň őŕřěďěńĺšĳ ďń£ ¡šőľ űěŕĺ łńăśś, ďćőľśšćěŋŋżľ ŕő Ŕşăŋłăřě, šő ćőőąźě čőćőř£ ŋĺůěčő ŋě ŕőńşůĺšś£, ŕőšőňş ůšő ¡šă űěŕĳ ŋě őą£ğăšěńĳŋő ąşďěš űĺłńőň. Ŋő ěśńĺ ňż ćőğĳňěň ąăřĺűěŋšřĺůěśłőě ŕőďřăğďěńěŋĺě ¡šőľ šřĺăŋčşń£űĺĺ, šő šőčďă őąžěďĺŋěŋĺě ćśěţ (n − k)-ňěřŋżţ čřăŋěľ şęě ąşďěš űĺłńőň, ĺ ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ łńăśś, ďćőľśšćěŋŋżľ ŕő Ŕşăŋłăřě.

Šěőřěňă (Şĺšŋĺ) şšćěřęďăěš, ůšő ¡šőš łńăśś śőćŕăďăěš ś w_k.