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Ìû èçó÷àåì êîàëãåáðû. Êîàëãåáðû ó íàñ ïîÿâèëèñü óæå â äâóõ èïîñòàñÿõ �
êàê äâîéñòâåííûå ê àðòèíîâûì àëãåáðàì è êàê êîàëãåáðû Øåâàëëå-Ýéëåíáåðãà äëÿ
L∞-àëãåáð. Íà ñàìîì äåëå â îáîèõ ýòèõ ñëó÷àÿõ âñòðå÷àþùèåñÿ êîàëãåáðû êîíèëü-
ïîòåíòíû. Ïîýòîìó ìû èçó÷àåì êîíèëüïîòåíòíûå êîàëãåáðû.

Íàïîìíèì, ÷òî ó íàñ åñòü òåíçîðíàÿ êîàëãåáðà TV c êîóìíîæåíèåì

∆(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) :=
n∑

i=0

(x1 ⊗ · · · ⊗ xi)⊗ (xi+1 ⊗ · · · ⊗ xn). (1)

Íà íåé äåéñòâóþò ñèììåòðè÷åñêèå ãðóïïû ïî ôîðìóëå σ(x1⊗· · ·⊗xn) = (−1)sign(xσ(1)⊗
· · ·⊗xσ(n) è ïðîñòðàíñòâî èíâàðèàíòîâ ýòî ïîäêîàëãåáðà îòíîñèòåëüíî òåíçîðíîãî êî-
óìíîæåíèÿ. Îáîçíà÷èì π(x1⊗· · ·⊗xn) := x1⊙· · ·⊙xn :=

∑
σ∈Σn

σ(x1⊗· · ·⊗xn). Ýòè
ñèììåòðè÷åñêèå òåíçîðû îáðàçóþò áàçèñ ñèììåòðè÷åñêîé êîàëãåáðû. Êîóìíîæåíèå
â ýòîì áàçèñå âûãëÿäèò òàê:

∆(x1 ⊙ · · · ⊙ xn) =
∑

I⊂[1..n]

(−1)signxI ⊗ xIc , (2)

ãäå xI =
⊙

i∈I x(i), è çíàê áåð¼òñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ xI ⊙ xIc = x[1..n].

Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî TV è SV ýòî ñâîáîäíûå êîàóãìåíòèðîâàííûå êîíèëü-
ïîòåíòíûå êîàëãåáðû, ëèáî, ÷òî ðàâíîñèëüíî, ÷òî T>0(V ) è S>0(V ) ýòî ñâîáîäíûå
êîíèëüïîòåíòíûå êîàëãåáðû; îäíà ïðîñòî êîàññîöèàòèâíàÿ, âòîðàÿ ïðîñòî êîêîììó-
òàòèâíàÿ. Äóàëèçèðóÿ ñâîéñòâî ñâîáîäíîé àëãåáðû (ìîðôèçì èç íå¼ â ëþáóþ äðóãóþ
äîñòàòî÷íî çàäàòü òîëüêî íà îáðàçóþùèõ), íàïèøåì ñëåäóþùèå ôîðìóëû. Äëÿ íà-
÷àëà, îáîçíà÷èì ïðîåêöèè TV −→ V è SV −→ V áóêâîé p. Ýòî íå äîëæíî âûçâàòü
ïóòàíèöû.

Ïóñòü c ýòî ïðîèçâîëüíàÿ êîàññîöèàòèâíàÿ êîíèëüïîòåíòíàÿ êîàëãåáðà è ïóñòü
s ýòî ïðîèçâîëüíàÿ êîàññîöèàòèâíàÿ êîêîììóòàòèâíàÿ êîíèëüïîòåíòíàÿ êîàëãåá-
ðà. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü èõ ãðàäóèðîâàííûìè. Ïóñòü f : c−→ V è g : s−→ V ýòî
ïðîèçâîëüíûå ìîðôèçìû. Òîãäà ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííûå ìîðôèçìû êîàëãåáð
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F : c−→ TV è G : s−→ SV òàêèå, ÷òî pF = f è pG = G. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f
è g ýòî ðÿäû Òåéëîðà äëÿ F è G.

×òîáû ýòî äîêàçàòü, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òàê íàçûâàåìîå êîìîíàäíîå ñâîé-
ñòâî êîàëãåáð. Íàïîìíèì, ÷òî â ñèëó êîàññîöèàòèâíîñòè îïåðàöèÿ èòåðèðîâàííîãî
êîóìíîæåíèÿ ∆n : C −→ C⊗n õîðîøî îïðåäåëåíà â òîì ñìûñëå, ÷òî îíà íå çàâèñèò
îò ïîðÿäêà ðàçóìíîæåíèÿ ñîìíîæèòåëåé. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáûõ p, q îòîáðàæåíèÿ
∆p+q+1 è (∆p ⊗∆q)∆, áüþùèå èç C â Cp+q+2, ðàâíû. Îïðåäåëèì äëÿ êîíèëüïîòåíò-
íîé êîàëãåáðû C áåç êîåäèíèöû îòîáðàæåíèå 1

1−∆
: C −→ T>0C, çàäàííîå ðÿäîì

c 7→
∑

∆i(c). Â ñèëó êîíèëüïîòåíòíîñòè, ýòîò ðÿä ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì. Êîìîíàä-
íîå ñâîéñòâî T>0 ñîñòîèò â òîì, ÷òî 1

1−∆
ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì êîàëãåáð.

Äëÿ ðàáîòû ñ êîàëãåáðàìè õîðîøåé íîòàöèè, êàæåòñÿ, åù¼ íå ïðèäóìàëè. Ëó÷øåå,
÷òî åñòü � ýòî òàê íàçûâàåìûå îáîçíà÷åíèÿ Ñâèäëåðà, êîãäà ∆(x) =

∑
i x

(1)
i ⊗x

(2)
i

çàïèñûâàåòñÿ êàê
∑

x(1) ⊗ x(2) èëè ïîïðîñòó êàê x(1) ⊗ x(2). Êîññîöèàòèâíîñòü òîãäà
ìîæíî çàïèñàòü êàê ∆x(1)⊗x(2) = x(1)⊗∆x(2) = x(1)⊗x(2)⊗x(3). Êîêîììóòàòèâíîñòü
� êàê x(1) ⊗ x(2) = ±x(2) ⊗ x(1).

Äîêàæåì êîìîíàäíîå ñâîéñòâî. Ìîðôèçì êîàëãåáð F : C −→D ýòî ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî ∆DF = (F ⊗F )∆C . Ïîêàæåì ýòî ðàâåíñòâî äëÿ 1

1−∆
. Êîìïî-

íåíòà â ⊕p+q=nT
pC ⊗ T qC ó ýëåìåíòà ∆TC

1
1−∆

c ðàâíà ∆(∆n−1c). C äðóãîé ñòîðîíû,

êîìïîíåíòà òàì æå ó ýëåìåíòà ( 1
1−∆

⊗ 1
1−∆

)∆C ðàâíà
∑

(∆p−1 ⊗ ∆q−1)(∆(c)), è äâå
÷àñòè ðàâåíñòâà ðàâíû â ñèëó êîàññîöèàòèâíîñòè.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî êîàëãåáðû S≥V . Â êîììóòàòèâíîé ñèòó-
àöèè âîçíèêàåò êîýôôèöèåíò-ôàêòîðèàë. Îïðåäåëèì äëÿ ëþáîé êîêîììóòàòèâíîé
êîíèëüïîòåòíîé êîàëãåáðû áåç êîåäèíèöû C îòîáðàæåíèå δn : C −→ SnC ïî ôîðìó-
ëå δn+1(x) := 1

(n+1)!
π(∆n(x)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç E(x) ñóììó

∑
n≥1 δ

n(x). Ïðîâåðèì, ÷òî

E ýòî ìîðôèçì êîàëãåáð. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ∆S(E(x)) = ∆S

∑
n≥1

1
n!
x(1) ⊙ · · · ⊙ x(n) =∑

n≥1
1
n!

∑
I⊂[1..n](−1)signxI ⊗ xIc . Èç êîêîììóòàòèâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ñëàãàåìûå, ñî-

îòâåòñòâóþùèå ïîäìíîæåñòâàì îäèíàêîâîé ìîùíîñòè, ðàâíû. Ñóììèðóÿ ïî íèì, ïî-
ëó÷àåì, ÷òî ýòà ñóììà ðàâíà

∑
n≥1

1
n!

∑
i∈[1..n−1]

(
n
i

)
x(1) ⊙ · · · ⊙ x(i) ⊗ x(i+1) ⊙ · · · ⊙

x(n). (Çàìåòüòå, ÷òî âñå çíàêè ñîêðàùàþòñÿ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (E ⊗ E)(x(1) ⊗
x(2)) ==

∑
i,j≥1

π⊗π
i!j!

∆i−1x(1) ⊗ ∆j−1x(2). Ãðóïïèðóÿ ïî i + j = n, ïîëó÷àåì ñóììó∑
n≥1

∑
i∈[1..n]

π⊗π
i!(n−i)!

(x(1)⊗ · · ·⊗x(i))⊗ (x(i+1)⊗ · · ·⊗x(n)), ÷òî ïîñëå ïðèìåíåíèÿ π⊗π

ïîëó÷àåòñÿ ðàâíî
∑

n≥1

∑
i∈[1..n]

1
i!(n−i)!

(x(1)⊙· · ·⊙x(i))⊗ (x(i+1)⊙· · ·⊙x(n)). Îáå ÷àñòè
ðàâåíñòâà ñîâïàäàþò.

Ñóùåñòâîâàíèå óíèâåðñàëüíûõ ìîðôèçìîâ F è G òåïåðü äîêàçàíî � èõ ìîæíî
ïîñòðîèòü êàê êîìïîçèöèþ êîìîíàäíîãî îòîáðàæåíèÿ è òåíçîðíîé (ñèììåòðè÷åñêîé,
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ñîîòâåòñòâåííî) ñòåïåíè f (g). Åäèíñòâåííîñòü ñëåäóåò èç ñëåäóþùåãî íàáëþäåíèÿ.

Êîíèëüïîòåíòíàÿ êîàëãåáðà C êîïîðîæäàåòñÿ ëèíåéíûì ìîðôèçìîì p : C −→ V ,
åñëè ïîñòðîåííîå âûøå îòîáðàæåíèå C −→ TV � âëîæåíèå. (Ïîíÿòíî, ÷òî åñòü è
êîêîììóòàòèâíûé âàðèàíò îïðåäåëåíèÿ). Äâà ìîðôèçìà êîàëãåáð f1, f2 : D −→ C,
òàêèõ, ÷òî pf1 = pf2, ñîâïàäàþò � ãîìîìîðôèçì êîàëãåáð çàäà¼òñÿ ñâîèìè êîçíà-
÷åíèÿìè íà êîïîðîæäàþùèõ. Åäèíñòâåííîñòü òåïåðü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðîåêöèÿ
íà ëèíåéíóþ êîìïîíåíòó êîïîðîæäàåò è T≥1, è S≥1 � ñîîòâåòñòâóþùèå ìîðôèçìû
áóäóò, ñîîòâåòñòâåííî, òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì è âëîæåíèåì ñèììåòðè÷åñêèõ
èíâàðèàíòîâ.

Êîäèôôåðåíöèðîâàíèåì êîàëãåáðû C ñòåïåíè i íàçûâàþò òàêîå îòîáðàæåíèå
D ∈ Homi(C,C), ÷òî ∆D = (D ⊗ Id+ Id⊗D)∆.

Óïðàæíåíèå 1: Ïðîâåðüòå, ÷òî ãðàäóèðîâàííûé êîììóòàòîð äâóõ êîäèôôåðåíöè-
ðîâàíèé ýòî êîäèôôåðåíöèðîâàíèå.

Êîäèôôåðåíöèðîâàíèå êîàëãåáðû ëè òîæå çàäà¼òñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà êîîá-
ðàçóþùèõ. Áîëåå òîãî, äëÿ êîàëãåáð T>0V è S>0V îíî çàäà¼òñÿ çíà÷åíèÿìè íà V
åäèíñòâåííûì îáðàçîì. ×òîáû âûâåñòè ýòî óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî èç òîãî, êîòî-
ðîå ìû óæå äîêàçàëè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ â òî÷íîñòè àâ-
òîìîðôèçìû òðèâèàëüíîé äåôîðìàöèè íàä k[h]/h2: êîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ ëþáîé
êîàëãåáðû C ýòî âñ¼ ðàâíî ÷òî k[h]/h2-ëèíåéíûå àâòîìîðôèçìû k[h]/h2-êîàëãåáðû
C ⊗ k[h]/h2, êîòîðûå òîæäåñòâåííû ïî ìîäóëþ h, è çàìåòèòü, ÷òî äîêàçàòåëüñòâà
êîìîíàäíûõ ñâîéñòâ ïðîõîäÿò íå òîëüêî äëÿ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, íî è äëÿ ìîäó-
ëåé (äàæå è íå îáÿçàòåëüíî ïëîñêèõ) íàä ëþáîé àëãåáðîé íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè
íîëü.

ßñíî, ÷òî êîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîàëãåáð T>0V è S>0V ýòî âñ¼ ðàâíî ÷òî êî-
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîàëãåáð TV è SV , ñîõðàíÿþùèå êîàóãìåíòàöèè. Ïóñòü D ýòî
êîäèôôåðåíöèðîâàíèå ñòåïåíè 1. Îáîçíà÷èì åãî êîìïîíåíòû Òåéëîðà çà Di. Óñëîâèå
íà òî, ÷òî D2 = 0, íà óðîâíå êîìïîíåíò Òåéëîðà âûãëÿäèò òàê

∑
k+l=n+1

∑
σ∈Σ(k,n−k)

(−1)signDl(Dk(vσ(1) ⊙ · · · ⊙ vσ(k))⊙ vσ(k+1) ⊙ · · · ⊙ vσ(n)) = 0 (3)

â ñèììåòðè÷åñêîì ñëó÷àå, è âîò òàê

∑
k+l=n+1

∑
i∈[0..n−k]

(−1)signDl(v1 ⊗ · · · ⊗ vi ⊗Dk(vi+1 ⊗ · · · ⊗ vi+k)⊗ vi+k+1 · · · ⊗ vn) (4)
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â íåñèììåòðè÷åñêîì. Çäåñü Σ(k, n− k) ýòî ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ïåðåñòàíîâîê σ
èç Σn, ÷òî σ(i) < σ(i + 1), åñëè i ̸= k. Çíàê â ñèììåòðè÷åñêîì ñëó÷àå ýòî êîøóëåâ
çíàê ïåðåñòàíîâêè σ (êîëè÷åñòâî íå÷¼òíûõ èíâåðñèé), à â íåñèììåòðè÷åñêîì ýòî
êîëè÷åñòâî íå÷¼òíûõ áóêâ ñëåâà îò Dk.

Ïóñòü L � äã-àëãåáðà Ëè. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî L[1] è ââåä¼ì òàì îïåðàöèè
D1 ∈ Hom1(L[1], L[1]) è D2 ∈ Hom1(S2(L[1]), L[1]) ïî ôîðìóëàì D1(sv) := (−1)sdv
è D2(sv ⊙ sw) := (−1)|v|s[v, w]. Ïðîâåðèì, ÷òî ðÿä òåéëîðà D1 + D2 ïðåâðàùàåò
êîàëãåáðó S(L[1]) â äã-êîàëãåáðó. D2

1 = 0 àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò èç d2 = 0. Äëÿ
n = 2 ïîëó÷àåì óñëîâèå D1(D2(x⊙ y)) +D2(D1(x)⊙ y) + (−1)|x||y|D2(D1(y)⊙ x), ÷òî
ýêâèâàëåíòíî òîæäåñòâó Ëåéáíèöà äëÿ d. Äëÿ n = 3 ïîëó÷àåì óñëîâèå D2(D2(x⊙y)⊙
z) + (−1)|y||z|D2(D2(x⊙ z)⊙ y) + (−1)|x||y|(−1)|x||z|D2(D2(y⊙ z)⊙ x), ÷òî ýêâèâàëåíòíî
òîæäåñòâó ßêîáè. Ïîëó÷èâøàÿñÿ äã-êîàëãåáðà îáîçíà÷àåòñÿ êàê C∗(L).

Ïóñòü òåïåðü A � àññîöèàòèâíàÿ äã-àëãåáðà. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî A[1] è
ââåä¼ì òàì îïåðàöèè D1 ∈ Hom1(A[1], A[1]) è D2 ∈ Hom1(T 2(A[1]), A[1]) ïî ôîðìóëàì
D1(sa) := (−1)sda è D2(sa ⊗ sb) := (−1)|a|s(ab). Ïðîâåðèì, ÷òî ðÿä òåéëîðà D1 +
D2 ïðåâðàùàåò êîàëãåáðó T (A[1]) â äã-êîàëãåáðó. Ïðè n = 1 è n = 2 óðàâíåíèÿ
ïîëó÷àþòñÿ òàêèìè æå, êàê è â ñèììåòðè÷åñêîì ñëó÷àå, à ïðè n = 3 ðàâåíñòâî
D2(D2(sa⊗sb)⊗sc)+(−1)|sa|D2(sa⊗D2(sb⊗sc)) ïðåâðàùàåòñÿ â (−1)|a|(−1)|ab|s(ab)c+
(−1)|sa|(−1)b(−1)|a|sa(bc), çàíóëåíèå ÷åãî ýêâèâàëåíòíî àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ.
Ïîëó÷èâøóþñÿ äã-êîàëãåáðó áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Bar(A).

L∞-àëãåáðà L ýòî, ïî îïðåäåëåíèþ, êîêîììóòàòèâíàÿ äã-êîàëãåáðà (S(L[1]), D),
êîòîðóþ ìû òîæå áóäåì îáîçíà÷àòü C∗(L). A

∞-àëãåáðà A ýòî, ïî îïðåäåëåíèþ, äã-
êîàëãåáðà (T (A[1]), D), êîòîðóþ ìû òîæå áóäåì îáîçíà÷àòü Bar(A). Ìîðôèçìû ìåæ-
äó áåñêîíå÷íîñòü-àëãåáðàìè îïðåäåëÿþòñÿ êàê ìîðôèçìû ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè äã-êîàëãåáðàìè. Ïî ìîðôèçìó äã-àëãåáð ëè èëè àññîöèàòèâíûõ äã-àëãåáð f :
A−→B ìîæíî ïîñòðîèòü ìîðôèçì êîàëãåáð F : C∗(A)−→ C∗(B) (ñîîòâåòñòâåííî,
Bar(A)−→ Bar(B)), êîììóòèðóþùèé ñ äèôôåðåíöèàëîì. Ýòî çàäà¼ò âëîæåíèå êàòå-
ãîðèé îáû÷íûõ àëãåáð â êàòåãîðèþ áåñêîíå÷íîñòü-àëãåáð. Îíî íåïîëíîå: íàïðèìåð,
åñëè L ýòî àáåëåâà àëãåáðà Ëè, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â ñòåïåíè 1, òî C∗(L) ýòî ñâîáîä-
íàÿ êîêîììóòàòèâíàÿ êîàëãåáðà, ïîðîæä¼ííàÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì â ñòåïåíè
íîëü, áåç äèôôåðåíöèàëà. Å¼ àâòîìîðôèçìû çàäàþòñÿ âñåìè ðÿäàìè Òåéëîðà, íå
îáÿçàòåëüíî ëèíåéíûìè.

Óïðàæíåíèå 2: Ïðîâåðüòå, ÷òî åñëè A è B ýòî àëãåáðû (àññîöèàòèâíûå èëè Ëè),
ñîñðåäîòî÷åííàÿ â ãðàäóèðîâêå íîëü, òî ìîðôèçìû C∗(A)−→ C∗(B) (ñîîòâåòñòâåííî
Bar(A)−→ Bar(B) ýòî â òî÷íîñòè ãîìîìîðôèçìû àëãåáð A−→B.

Ïîä áåñêîíå÷íîñòü-àëãåáðîé ìû áóäåì ïîíèìàòü A∞ èëè L∞-àëãåáðó. Ïîñêîëü-
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êó áåñêîíå÷íîñòü-àëãåáðà çàäà¼òñÿ ðÿäîì Òåéëîðà äèôôåðåíöèàëà D, ïðî íå¼ ìîæ-
íî äóìàòü, êàê ïðî ïðîñòðàíñòâî V ñ íàáîðîì îïåðàöèé Qi : V ⊗ −→ V , óäîâëå-
òâîðÿþùèõ íàáîðó êâàäðàòè÷íûõ ñîîòíîøåíèé (êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç ñîîòíîøå-
íèÿ D2 = 0 ïîñëå ïîäêðóòêè íà íàäëåæàùèå çíàêè: íóæíî ïðèìåíèòü èçîìîðôèçì
(V [1])⊗n −→ V ⊗n[n].

Êîàëãåáðû TV è SV äîïóñêàþò àíàëîãè òåîðåì îá îáðàòíîé ôóíêöèè. À èìåííî,
ïóñòü F : TV −→ TV (èëè SV −→ SV ) ýòî ãîìîìîðôèçì êîàëãåáð. Îáîçíà÷èì åãî
ðÿä Òåéëîðà ÷åðåç f : TV −→ V (ñîîòâåòñòâåííî, SV −→ V ). Îãðàíè÷åíèå f íà ëè-
íåéíûå òåíçîðû íàçîâ¼ì ïðîèçâîäíîé f : ýòî îòîáðàæåíèå f1 : V −→ V . Òåîðåìà îá
îáðàòíîé ôóíêöèè óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè f1 ýòî èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ,
òî F ýòî èçîìîðôèçì êîàëãåáð.

Äîêàæåì ýòî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì êîàëãåáðó TV ; ñëó÷àé SV
òî÷íî òàêîé æå. Ðàññìîòðèì ñòåïåííóþ ôèëüòðàöèþ íà òåíçîðíîé êîàëãåáðå: T≤nV ⊂
T≤n+1V ⊂ . . . . Ýòî âîçðàñòàþùàÿ ôèëüòðàöèÿ; îíà èñ÷åðïûâàþùàÿ. Ðàccìîòðèì
îòîáðàæåíèå F1 : TV −→ TV ñ ðÿäîì Òåéëîðà f1. Çàìåòèì, ÷òî F1 = grF îòíîñè-
òåëüíî òåíçîðíîé ôèëüòðàöèè. Îòñþäà ïî èíäóêöèè ñëåäóåò, ÷òî F ýòî èçîìîðôèçì
íà êàæäîì êîíå÷íîì ÷ëåíå ôèëüòðàöèè T≤nV : äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü êîðîòêèå
òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà 0−→ T≤n/T≤n−1 −→ T n+k/T n−1 −→ T n+k/T n −→ 0.
Íàêîíåö, ïðÿìîé ïðåäåë (ïîïðîñòó, îáúåäèíåíèå) èçîìîðôèçìîâ Fn : T≤n −→ T≤n

ýòî èçîìîðôèçì � âåêòîð â ÿäðå èëè âíå îáðàçà âîçíèê áû íà êîíå÷íîì øàãå.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî èç ôîðìóë äëÿ ðÿäà Òåéëîðà äëÿ óðàâíåíèÿ D2 = 0
ñëåäóåò, ÷òî D2

1 = 0, ãäå D1 : V −→ V ýòî ëèíåéíàÿ ÷àñòü îòîáðàæåíèÿ D. Îòîáðà-
æåíèå F ìåæäó áåñêîíå÷íîñòü-àëãåáðàìè íàçûâàåòñÿ êâàçèèçîìîðôèçìîì, åñëè åãî
ïðîèçâîäíàÿ f1 � êâàçèèçîìîðôèçì. Ðàññóæäåíèå, ïîõîæåå íà ïðîâåä¼ííîå âûøå,
ïîêàçûâàåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå è äã-êîàëãåáðû òîæå áóäóò êâàçèèçîìîðôíû ïðè ïî-
ìîùè F . Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì, êàê âûøå, òåíçîðíóþ ôèëüòðàöèþ íà TV . Òîãäà
grF , êàê âûøå, ýòî F1.

Óïðàæíåíèå 3: Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè f : V −→W ýòî êâàçèèçîìîðôèçì âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ íàä ïîëåì (áîëåå îáùî, ïëîñêèõ ìîäóëåé íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì),
òî f⊗n : T nV −→ T nW ýòî òîæå êâàçèèçîìîðôèçì. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîëå áû-
ëî õàðàêòåðèñòèêè íîëü, òî Snf : SnV −→ SnW ýòî êâàçèèçîìîðôèçì. Ïðèâåäèòå
êîíòðïðèìåð â ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêå.

Óòâåðæäåíèå, ÷òî F : TV −→ TW (èëè SV −→ SW ) ýòî êâàçèèçîìîðôèçì, ñëå-
äóåò òåïåðü èç òîãî, ÷òî îòîáðàæåíèå êîìïëåêñîâ, ñîõðàíÿþùèõ èñ÷¼ðïûâàþùóþ
âîçðàñòàþùóþ ôèëüòðàöèþ, îãðàíè÷åííóþ ñíèçó, êâàçèèçîìîðôèçì, åñëè îíî êâà-
çèèçîìîðôèçì íà gr. Ýòî ìîæíî äîêàçàòü ëèáî ñ ïîìîùüþ ñïåêòðàëüíûõ ïîñëåäî-
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âàòåëüíîñòåé, ëèáî ïî èíäóêöèè, ðàññìàòðèâàÿ òåíçîðíûe ôèëüòðàöèè, êàê âûøå, è
àññîöèèðîâàííûå ñ íèìè äëèííûå òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãîìîëîãèé.

Óïðàæíåíèå 4: Äîâåäèòå ðàññóæäåíèå äî êîíöà. Ïîäñêàçêà: ïîêàæèòå, ÷òî òåí-
çîðíàÿ ôèëüòðàöèÿ íà äã-êîàëãåáðå èíäóöèðóåò ôèëüòðàöèþ íà å¼ êîãîìîëîãèÿõ,
êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå òîæå îêàæåòñÿ èñ÷åðïûâàþùåé.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî! Âàæíî èìåòü â âèäó ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå:

Óïðàæíåíèå 5: Ïóñòü A � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé. Äîêàæèòå, ÷òî êîì-
ïëåêñ Bar(A) ñòÿãèâàåì. (Ïîäñêàçêà: ñòÿãèâàþùèì îòîáðàæåíèåì áóäåò ïîäñòàíîâêà
åäèíèöû âî âñå âîçìîæíûå òåíçîðíûå ìåñòà ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ çíàêàìè).

Òàêèì îáðàçîì, êëàññ êâàçèèçîìîðôèçìà Bar(A), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ãîâîðèò îá
àëãåáðå ñ åäèíèöåé A íè÷åãî. Â òîì ÷èñëå ïîýòîìó çà÷àñòóþ áàð-êîíñòðóêöèþ ðàñ-
ñìàòðèâàþò äëÿ àóãìåíòèðîâàííûõ àëãåáð, è áåðóò å¼ îò èäåàëà àóãìåíòàöèè. Íî
äàæå èäåàë àóãìåíòàöèè ìîæåò ñëó÷àéíî îêàçàòüñÿ àëãåáðîé ñ åäèíèöåé. Íî è â
ýòîì ñëó÷àå ïîòåðÿíî íå âñ¼, ïîòîìó ÷òî êâàçèèçîìîðôèçìû A∞-àëãåáð ýòî áîëåå
óçêèé êëàññ îòîáðàæåíèé, ÷åì êâàçèèçîìîðôèçìû ñîîòâåòñòâóþùèõ äã-êîàëãåáð.

Óïðàæíåíèå 6: Ïóñòü L1 := sl2, à L2 � àáåëåâà äã-àëãåáðà Ëè, ïîðîæä¼ííàÿ îäíî-
ìåðíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì â ñòåïåíè −2. Ïîñòðîéòå îòîáðàæåíèå êîàëãåáð
C∗(L1)−→ C∗(L2), èíäóöèðóþùåå èçîìîðôèçì íà êîãîìîëîãèÿõ. Äîêàæèòå, ÷òî L1

è L2 íå êâàçèèçîìîðôíû êàê L∞-àëãåáðû.

Áåñêîíå÷íîñòü-àëãåáðà íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé, åñëè D1 = 0. Èç òåîðåìû î
íåÿâíîé ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî êâàçèèçîìîðôèçì ìèíèìàëüíûõ áåñêîíå÷íîñòü-àëãåáð
ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Áåñêîíå÷íîñòü-àëãåáðà íàçûâàåòñÿ ñòÿãèâàåìîé, åñëè D1

ýòî ñòÿãèâàåìûé äèôôåðåíöèàë. Ñòÿãèâàåìàÿ áåñêîíå÷íîñòü àëãåáðà èçîìîðôíà áåñêîíå÷íîñòü-
àëãåáðå ñ òåì æå äèôôåðåíöèàëîì, íî âñåìè îñòàëüíûìè îïåðàöèÿìè, ðàâíûìè íó-
ëþ. Â ñàìîì äåëå, ... Òåîðåìà î ãîìîòîïè÷åñêîì òðàíñôåðå óòâåðæäàåò, ÷òî
ëþáàÿ áåñêîíå÷íîñòü-àëãåáðà èçîìîðôíà ñóììå ìèíèìàëüíîé è àöèêëè÷íîé.

Ìû áóäåì äîêàçûâàòü òåîðåìó î ãîìîòîïè÷åñêîì òðàíñôåðå íà ñëåäóþùåé ëåê-
öèè, à ïîêà îáñóäèì íåñêîëüêî ñëåäñòâèé. Âî-ïåðâûõ, ìèíèìàëüíàÿ àëãåáðà èç å¼
ôîðìóëèðîâêè (òàê íàçûâàåìàÿ ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü) åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ
äî áåñêîíå÷íîñòü-àâòîìîðôèçìà: îíà åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî êâàçè-èçîìîðôèçìà,
à êâàçèèçîìîðôèçì ìèíèìàëüíûõ àëãåáð ýòî èçîìîðôèçì. Â ÷àñòíîñòè, îí îáðàòèì.
Â ÷àñòíîñòè, ëþáîé êâàçèèçîìîðôèçì ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íîñòü-àëãåáðàìè êâàçè-
îáðàòèì � ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå â îáðàòíóþ ñòîðîíó, ÷òî äâå êîìïîçèöèè
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ýòî èçîìîðôèçìû íà êîãîìîëîãèÿõ.

Óïðàæíåíèå 7: Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóõ äã-àëãåáð A è B è ìîðôèçìà f : A−→B
òàêîãî, ÷òî f ýòî êâàçèèçîìîðôèçì, íî íå ñóùåñòâóåò ìîðôèçìà g : B −→ A òàêîãî,
÷òî fg è gf èíäóöèðóþò èçîìîðôèçìû íà êîãîìîëîãèÿõ.

Íî ìû èíòåðåñîâàëèñü äåôîðìàöèîííûìè ôóíêòîðàìè. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêòîð
Def åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ íà êàòåãîðèþ L∞-àëãåáð.

Îïðåäåëåíèå 8: Ïóñòü L ýòî L∞-àëãåáðà, è ïóñòü m ∈ ART . Ðàññìîòðèì êîêîììó-
òàòèâíóþ êîíèëüïîòåíòíóþ êîàëãåáðó m∨ =: c. Ýëåìåíòîì Ìàóðåðà-Êàðòàíà â L⊗m
íàçîâ¼ì ãîìîìîðôèçì äã-êîàëãåáð m : c−→ C∗(L).

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè L ýòî äã-àëãåáðà Ëè, òî ýòî îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ òåì, ÷òî
ìû èçó÷àëè ðàíüøå. Ãîìîìîðôèçì m̃ : c−→ C∗(L) çàäà¼òñÿ ñâîåé ëèíåéíîé ÷àñòüþ
m1 : c−→ C1(L), òî åñòü, ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì m : c−→ L[1]. Ïðè ýòîì êîìïî-
íåíòû mk : c−→ Ck(L) ðàâíû mk(c) = 1

k!
m(c(1)) ⊙ · · · ⊙ m(c(k)) ïî äîêàçàííîìó â

íà÷àëå ëåêöèè. Òî, ÷òî ãîìîìîðôèçì m êîììóòèðóåò ñ äèôôåðåíöèàëîì, îçíà÷àåò,
÷òî Dm(c) = 0 äëÿ ëþáîãî c ∈ c. Îïÿòü æå, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ýòî ðàâåíñòâî
â êîîãðàíè÷åíèè íà êîîáðàçóþùèå, òî åñòü, ýòî ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó
D1m(c)+ 1

2
D2(m(c(1))⊙m(c(2))). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé (âîçìîæíî äàæå äã) íèëüïî-

òåíòíîé êîììóòàòèâíîé àëãåáðû m äã-àëãåáðû Ëè L⊗m è Hom(c, L) èçîìîðôíû, ãäå
ñêîáêà íà Hom(c, L) çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâîì [f, g](c) := (−1)|c(1)||g|[f(c(1)), g(c(2))]. Âñïî-
ìèíàÿ, ÷òî îïåðàöèè D2 è [, ] îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íà íóæíûé çíàê, âèäèì,
÷òî m∨ ýòî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ìàóðåðà-Êàðòàíà â òî÷íîñòè êîãäà m̃ êîììóòèðóåò
ñ äèôôåðåíöèàëîì.

Çàìåòèì, ÷òî â òåðìèíàõ îïåðàöèé Q óðàâíåíèå Ìàóðåðà-Êàðòàíà âûãëÿäèò êàê∑
k≥1

1
k!
Qk(m, . . . ,m).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé L∞-àëãåáðû L íóëåâàÿ êîìïîíåíòà L0 íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåò-
ñÿ àëãåáðîé Ëè. Ïîýòîìó êàëèáðîâî÷íóþ ãðóïïó îïðåäåëèòü íåëüçÿ. Òåì íå ìåíåå,
êàëèáðîâî÷íîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè â áåñêîíå÷íîñòü-ìèðå ñóùåñòâóåò.

Åñëè C ýòî ïðîèçâîëüíàÿ äã-êîàëãåáðà, à A ýòî êîììóòàòèâíàÿ äã-àëãåáðà, òî
òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå C ⊗ A ÿâëÿåòñÿ êîàëãåáðîé íàä A ñ êîóìíîæåíèåì ∆ :
C ⊗A−→ C ⊗A⊗A C ⊗A, äåéñòâóþùèì ïî ôîðìóëå ∆(c⊗ a) = c(1) ⊗ 1⊗A c(2) ⊗ a.
Ýòà êîíñòðóêöèÿ ôóíêòîðèàëüíà ïî A. Ðàññìîòðèì äã-àëãåáðó Ω∗[t, dt], àëãåáðó ïî-
ëèíîìèàëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì íà ïðÿìîé. Äëÿ êàæäîé òî÷êè λ ∈ k ñó-
ùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì âû÷èñëåíèÿ eλ : Ω∗[t, dt]−→ k, äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå
eλ(

∑
xit

i +
∑

yit
idt) =

∑
xiλ

i. Ìû áóäåì ïèñàòü êîðîòêî eλz(t) = z(λ). Äâà îòîá-
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ðàæåíèÿ äã-êîàëãåáð f0, f1 : C −→D íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò
îòîáðàæåíèå Ω∗[t, dt]-êîàëãåáð F : C ⊗Ω∗[t, dt]−→D⊗Ω∗[t, dt] òàêîå, ÷òî e0F = f0 è
e1F = f1.

Íàçîâ¼ì äâà ýëåìåíòà Ìàóðåðà-Êàðòàíà m0,m1 : c−→ C∗(L) ãîìîòîïíûìè, åñ-
ëè îíè ãîìîòîïíû êàê îòîáðàæåíèÿ êîàëãåáð. Îòíîøåíèå ãîìîòîïíîñòè ïîðîæäàåò
îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè (íà ñàìîì äåëå îíî òðàíçèòèâíî, íî ýòî íàì ïîêà íå
ïîíàäîáèòñÿ); ôàêòîð ïî ýòîìó îòíîøåíèþ áóäåì íàçûâàòü DefL(m). Íàì íóæíî
ïîêàçàòü, ÷òî, åñëè L ýòî äã-àëãåáðà Ëè, òî îòíîøåíèå ãîìîòîïíîñòè ñîâïàäàåò ñ
îòíîøåíèåì êàëèáðîâî÷íîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ãîìîìîðôèçì M : c−→ C∗(L) ⊗ Ω∗[t, dt] ýòî âñ¼ ðàâíî ÷òî ýëåìåíò Ìàóðåðà-
Êàðòàíà (â îáû÷íîì ñìûñëå) â àëãåáðå Ëè L ⊗ Ω∗[t, dt]. Ïóñòü z(t) = x(t) + y(t)dt
òàêîé ýëåìåíò. Íàïèøåì dz(t) + 1

2
[z(t), z(t)]. Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ïîëó÷àåì, ÷òî

dx(t) + x′(t)dt+ dy(t)dt+
1

2
[x(t), x(t)] + [x(t), y(t)]dt = 0. (5)

Òî åñòü x(t) ýòî ýëåìåíò Ìàóðåðà-Êàðòàíà ïðè ëþáîì t, ïëþñ ê òîìó âûïîë-
íÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå x′(t) = −[x(t), y(t)] − dy(t). Äëÿ ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ âûïîëíåíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè: îòîáðàæåíèå Ïèêàðà
φ(t) 7→ x(0) −

∫ t

0
([φ(s), y(s)] + dy(s))ds ñæèìàþùåå â m-àäè÷åñêîé ìåòðèêå è èìå-

åò íåïîäâèæíîé òî÷êîé ðåøåíèå äèôôóðà ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0).

Ïóñòü òåïåðü a ∗ m0 = m1 â L. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò f(t) := (−ta) ∗ m0 â L ⊗
Ω∗[t, dt]. Èç óðàâíåíèÿ (−ta) ∗ m0 = exp(ad−ta)(m0 + δ) − δ ìû âèäèì, ÷òî f ′(t) =
ad−ta(exp(ad−ta)(m0+ δ)) = ad−ta((−ta) ∗m0+ δ) = −[ta, f(t)] +−dta. Ñëåäîâàòåëüíî,
f(t) ðåøàåò òî æå ñàìîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ òåì æå ñàìûì íà÷àëüíûì
óñëîâèåì, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ýëåìåíòîâ Ìàóðåðà-Êàðòàíà â äã-àëãåáðå Ëè êàëèáðî-
âî÷íàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü è ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñîâïàäàþò.

Íàêîíåö, ìû âèäèì, ÷òî âûðàæåíèå ¾ôóíêòîð DefL ïðåäñòàâëÿåòñÿ àëãåáðîé ëè
L¿ íå ÿâëÿåòñÿ âîëüíîñòüþ ðå÷è: ýòîò ôóíêòîð â ñàìîì äåëå ïðåäñòàâèì â ãîìîòîïè-

÷åñêîé êàòåãîðèè êîêîììóòàòèâíûõ êîíèëüïîòåíòíûõ äã-êîàëãåáð. Íà ñëåäóþùåé
íåäåëå � ãîìîòîïè÷åñêèé òðàíñôåð è ïîñòðîåíèå âåðñàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Óïðàæíåíèå 9: Ïóñòü B ýòî àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Der∞(B) äã-
àëãåáðó Ëè êîäèôôåðåíöèðîâàíèé êîàëãåáðû Bar(B), ñîõðàíÿþùèõ êîàóãìåíòàöèþ,
ñ äèôôåðåíöèàëîì adD. Ïîêàæèòå, ÷òî êëàññû êàëèáðîâî÷íîé ýêâèâàëåíòíîñòè ýëå-
ìåíòîâ Ìàóðåðà-Êàðòàíà â Der∞(B) ⊗ m ýòî äåôîðìàöèè (áåç åäèíèöû) àëãåáðû
B íàä A := m ⊕ 1 â ñìûñëå ëåêöèè íîìåð îäèí: ýòî ïëîñêèå A-àëãåáðû B̃, ñíàá-
æåííûå èçîìîðôèçìîì B̃/m−→ A, ñ òî÷íîñòüþ äî A-ëèíåéíûõ àâòîìîðôèçìîâ B̃,
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òîæäåñòâåííûõ íà öåíòðàëüíîì ñëîå. Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòà àëãåáðà èçîìîðôíà àëãåáðå
HH(B) èç ïåðâîé ëåêöèè � ýòî êîíöåïòóàëüíîå îáúÿñíåíèå îïåðàöèè ◦ è òîæäåñòâà
ßêîáè äëÿ å¼ êîììóòàòîðà. Êîãîìîëîãèè H∗(Der∞(B)) äã-àëãåáðû Ëè Der∞(B) åù¼
íàçûâàþòñÿ êîãîìîëîãèÿìè Õîõøèëüäà àëãåáðû B.

Óïðàæíåíèå 10: Ïóñòü g ýòî àëãåáðà Ëè. Äîêàæèòå àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ïðî
äã-àëãåáðó Ëè Der∞(g) êîäèôôåðåíöèðîâàíèé C∗(g), ñîõðàíÿþùèõ êîàóãìåíòàöèþ,
ñ äèôôåðåíöèàëîì adD. (Åñëè çíàåòå, ÷òî òàêîå êîãîìîëîãèè àëãåáðû Ëè, òî) ïîêà-
æèòå, ÷òî êîãîìîëîãèè H(Der∞(g)) ýòî êîãîìîëîãèè àëãåáðû Ëè g ñ êîýôôèöèåíòàìè
â ïðèñîåäèí¼ííîì ïðåäñòàâëåíèè C∗(g, g).

Òàêèì îáðàçîì, ðàçâèòàÿ íàìè òîëüêî ÷òî òåîðèÿ áåñêîíå÷íîñòü-àëãåáð àâòîìà-
òè÷åñêè äà¼ò è îïèñàíèå äåôîðìàöèé àëãåáð Ëè è àññîöèàòèâíûõ àëãåáð. Êîììóòà-
òèâíûå àëãåáðû òîæå äîïóñêàþò òàêîå îáîáùåíèå, ñîîòâåòñòâóþùèå àëãåáðû íàçû-
âàþòñÿ C∞-àëãåáðàìè, è ñîîòâåòñòâóþùèå êîãîìîëîãèè íàçûâàþòñÿ êîãîìîëîãèÿìè
Õàððèñîíà. Â êà÷åñòâå áàð-êîíñòðóêöèè íóæíî áóäåò áðàòü ñâîáîäíóþ àëãåáðó Ëè;
îá ýòîì ðå÷ü ïîéä¼ò âî âòîðîé ïîëîâèíå ñåìåñòðà.
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