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Âìåñòî ââåäåíèÿ.
Êóðñ ïîñâÿùåí òåîðèè ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. Ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè îïèñûâàþò

ôóíäàìåíòàëüíûå çàêîíû ôèçèêè. Óñëîâèå ãîëîìîðôíîñòè (ò.å. ñóùåñòâîâàíèÿ
êîìïëåêñíîé ïðîèçâîäíîé) îêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå îãðàíè÷èòåëüíûì, ÷åì
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óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèå âåùåñòâåííîé ïðîèçâîäíîé. Òàêèå ôóíêöèè îáëàäàþò ðÿäîì
îáùèõ êðàñèâûõ ñâîéñòâ, ãëàâíîå èç êîòîðûõ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ëîêàëüíûå ñâîéñòâà
ôóíêöèè âî ìíîãîì îïðåäåëÿþò åå ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà. Ýòî è ïîçâîëÿåò äåëàòü
âàæíûå åñòåñòâåííî-íàó÷íûå ïðåäñêàçàíèÿ ïóòåì ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé.

Ìû íà÷èíàåì ñ îáñóæäåíèÿ ðàçëè÷íûõ îïðåäåëåíèé ãîëîìîðôíîñòè,
ýêâèâàëåíòíîñòü êîòîðûõ àïðèîðè íå î÷åâèäíà. Äàëåå ìû èçó÷àåì îñîáûå òî÷êè
ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. Ïîñëå ýòîãî ìû èññëåäóåì ñâîéñòâà âçàèìíî-îäíîçíà÷íûõ
(ò.å. îäíîëèñòíûõ) ôóíêöèé. Ãëàâíàÿ òåîðåìà òóò � ýòî òåîðåìà Ðèìàíà, î
òîì, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ îäíîñâÿçíà îáëàñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïåðåâîäèòñÿ
ñ ñòàíäàðòíûé åäèíè÷íûé äèñê íåêîòîðîé âçàèìíî-îäíîçíà÷íîé ãîëîìîðôíîé
ôóíêöèåé. Ýòà òåîðåìà èãðàåò ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â ìàòåìàòèêå. Êðîìå òîãî
ñàìà ôóíêöèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ îáëàñòü â êðóã, èãðàåò öåíòðàëüíóþ ðîëü â âàæíûõ
ïðèëîæåíèÿõ ìàòåìàòèêè (ãèäðîìåõàíèêà, àýðîäèíàìèêà, òåîðèÿ ïîòåíöèàëà)

Ñíà÷àëà ìû ïðèâîäèì êëàññè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé
ôóíêöèè, êîòîðîå, ê ñîæàëåíèþ, íå äàåò íèêàêèõ ðåöåïòîâ ïîñòðîåíèÿ ýòîé ôóíêöèè.
Â êîíöå êóðñà ìû îïèøåì ìåòîä ïîñòðîåíèÿ íóæíîé îäíîëèñòíîé ôóíêöèè äëÿ
ïðîèçâîëüíîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè ñ àíàëèòè÷åñêîé ãðàíèöåé. Äëÿ ýòîãî íàì
ïîíàäîáÿòñÿ ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè è ôóíêöèÿ Ãðèíà, î÷åíü ïîëåçíûå äëÿ ðåøåíèÿ
ðàçíîîáðàçíûõ òåîðåòè÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ ïðîáëåì.

Äàëåå ìû ïåðåõîäèì ê îïèñàíèþ ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ îäíîëèñòíîé ôóíêöèè äëÿ
îäíîñâÿçíîé îáëàñòè ñ àíàëèòè÷åñêîé ãðàíèöåé. Ýòîò ìåòîä ïîÿâèëñÿ ñîâñåì íåäàâíî
[Âèãìàí-Çàáðîäèí-Ìàðøàêîâ-Íàòàíçîí 1999-2003]. Îí îñíîâàí íà ôóíäàìåíòàëüíûõ
äîñòèæåíèÿõ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì
è òåñíî ñâÿçàí ñ äðóãèìè àêòóàëüíûìè ðàçäåëàìè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè:
ìàòðè÷íûìè èíòåãðàëàìè, ìîäåëÿìè äâóìåðíîé ãðàâèòàöèè è äð.

Êóðñ ÿâëÿåòñÿ çàïèñüþ ëåêöèé, êîòîðûå àâòîð ÷èòàë â Íåçàâèñèìîì Ìîñêîâñêîì
Óíèâåðñèòåòå.

1. Ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè.
1.1. Êîìïëåêñíàÿ ïðîèçâîäíàÿ. Äàëåå ïîä îáëàñòüþ ìû ïîíèìàåì îòêðûòîå
ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî. Ñîîòâåòñòâèå (x, y) ↔ z = x + iy ìåæäó âåùåñòâåííîé
ïëîñêîñòüþ R2 è êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ C ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü êîìïëåêñíî-
çíà÷íóþ ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî êàê:

• îòîáðàæåíèå îáëàñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè D ⊂ C â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü
C (îáîçíà÷åíèå w = f(z)).

• îòîáðàæåíèå îáëàñòè âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè D ⊂ R2 â êîìïëåêñíóþ
ïëîñêîñòü C (îáîçíà÷åíèå w = f(x, y)).

• îòîáðàæåíèå îáëàñòè âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè D ⊂ R2 â âåùåñòâåííóþ
ïëîñêîñòü R2 (îáîçíà÷åíèå (u, v) = f(x, y), u = u(x, y), v = v(x, y)).

Äàëåå ìû áóäåì ÷àñòî ïåðåõîäèòü îò îäíîé èíòåðïðåòàöèè ê äðóãîé.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü f � îòîáðàæåíèå îáëàñòè êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè D ⊂ C â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü C è z0 ∈ D. Åñëè ïðåäåë
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f ′(z0) = lim∆z→0
f(z0+∆z)−f(z0)

∆z
ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, òî ãîâîðÿò, ÷òî f ′(z0)

åñòü êîìïëåêñíàÿ ïðîèçâîäíàÿ f â òî÷êå z0.
Ðàññìîòðèì òåïåðü f , êàê îòîáðàæåíèå îáëàñòè âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè â

âåùåñòâåííóþ ïëîñêîñòü. Òîãäà ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ
áóäåò òàêæå ñîâïàäàòü ñ f ′(z0) = f ′(x0, y0). Òàêèì îáðàçîì

f ′(z0) = ∂f
∂x

(z0) = lim∆x→0
(u(x0+∆x,y0)+iv(x0+∆x,y0))−(u(x0,y0)+iv(x0,y0))

∆x
= ∂u

∂x
(z0) + i ∂v

∂x
(z0),

f ′(z0) = ∂f
∂y

(z0) = lim∆x→0
(u(x0,y0+∆y)+iv(x0,y0+∆y))−(u(x0,y0)+iv(x0,y0))

i∆y
= −i∂u

∂y
(z0)+

∂v
∂y

(z0).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà
Ëåììà 1.1. Åñëè f èìååò êîìïëåêñíóþ ïðîèçâîäíóþ â z0, òî â ýòîé òî÷êå
âûïîëíåíû

Óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà (Cauchy-Riemann): ∂u

∂x
(z0) =

∂v

∂y
(z0);

∂v

∂x
(z0) = −∂u

∂y
(z0).

Ââåäåì òåïåðü âàæíûå îáîçíà÷åíèÿ.
∂

∂z
≡ 1

2
(

∂

∂x
− i

∂

∂y
);

∂

∂z̄
≡ 1

2
(

∂

∂x
+ i

∂

∂y
)

Äðóãèìè ñëîâàìè

∂f
∂z

= ∂(u+iv)
∂z

= ∂u
∂z

+i v
∂z

= 1
2

(
∂u
∂x
− i∂u

∂y

)
+i1

2

(
∂v
∂x
− i∂v

∂y

)
= 1

2

(
∂u
∂x

+ i ∂v
∂x

)
+ 1

2

(−i∂u
∂x

+ ∂v
∂x

)
,

∂f
∂z̄

= ∂(u+iv)
∂z

= ∂u
∂z̄

+ i v
∂z̄

= 1
2

(
∂u
∂x

+ i∂u
∂y

)
+ i1

2

(
∂v
∂x

+ i∂v
∂y

)
= 1

2
i
(

∂u
∂x
− ∂v

∂x

)
+ i1

2
i
(

∂u
∂x

+ ∂v
∂x

)

Òàêèì îáðàçîì
Ëåììà 1.2. Åñëè ôóíêöèÿ f èìååò êîìïëåêñíóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå z0, òî

∂f
∂z̄

(z0) = 0 è f ′(z0) = ∂f
∂z

(z0).

1.2. Äèôôåðåíöèàë êîìïëåêñíîé ôóíêöèè.

Ëåììà 1.3. Åñëè ôóíêöèÿ C ⊃ D
f→ C èìååò êîìïëåêñíóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå

z0 = x0 + iy0, òî ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå R2 ⊃ D
f→ R2 äèôôåðåíöèðóåìî â

òî÷êå (x0, y0) êàê îòîáðàæåíèå îáëàñòè âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè â R2.
Proof. Ïîëîæèì

α(∆z) =
f(z0 + ∆z)− f(z0)

∆z
− f ′(z0).

Òîãäà f(z0 +∆z)− f(z0) = f ′(z0)∆z +α(∆z)∆z =
(

∂u
∂x

+ i ∂v
∂x

)
(∆x+ i∆y)+α(∆z)∆z =(

∂u
∂x

∆x− ∂v
∂x

∆y
)

+ i
(

∂v
∂x

∆x + ∂u
∂x

∆y
)

+ α(∆z)∆z
Ñëåäîâàòåëüíî (u(x0 + ∆x, y0 + ∆y), v(x0 + ∆x, y0 + ∆y))− (u(x0, y0), v(x0, y0)) =(∂u

∂x
−∂v

∂y
∂v
∂x

∂u
∂y

)(
∆x
∆y

)
+ o(|∆z|). ¤
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Òåîðåìà 1.1. Ôóíêöèÿ C ⊃ D
f→ C èìååò êîìïëåêñíóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå

z0 = x0 + iy0, åñëè è òîëüêî åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå R2 ⊃ D
f→ R2

äèôôåðåíöèðóåìî è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êîøè-Ðèìàíà.

Proof. Ïóñòü îòîáðàæåíèå R2 ⊃ D
f→ R2 äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå (x0, y0). Òîãäà

(u(x0 + ∆x, y0 + ∆y), v(x0 + ∆x, y0 + ∆y))− (u(x0, y0), v(x0, y0)) =(∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

) (
∆x
∆y

)
+ o(|∆z|), ãäå ∆z = ∆x + i∆y.

Ïîýòîìó äëÿ R2 ⊃ D
f−→ C èìååì

f(z0 + ∆z)− f(z0) =

(
∂u

∂x
∆x +

∂u

∂y
∆y

)
+ i

(
∂v

∂x
∆x +

∂v

∂y
∆y

)
+ o(|∆z|) =

=
1

2

[(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
(u + iv)

]
(∆x + i∆y)+

+
1

2

[(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
(u + iv)

]
(∆x− i∆y) + o(|∆z|) =

=
∂f

∂z
∆z +

∂f

∂z̄
(∆x− i∆y) + o(|∆z|)

Åñëè îòîáðàæåíèå f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êîøè�Ðèìàíà, òî ñîãëàñíî
âû÷èñëåíèÿì ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ∂f

∂z̄
= 0, è, ñëåäîâàòåëüíî,

f(z0 + ∆z)− f(z0) =
∂f

∂z
∆z + o(|∆z|)

òî åñòü ôóíêöèÿ f èìååò êîìïëåêñíóþ ïðîèçâîäíóþ â z0.
Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåìì 1.1 è 1.3. ¤

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü ôóíêöèè C ⊃ D
f,g−→ C èìåþò êîìïëåêñíûå ïðîèçâîäíûå

â òî÷êå z0. Òîãäà ôóíêöèè f ± g, f · g è f
g

(åñëè g(z0) 6= 0) èìåþò
êîìïëåêñíûå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå z0, ïðè÷åì (f ± g)′(z0) = f ′(z0) ± g′(z0),
(fg)′(z0) = f ′(z0)g(z0) + f(z0)g

′(z0), (f
g
)′(z0) = f ′(z0)g(z0)−f(z0)g′(z0)

g2(z0)
.

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü C ⊃ D
f→ V

g→ C, V ⊂ C, ïðè÷åì ôóíêöèÿ f èìååò
êîìïëåêñíóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå z0, à g � â òî÷êå f(z0). Òîãäà ôóíêöèÿ
φ(z) = g(f(z)) èìååò êîìïëåêñíóþ ïðîèçâîäíóþ â z0 è φ′(z0) = g′(f(z0))f

′(z0).
Çàäà÷à 1.1. Äîêàçàòü òåîðåìû 1.2 è 1.3. Ýòè äîêàçàòåëüñòâà äîñëîâíî
ïîâòîðÿþò äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì âåùåñòâåííîãî àíàëèçà.
1.3. Ãîëîìîðôíîñòü.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ D
f→ C ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D ⊂ C,

åñëè îíà èìååò êîìïëåêñíóþ ïðîèçâîäíóþ â êàæäîé òî÷êå z ∈ D. Ãîâîðÿò, ÷òî
ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â òî÷êå z0, åñëè îíà ãîëîìîðôíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
V 3 z0 òî÷êè z0.

Ïðèìåðû ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé:
1. f(z) = const, f ′(z) = 0.
2. f(z) = az, ãäå a 6= 0. Åñëè a = reiφ, òî f ïîâîðà÷èâàåò ïëîñêîñòü C íà óãîë φ

âîêðóã òî÷êè 0 è ðàñòÿãèâàåò ïëîñêîñòü â r ðàç.
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3. f(z) = zn. Ôóíêöèÿ f óâåëè÷èâàåò óãîë ìåæäó ëó÷àìè, âûõîäÿùèìè èç òî÷êè
0, â n ðàç.
Çàäà÷à 1.2. Åñëè f ′(z) = 0 íà âñåé íà îáëàñòè D ⊂ C, òî f = const íà D.

Åñëè f ′(z0) 6= 0, òî â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 ôóíêöèÿ f äåéñòâóåò ïî÷òè òàê,
êàê â ïðèìåðå 2, òî åñòü
Çàäà÷à 1.3. Ïóñòü f ′(z0) 6= 0. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ñîõðàíÿåò âåëè÷èíó óãëà
ìåæäó êðèâûìè, ïåðåñåêàþùèìèñÿ â z0.
Îïðåäåëåíèå 1.3. Îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå âåëè÷èíó óãëà, íàçûâàþòñÿ
êîíôîðìíûìè.

Êàê è â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû
êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé f(z) =

∑∞
n=1 fn(z). Âñå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû äîñëîâíî

ïåðåíîñÿòñÿ íà êîìïëåêñíûé ñëó÷àé, åñëè âìåñòî èíòåðâàëà {x ∈ R||x − x0| < r}
ðàññìàòðèâàòü äèñê {z ∈ C||z − z0| < r}.
Çàäà÷à 1.4. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ðÿä

∑∞
n=0 a′n(z) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â îáëàñòè

D ⊂ C, à ðÿä f(z) =
∑∞

n=0 an(z) ñõîäèòñÿ õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå îáëàñòè, òî ðÿä
f(z) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â îáëàñòè D è f ′(z) =

∑∞
n=0 a′n(z).

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü â îñíîâíîì ñòåïåííûå ðÿäû f(z) =
∑∞

n=0 cn(z−z0)
n, cn ∈ C.

Çàäà÷à 1.5. Ïóñòü 1
R

= limn→∞ n
√
|cn|. Òîãäà ñòåïåííîé ðÿä f(z) àáñîëþòíî

ñõîäèòñÿ íà D = {z ∈ C||z − z0| < R} è ðàñõîäèòñÿ íà D = {z ∈ C||z− z0| > R}. Íà
ëþáîì êîìïàêòå K ⊂ D ðÿä f(z) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

Ïîëîæèì:
ez = exp z =

∞
lim
n=0

zn

n!

cos z =
∞

lim
k=0

(−1)k z2k

(2k)!
=

1

2
(eiz + e−iz)

sin z =
∞
lim
k=0

(−1)k z2k+1

(2k + 1)!
=

1

2i
(eiz − e−iz)

Çàäà÷à 1.6. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè ez,Cosz, sin z ñóùåñòâóþò è ãîëîìîðôíû íà
âñåé ïëîñêîñòè C. Íàéòè äëÿ êàæäîé èç ôóíêöèé îáëàñòü D òàêóþ, ÷òî f(D) = C.
1.4. Êîìïëåêñíîå èíòåãðèðîâàíèå. Ïîä êðèâîé (èëè ïóòåì) ìû áóäåì ïîíèìàòü
îðèåíòèðîâàííûé îáðàç êóñî÷íî�ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ îòðåçêà [α, β] â ïëîñêîñòü
C. Çàìêíóòàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ êîíòóðîì. Â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå èíòåãðàë ïî
êðèâîé � ýòî ïðåäåë ïðè max ∆zk → 0 èíòåãðàëüíûõ ñóìì S =

∑n
k=0 f(ξk)∆zk,

ãäå ξk � òî÷êè, ðàçáèâàþùèå êðèâóþ γ, à ∆zk � îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ýòè òî÷êè.
Åñëè ôîðìàëüíî ñ÷èòàòü àðãóìåíò è ôóíêöèþ êîìïëåêñíûì ÷èñëîì, òî ïîëó÷èòñÿ
êîìïëåêñíûé èíòåãðàë ïî êðèâîé γ ⊂ C. Ïðè ýòîì

S =
n∑

k=0

(
u(ξk) + iv(ξk)

)
(∆x + i∆y) =

=
n∑

k=0

(
u(ξk)∆xk − v(ξk)∆yk

)
+ i

(
u(ξk)∆yk + v(ξk)∆xk

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ
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Îïðåäåëåíèå 1.4. Èíòåãðàëîì ôóíêöèè f(z) = u(x, y) + iv(x, y) ïî êðèâîé γ ⊂ C
íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî∫

γ

f(z) dz
def
=

∫

γ

(udx− vdy) + i

∫

γ

(udy + vdx)

Åñëè w : [α, β] → C � ãëàäêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé γ è w(t) = x(t) + iy(t), òî
∫

γ

f(z) dz =

∫ β

α

(
u(w(t))x′(t)dt− v(w(t))y′(t)dt

)
+

+ i

∫ β

α

(
u(w(t))y′(t)dt + v(w(t))x′(t)dt

)
=

∫ β

α

f(w(t))w′(t)dt.

Â ÷àñòíîñòè, ïðàâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè w(t).
Ïðèìåð 1.1. Ïóñòü γ = {z ∈ C||z − a| = r} = {a + reit|t ∈ [0, 2π]}. Òîãäà

∫

γ

(z − a)ndz = rn+1i

∫ 2π

0

ei(n+1)tdt =

{
0, n 6= −1

2πi, n = −1.

Ïðèìåð 1.2. Ïóñòü n 6= −1 è γ ⊂ C � ïóòü èç a â b. Ðàññìîòðèì åãî
ïàðàìåòðèçàöèþ w = w(t). Òîãäà

∫

γ

zndz =

∫ β

α

wn(t)w′(t)dt =
1

n + 1

∫ β

α

(
d

dt
(wn+1(t))

)
dt =

=
1

n + 1
(wn+1(β)− wn+1(α)) =

bn+1 − an+1

n + 1
.

×åðåç
∫

γ
|f ||dz| áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ èíòåãðàë ïî äëèíå äóãè

∫ β

α
|f ||z′(t)|dt.

Èç îïðåäåëåíèÿ î÷åâèäíà
Òåîðåìà 1.4. Ïðè èçìåíåíèè îðèåíòàöèè êðèâîé γ, èíòåãðàë ìåíÿåò çíàê.∫

γ

(af + bg) dz = a

∫

γ

f dz + b

∫

γ

g dz,

∫

γ1∪γ2

f dz =

∫

γ1

f dz +

∫

γ2

f dz,

| ∫
γ
f dz| ≤ ∫

γ
|f | |dz|. Â ÷àñòíîñòè, åñëè |f(z)| ≤ M , òî | ∫

γ
f dz| ≤ M |γ|, ãäå |γ| �

äëèíà äóãè.
1.5. Òåîðåìà Êîøè.
Ëåììà 1.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
òðåóãîëüíèêà ∆ ⊂ D

∫
∂∆

f(z) dz = 0.

Proof.
±°
²¯µ´
¶³

µ´
¶³

µ´
¶³À

]

-
Ïóñòü | ∫

∂∆
f(z) dz| = M > 0. Ðàçîáü�åì ∆ íà 4 òðåóãîëüíèêà a1, a2, a3, a4 òàê,

êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Òîãäà M = |∑n
i=1

∫
∂ai

f(z) dz| ≤ ∑n
i=1 |

∫
∂ai

f(z) dz|.
Çíà÷èò, äëÿ îäíîãî èç òðåóãîëüíèêîâ ∆1 ∈ {a1, a2, a3, a4} âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
| ∫

∂∆1
f dz| ≥ 1

4
M . Ïðîäîëæàÿ, íàõîäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðåóãîëüíèêîâ

∆ ⊃ ∆1 ⊃ ∆2 ⊃ . . . òàêèõ, ÷òî | ∫
∂∆n

f(z) dz| ≥ 1
4n M .
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Ïóñòü z0 ∈
⋂

∆i ⊂ D. Ïîëîæèì α(z) = f(z)−f(z0)
z−z0

− f ′(z0). Òîãäà äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå ÷òî |a(z)| < ε ïðè 0 < |z − zo| < δ. Ïóñòü
∆n ⊂ {z ∈ C||z − z0| < δ}, òîãäà ñîãëàñíî ïðèìåðó 1.1:

∣∣∣∣
∫

∂∆n

f(z) dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

∂∆n

f(z0) dz +

∫

∂∆n

f ′(z0)(z − z0) dz +

∫

∂∆n

α(z)(z − z0) dz

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
∫

∂∆n

α(z)(z − z0) dz

∣∣∣∣ ≤
∫

∂∆n

|α(z)| | z − z0| | dz| ≤ ε | ∂∆n|2 =

= ε

( | ∂∆|
2n

)2

= ε
| ∂∆|2

4n
.

Òàêèì îáðàçîì, 1
4n M ≤

∣∣∣
∫

∂∆n
f(z) dz

∣∣∣ ≤ ε |∂∆|2
4n îòêóäà M ≤ ε |∂∆|2 è, ñëåäîâàòåëüíî

M = 0. ¤

Òåîðåìà 1.5 (Êîøè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D è γ ⊂ D �
çàìêíóòûé ïóòü, ãîìîòîïíûé íóëþ. Òîãäà

∫
γ
f(z) dz = 0.

Proof. Êîíòóð γ îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü Q. Åñëè γ � ëîìàíàÿ, ñîñòîÿùàÿ èç îòðåçêîâ,
òî îáëàñòü Q ìîæåò áûòü ðàçáèòà íà êîíå÷íîå ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ ∆i ⊂ D.
Ñîãëàñíî ëåììå 1.4,

∫
γ
f(z) dz =

∑n
i=1

∫
∆i

f(z) dz = 0. Èíòåãðàë ïî ïðîèçâîëüíîìó
ïóòè ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì èíòåãðàëîâ ïî ëîìàíûì. ¤

Çàìå÷àíèå 1.1. Äëÿ ôóíêöèé f ñ íåïðåðûâíîé ïðîèçâîäíîé f ′(z) òåîðåìó Êîøè
ìîæíî äîêàçûâàòü, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ãðèíà.

∫

γ

f(z) dz =

∫

∂Q

(udx− vdy) + i

∫

∂Q

(udy + vdx) =

=

∫∫

Q

(
−∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
dxdy + i

∫∫

Q

(
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
dxdy = 0.

Òàêîå äîêàçàòåëüñòâî, íå ïîäõîäèò îäíàêî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî èçëîæåíèÿ
êîìïëåêñíîãî àíàëèçà. Äåëî â òîì, ÷òî òåîðåìà Êîøè èñïîëüçóåòñÿ â äàëüíåéøåì,
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâîäíîé ëþáîé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 1.6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D è G ⊂ D � êîìïàêò,
îãðàíè÷åííûé êîíå÷íûì ÷èñëîì çàìêíóòûõ êîíòóðîâ. Òîãäà

∫
∂G

f(z) dz = 0.
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Proof. Ñîåäèíèì ãðàíè÷íûå êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà G îòðåçêàìè δ1, . . . , δm ⊂ G

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìíîæåñòâî G̃ = G \ ⋃m
i=1 δi ñòàëî îäíîñâÿçíûì (ñì.ðèñóíîê).

Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 1.5

0 =

∫

∂G̃

f(z)dz =

∫

∂G

f(z)dz.

¤
1.6. Ïåðâîîáðàçíàÿ.
Îïðåäåëåíèå 1.5. Ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f(z) â îáëàñòè D íàçûâàåòñÿ
ãîëîìîðôíàÿ â D ôóíêöèÿ F (z) òàêàÿ, ÷òî F ′(z) = f(z).
Çàäà÷à 1.7. Ïóñòü F � ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f . Äîêàçàòü, ÷òî Φ � ïåðâîîáðàçíàÿ
äëÿ f , åñëè è òîëüêî åñëè Φ = F + const.
Ëåììà 1.5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà â êðóãå D = {z ∈ C||z−a| < r}. Òîãäà
F (z) =

∫
[a,z]

f(w) dw � ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f â D.

Proof. Ïóñòü z + h ∈ D. Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 1.4 è ïðèìåðó 1.2:

F (z + h)− F (z) =

∫

[a,z+h]

f(w) dw −
∫

[a,z]

f(w) dw =

∫

[z,z+h]

f(w) dw =

=

∫

[z,z+h]

f(z) dw +

∫

[z,z+h]

(
f(w)− f(z)

)
dw = f(z)h +

∫

[z,z+h]

(f(w)− f(z)) dw.

Òàêèì îáðàçîì, ∣∣∣∣
F (z + h)− F (z)

h
− f(z)

∣∣∣∣ ≤
1

|h|
∫

[z,z+h]

|α(h)| |dh|,

ãäå α(h) = f(z+h)−f(z). Ââèäó íåïðåðûâíîñòè f äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0

òàêîå ÷òî |α(h)| < ε ïðè |h| < δ. Òàêèì îáðàçîì,
∣∣∣F (z+h)−F (z)

h
− f(z)

∣∣∣ ≤ 1
|h|ε|h| = ε ïðè

|h| < δ, òî åñòü F ′(z) = f(z). ¤
Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D. Ïåðâîîáðàçíîé
f âäîëü êðèâîé γ ⊂ D íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ Φ(z) íà γ, ÿâëÿþùàÿñÿ
îãðàíè÷åíèåì ôóíêöèè, ïåðâîîáðàçíîé ê f â íåêîòîðîé îáëàñòè ⊂ U ⊂ D,
ñîäåðæàùåé γ.
Òåîðåìà 1.7. Ïóñòü f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D è γ ⊂ D � êðèâàÿ ñ
íà÷àëîì a è êîíöîì b. Òîãäà f èìååò ïåðâîîáðàçíóþ Φ(z) âäîëü γ, ïðè÷åì
Φ(b)− Φ(a) =

∫
γ
f(z) dz.

Proof. Êðèâàÿ γ ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì îòðåçêà [0, 1] ïîä äåéñòâèåì íåïðåðûâíîé ôóíêöèè
z : [0, 1] → D. Ââèäó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè z îòðåçîê [0, 1] ìîæíî
ïîêðûòü èíòåðâàëàìè α1, . . . , αn òàê, ÷òîáû èõ îáðàçû z(αi) ñîäåðæàëèñü â êðóãå
Di ⊂ D, ãäå Di ∩ Dj 6= ∅, åñëè è òîëüêî åñëè |i − j| = 1. Èñïîëüçóÿ ëåììó
1.5, âûáåðåì íà êàæäîì äèñêå Di ïåðâîîáðàçíóþ Φ̃i(z). Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ èç
çàäà÷è 1.7, ýòè ïåðâîîáðàçíûå ìîæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíè ñîâïàäàëè
íà âñåõ ïåðåñå÷åíèÿõ äèñêîâ. Òîãäà íà îáúåäèíåíèè äèñêîâ U âîçíèêíåò íóæíàÿ
ïåðâîîáðàçíàÿ Φ. Ðàâåíñòâî Φ(b) − Φ(a) =

∫
γ
f(z) dz ñëåäóåò èç ÿâíî êîíñòðóêöèè

ïåðâîîáðàçíîé èñïîëüçîâàííîé â ëåììå 1.5. ¤
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Òåîðåìà 1.8. Ôóíêöèÿ f , ãîëîìîðôíàÿ â ñâÿçíîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D, èìååò â
ýòîé îáëàñòè ïåðâîîáðàçíóþ F , ïðè÷åì

∫
γ
f(z) dz = F (b) − F (a) äëÿ ëþáîãî ïóòè

γ ⊂ D ñ íà÷àëîì a è êîíöîì â b.

Proof. Ïóñòü a ∈ D. Äëÿ z ∈ D ïîëîæèì F (z) =
∫

γz
f(w) dw, ãäå ïóòü γz ⊂ D

ñîåäèíÿåò a è z. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.5, îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò γ è, ñëåäîâàòåëüíî,
êîððåêòíî. Ñîãëàñíî ëåììå 1.5 è òåîðåìå 1.7 F ′(z) = f(z) è

∫
γ
f(z) dz = F (b)−F (a).

¤

1.7. Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè.

Òåîðåìà 1.9 (î ñðåäíåì). Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D è
G = {z ∈ C||z − z0| ≤ r} ⊂ D. Òîãäà

f(z0) =
1

2πi

∫

∂G

f(z)

z − z0

dz =
1

2π

∫ 2π

0

f(z0 + reit) dt.

Proof. Ââèäó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò r > ρ > 0 òàêîå
÷òî |f(z)− f(z0)| < ε ïðè |z − z0| ≤ ρ. Ïîëîæèì Gρ = {z ∈ C||z − z0| ≤ ρ}. Ñîãëàñíî
òåîðåìå 1.6: 0 =

∫
∂G

f(z)
z−z0

dz − ∫
∂Gρ

f(z)
z−z0

d. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî ïðèìåðó 1.1

f(z0)− 1

2πi

∫

∂G

f(z)

z − z0

dz = f(z0)− 1

2πi

∫

∂Gρ

f(z)

z − z0

dz =

= f(z0)
1

2πi

∫

∂Gρ

dz

z − z0

− 1

2πi

∫

∂Gρ

f(z)

z − z0

dz =
1

2πi

∫

∂Gρ

f(z)− f(z0)

z − z0

dz.

Òàêèì îáðàçîì,
∣∣∣∣f(z0)− 1

2πi

∫

∂G

f(z)

z − z0

dz

∣∣∣∣ ≤
1

2π

∫

∂Gρ

ε

ρ
|dz| = ε.

è

f(z0) =
1

2πi

∫

∂G

f(z)

z − z0

dz.

Ïîäñòàâëÿÿ z = z0 + reit, íàõîäèì, ÷òî

f(z0) =
1

2πi

∫

∂G

f(z)

z − z0

dz =
1

2πi

∫ 2π

0

f(z0 + reit)

reit
· (z0 + reit)′dt =

1

2π

∫ 2π

0

f(z0 + reit) dt. ¤

Òåîðåìà 1.10 (Ôîðìóëà Êîøè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D è
G ⊂ D � êîìïàêò, îãðàíè÷åííûé êîíå÷íûì ÷èñëîì êîíòóðîâ. Òîãäà

1

2πi

∫

∂G

f(z)

z − z0

dz =

{
f(z0), åñëè z0 ∈ G \ ∂G,
0, åñëè z0 /∈ G.
9



Proof. Åñëè z0 /∈ G, òî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.6. Åñëè z0 ∈ G \ ∂G, òî
ðàññìîòðèì U = {z ∈ C||z − z0| ≤ r} ⊂ G \ ∂G. Òîãäà ïî òåîðåìàì 1.9 è 1.6:

f(z0) =
1

2πi

∫

∂U

f(z)

z − z0

dz =
1

2πi

∫

∂U

f(z)

z − z0

dz +
1

2πi

∫

∂(G\U)

f(z)

z − z0

dz =

=
1

2πi

∫

∂G

f(z)

z − z0

dz. ¤

1.8. Ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà.

Òåîðåìà 1.11. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D è
G = {z ∈ C||z − z0| < R} ⊂ D. Òîãäà ôóíêöèÿ f ñîâïàäàåò íà G ñ ñóììîé
ðÿäà

∑∞
n=0 cn(z − z0)

n, ãäå cn = 1
2πi

∫
γ

f(z)
(z−z0)n+1 dz è γ = {z ∈ C||z − z0| = r < R}.

Proof. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.6, cn íå çàâèñèò îò âûáîðà r < R. Ïóñòü z ∈ G è |z−z0| < r.
Ðàññìîòðèì ðÿä

1

w − z
=

1

(w − z0)
(
1− z−z0

w−z0

) =
∞∑

n=0

(z − z0)
n

(w − z0)n+1
.

Åñëè w ∈ γ,òî
∣∣∣∣

(z − z0)
n

(w − z0)n+1

∣∣∣∣ =
1

|z − z0|
(∣∣∣∣

z − z0

w − z0

∣∣∣∣
)n+1

=
ρn+1

|z − z0| ,

ãäå ρ = |z−z0|
r

< 1. Òàêèì îáðàçîì, ðÿä
∑∞

n=0
(z−z0)n

(w−z0)n+1 ìàæîðèðóåòñÿ àáñîëþòíî
ñõîäÿùèìñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî w íà γ. Ôóíêöèÿ
f(w) îãðàíè÷åíà íà γ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä

∑∞
n=0 f(w) (z−z0)n

(w−z0)n+1 òàêæå ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî ïî w íà γ. Â ÷àñòíîñòè, åãî ìîæíî ïî÷ëåííî ïðîèíòåãðèðîâàòü, ÷òî
ïî ôîðìóëå Êîøè äàåò

f(z) =
1

2πi

∫

γ

f(w)

w − z
dw =

1

2πi

∫

γ

∞∑
n=0

f(w)
(z − z0)

n

(w − z0)n+1
dw =

∞∑
n=0

(z − z0)
n

∫

γ

f(w)

2πi

dw

(w − z0)n+1
=

∞∑
n=0

cn(z − z0)
n. ¤

Òåîðåìà 1.12. Ïóñòü 1
R

= limn→∞ n
√
|cn| < ∞. Òîãäà ôóíêöèÿ

f(z) =
∑∞

n=0 cn(z − z0)
n ñóùåñòâóåò è ãîëîìîðôíà â êðóãå D = {z ∈ C||z − z0| < R},

ïðè÷åì ôóíêöèÿ f ′(z) òàêæå ãîëîìîðôíà â D.

Proof. Ïîëîæèì φ(z) =
∑∞

n=1 ncn(z − z0)
n−1. Ââèäó

limn→∞
n
√

n|cn| = limn→∞
n
√
|cn| = 1

R
,
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ôóíêöèÿ φ(z) îïðåäåëåíà íà D è ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà êîìïàêòàõ â D. Çíà÷èò,
φ(z) ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü ïî ïóòÿì â D. Ïîëîæèì

F (z) =

∫

[z0,z]

φ(w)dw =

∫

[z0,z]

∞∑
n=1

ncn(w − z0)
n−1dw =

∞∑
n=1

ncn

∫

[z,z0]

(w − z0)
n−1dw =

∞∑
n=1

ncn
1

n
(w − z0)

n|w=z
w=z0

= f(z)− c0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû:

F (z + h)− F (z) =

∫

[z,z+h]

φ(w) dw =
∞∑

n=1

ncn

∫

[z,z+h]

(w − z0)
n−1dw =

∞∑
n=1

cn(w− z0)
n|z+h

z =
∞∑

n=1

cn [(z + h− z0)
n − (z − z0)

n] = h

∞∑
n=1

ncn(z − z0)
n−1 + h2g(z)

Òàêèì îáðàçîì,

f ′(z) = lim
h→0

f(z + h)− f(z)

h
= lim

h→0

F (z + h)− F (z)

h
=

∞∑
n=1

ncn(z − z0)
n−1 = φ(z)

. Ìû äîêàçàëè, ÷òî f ′(z) ñóùåñòâóåò è ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðÿäîì ñ òåìè æå ñâîéñòâàìè,
÷òî è f(z). Ñëåäîâàòåëüíî, f (2)(z) òîæå ñóùåñòâóåò, òî åñòü f ′(z) � ãîëîìîðôíà â
D. ¤

1.9. Êðèòåðèé ãîëîìîðôíîñòè.
Òåîðåìà 1.13. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D. Òîãäà îíà èìååò òàì
êîìïëåêñíûå ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ, îíè ãîëîìîðôíû è

f (n)(z) =
n!

2πi

∫

∂U

f(w)

(w − z)n+1
dw , ãäå U = {w ∈ C||w − z| ≤ r} ⊂ D

Proof. Ïóñòü z0 ∈ D è G = {z ∈ C||z − z0| ≤ R} ⊂ D. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.11,
ôóíêöèÿ f(z) ïðåäñòàâëÿåòñÿ íà G â âèäå ðÿäà f(z) =

∑∞
n=0 cn(z − z0)

n. Ïîýòîìó
ñîãëàñíî òåîðåìå 1.12, ôóíêöèÿ f ′(z) ãîëîìîðôíà íà G\∂G. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèå,
äîêàçûâàåì ãîëîìîðôíîñòü f (n)(z) ïðè âñåõ n. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèå âåùåñòâåííîãî
àíàëèçà, íàõîäèì, ÷òî cn = 1

n!
f (n)(z0). Ñîïîñòàâèâ ñ òåîðåìîé 1.11, ïîëó÷èì ôîðìóëû

äëÿ f (n)(z). ¤

Òåîðåìà 1.14. Ïóñòü U = {z ∈ C||z − a| < r} è f : U → C. Òîãäà ñëåäóþùèå 3
óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â U , òî åñòü èìååò êîìïëåêñíóþ ïðîèçâîäíóþ â
êàæäîé òî÷êå U .

(2) ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â U è èíòåãðàë ïî ãðàíèöå ëþáîãî òðåóãîëüíèêà
∆ ⊂ U ðàâåí 0.

(3) f(z) =
∑∞

n=0 cn(z − a)n íà U .

Proof. (1)⇒(2) � ýòî òåîðåìà 1.5, (1)⇒(3) � ýòî òåîðåìà 1.11, (3)⇒(1) � ýòî òåîðåìà
1.12. Äîêàæåì
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(2)⇒(1) (Òåîðåìà Ìîðåðà). Ïîëîæèì F (z) =
∫
[a,z]

f(w) dw. Òîãäà
F (z + h)− F (z) =

∫
[z,z+h]

f(w) dw è
∣∣∣∣
F (z + h)− F (z)

h
− f(z)

∣∣∣∣ =
1

|h|

∣∣∣∣
∫

[z,z+h]

f(w) dw − hf(z)

∣∣∣∣ ≤

≤ 1

|h|

∣∣∣∣
∫

[z,z+h]

(f(w)− f(z))dw

∣∣∣∣ ≤
1

|h| max
[z,z+h]

|f(w)− f(z)| · |h| = max
[z,z+h]

|f(w)− f(z)|.

Ïîýòîìó íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f â òî÷êå z âëå÷åò äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè
F â òî÷êå z è ðàâåíñòâî F ′(z) = f(z). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ F (z) � ãîëîìîðôíà
íà U . Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.13, îòñþäà ñëåäóåò ãîëîìîðôíîñòü ôóíêöèè f(z). ¤

Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò ãëàäêèõ ôóíêöèé âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî,
ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì ÷èñåë. Ýòè ÷èñëà
îïðåäåëÿþòñÿ ïîâåäåíèåì ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîâåäåíèå
ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè îïðåäåëÿåò âñþ ôóíêöèþ. Áîëåå òîãî, ýòè
÷èñëà ìîæíî íàéòè èíòåãðèðîâàíèåì î êîíòóðó, ÷òî èíîãäà óäîáíåé, ÷åì
äèôôåðåíöèðîâàíèå.
1.10. Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà.
Òåîðåìà 1.15 (Âåéåðøòðàññ). Ïóñòü ôóíêöèè {fn(z)} ãîëîìîðôíû â îáëàñòè D è
ðÿä f(z) =

∑∞
n=0 fn(z) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ëþáîì êîìïàêòå, ëåæàùåì â D.

Òîãäà ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà è f ′(z) =
∑∞

n=0 f ′n(z).
Proof. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè a ∈ D ðàññìîòðèì çàìêíóòûé äèñê
U = {z ∈ C||z − a| ≤ R} ⊂ D. Åñëè γ ⊂ U � ãðàíèöà òðåóãîëüíèêà, òî ââèäó
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè:

∫
γ
f(z) dz =

∑∞
n=0

∫
γ
fn(z) dz è, ñîãëàñíî òåîðåìå 1.14,

f(z) � ãîëîìîðôíà íà U . Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî òåîðåìå 1.13,

f ′(a) =
1

2πi

∫

∂U

f(z)

(z − a)2
dz =

1

2πi

∫

∂U

∞∑
n=0

fn(z)

(z − a)2
dz =

=
∞∑

n=0

1

2πi

∫

∂U

fn(z)

(z − a)2
dz =

∞∑
n=0

f ′n(a).

¤

Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò ãëàäêèõ ôóíêöèé âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî,
ìíîæåñòâî ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíîãî ïðåäåëà.

2. Ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè.
2.1. Ôóíêöèè ãîëîìîðôíûå â êîëüöå. Ðÿäû Ëîðàíà. Ïåðåéäåì òåïåðü ê
èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â íåîäíîñâÿçíûõ îáëàñòÿõ.
Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà â êîëüöå
V = {0 ≤ r < |z − a| < R ≤ ∞}. Òîãäà íà V

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − a)n,
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ãäå
cn =

1

2πi

∫

γρ

f(w)

(w − a)n+1
dw

è
γρ = {z ∈ C||z − a| = ρ} ⊂ V.

Proof. Ïóñòü z ∈ V è U = {w ∈ V |α ≤ |w − a| ≤ β} 3 z. Ïî ôîðìóëå Êîøè

f(z) =
1

2πi

∫

∂U

f(w)

(w − z)
dw = fβ(z)− fα(z),

ãäå

fβ(z) =
1

2πi

∫

γβ

f(w)

w − z
dw =

1

2πi

∫

γβ

f(w)
1

(w − a)
(
1− z−a

w−a

)dw =

=
1

2πi

∫

γβ

f(w)
∞∑

n=0

(z − a)n

(w − a)n+1
dw =

∞∑
n=0

cn(z − a)n,

fα(z) =
1

2πi

∫

γα

f(w)

w − z
dw = − 1

2πi

∫

γα

f(w)

(z − a)
(
1− w−a

z−a

)dw =

= −
∫

γα

f(w)

2πi

∞∑
n=0

(w − a)n

(z − a)n+1
dw =

= −
∫

γα

f(w)

2πi

∞∑
n=0

(z − a)−(n+1)

(w − a)−n
dw = −

∞∑
n=1

c−n(z − a)−n. ¤

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ðÿä ∑∞
n=−∞ cn(z − a)n íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ëîðàíà ñ ïðàâèëüíîé

÷àñòüþ σ1 =
∑∞

n=0 cn(z − a)n è ãëàâíîé ÷àñòüþ σ2 =
∑−1

n=−∞ cn(z − a)n.
Òåîðåìà 2.2. Ðÿä Ëîðàíà

∑∞
n=−∞ cn(z−a)n çàäàåò ôóíêöèþ, ãîëîìîðôíóþ â êîëüöå

V = {z ∈ C|r < |z − a| < R}, ãäå r = limn→+∞ n
√
|c−n| è R = 1

limn→+∞ n
√
|cn|

.

Proof. Ïî òåîðåìå Àáåëÿ ôóíêöèÿ σ1 è ôóíêöèÿ σ2 ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì
êîìïàêòå â V . Ïîýòîìó ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ôóíêöèè σ1 è σ2 ãîëîìîðôíû â
êîëüöå V . ¤
Òåîðåìà 2.3 (Íåðàâåíñòâî Êîøè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) =

∑∞
n=−∞ cn(z − a)n

ãîëîìîðôíà â êîëüöå V = {z|r < |z − a| < R} è γρ = {z||z − a| = ρ} ⊂ V .

Òîãäà cn =
1

2πi

∫

γρ

f(w)

(w − a)n+1
dw è |cn| ≤ M

ρn
, ãäå M = max

γρ

|f |

Proof. Ñîãëàñíî ïðèìåðó 1.1,
∫

γρ

f(z)dz

(z − a)n+1
=

∫

γρ

∞∑
m=−∞

cm(z − a)m dz

(z − a)n+1
= 2πicn

Òàêèì îáðàçîì |cn| ≤ 1

2π

∫

γρ

|f(z)|
ρn+1

|dz| = 1

2π

M

ρn+1
2πρ =

M

ρn
. ¤

Òåîðåìà 2.4 (Ëèóâèëëü). Åñëè ôóíêöèÿ ãîëîìîðôíà íà âñåé ïëîñêîñòè è
îãðàíè÷åíà, òî îíà ïîñòîÿííà.
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Proof. Ïóñòü f(z) =
∑∞

n=0 cnz
n è |f(z)| ≤ M . Òîãäà ïî íåðàâåíñòâó Êîøè |cn| ≤ M

ρn

äëÿ âñåõ ρ > 0. ¤

2.2. Èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè.
Îïðåäåëåíèå 2.2. Ãîâîðÿò, ÷òî a ∈ C � èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà
ôóíêöèè f(z), åñëè ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè
{z ∈ |0 < |z − a| < r} òî÷êè a. Îñîáàÿ òî÷êà a íàçûâàåòñÿ óñòðàíèìîé, åñëè
limz→a f(z) = A ∈ C, ïîëþñîì, åñëè limz→a f(z) = ∞, è ñóùåñòâåííî îñîáîé â
îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü a � èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè
f(z) =

∑∞
n=−∞ cn(z − a)n. Òîãäà

(1) Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû: a) a � óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà; á)
|f(z)| ≤ M â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a; â)cn = 0 ïðè n < 0.

(2) Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû: à) a � ïîëþñ; á) ñóùåñòâóåò N < 0
òàêîå, ÷òî cN 6= 0 è cn = 0 ïðè n < N .

Proof. 1. Î÷åâèäíî, ÷òî èç à) ñëåäóåò á) è èç â) ñëåäóåò à). Äîêàæåì, ÷òî èç á)
ñëåäóåò â). Ïóñòü |f(z)| ≤ M â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Òîãäà ñîãëàñíî
íåðàâåíñòâó Êîøè |cn| ≤ M

ρn äëÿ ëþáîãî 0 < ρ < 1. Ñëåäîâàòåëüíî, cn = 0 ïðè n < 0,
òî åñòü èç á) ñëåäóåò â).
2. Ïóñòü a � ïîëþñ. Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a |f(z)| 6= 0, è,
ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîé îêðåñòíîñòè ôóíêöèÿ φ(z) = 1

f(z)
ãîëîìîðôíà. Ñîãëàñíî óæå

äîêàçàííîìó óòâåðæäåíèþ 1, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî φ(z) = (z − a)−N ·∑∞
n=0 cn(z − a)n,

ãäå c0 6= 0 è N < 0. Òàêèì îáðàçîì, f(z) = 1
φ(z)

= (z−a)N ·∑∞
n=0 bn(z−a)n, ãäå b0 6= 0.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. ¤
Òàêèì îáðàçîì ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè ñ óñòðàíèìûìè îñîáûìè òî÷êàìè

ïðåâðàùàåòñÿ â ãîëîìîðôíóþ, åñëè ïðàâèëüíî îïðåäåëèòü åå â îñîáûõ òî÷êàõ.
Îïðåäåëåíèå 2.3. Åñëè f(z) = (z − a)N ·∑∞

n=0 cn(z − a)n è c0 6= 0, òî ïðè N > 0
÷èñëî N íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì íóëÿ, à ïðè N < 0 ÷èñëî −N íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì
ïîëþñà ôóíêöèè f(z) â òî÷êå a.
Çàäà÷à 2.1. Ôóíêöèÿ f èìååò ïîëþñ ïîðÿäêà N â òî÷êå , åñëè è òîëüêî åñëè
ôóíêöèÿ f−1 èìååò 0 ïîðÿäêà N â òî÷êå a.
Òåîðåìà 2.6 (Ñîõîöêèé). Ïóñòü a � ñóùåñòâåííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f è
A ∈ C ∪∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an → a òàêàÿ, ÷òî f(an) → A.
Proof. Ïóñòü A = ∞. Òîãäà óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç íåîãðàíè÷åííîñòè
ôóíêöèè f â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Ïóñòü A ∈ C. Òîãäà èëè 1) ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an → a òàêàÿ, ÷òî f(an) = A èëè 2) ñóùåñòâóåò ïðîêîëîòàÿ
îêðåñòíîñòü òî÷êè a, ãäå f(z) 6= A. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, â ýòîé îêðåñòíîñòè ôóíêöèÿ
φ(z) = 1

f(z)−A
ãîëîìîðôíà, è a � åå ñóùåñòâåííàÿ îñîáàÿ òî÷êà. Çíà÷èò, êàê óæå

äîêàçàíî, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an → a òàêàÿ, ÷òî φ(an) → ∞. Íî òîãäà
limn→∞ f(an) = limn→∞

(
A + 1

φ(an)

)
= A. ¤

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ãîâîðÿò, ÷òî ∞ � èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f(z),
åñëè ôóíêöèÿ f � ãîëîìîðôíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè {R < |z| < ∞} òî÷êè ∞.
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Äëÿ òàêèõ òî÷åê ñîõðàíÿåòñÿ òà æå êëàññèôèêàöèÿ: óñòðàíèìûå îñîáûå òî÷êè,
ïîëþñû è ñóùåñòâåííî îñîáûå òî÷êè.
Çàäà÷à 2.2. Òî÷êà ∞ � èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f(z), åñëè è òîëüêî
åñëè 0 � èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè g(z) = f(z−1).
Îïðåäåëåíèå 2.5. Ôóíêöèÿ ãîëîìîðôíàÿ íà âñåé ïëîñêîñòè C íàçûâàåòñÿ öåëîé.
Åñëè ôóíêöèÿ f íå èìååò â îáëàñòè D ⊂ C = C ∪ ∞ äðóãèõ òî÷åê
íåãîëîìîðôíîñòè, êðîìå óñòðàíèìûõ îñîáûõ òî÷åê è ïîëþñîâ, òî ãîâîðÿò, ÷òî
ôóíêöèÿ f ìåðîìîðôíà íà D.
Çàäà÷à 2.3. Ôóíêöèÿ f(z) � ìåðîìîðôíà íà âñåé ñôåðå C, åñëè è òîëüêî åñëè îíà
ðàöèîíàëüíà, òî åñòü f(z) = a0zn+...+an

b0zm+...+bm
.

Ýòî âàæíîå óòâåðæäåíèå äåìîíñòðèðóåò ôóíäàìåíòàëüíóþ âçàèìîñâÿçü ìåæäó
àíàëèòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ôóíêöèè è åå àãåáðàè÷íîñòüþ.

2.3. Âû÷åòû è Èíòåãðàëû â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ. Äàëåå, åñëè íå
îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, âñå êîíòóðû ñ÷èòàþòñÿ îðèåíòèðîâàííûìè ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè.
Îïðåäåëåíèå 2.6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) =

∑∞
n=−∞ cn(z− z0)

n îïðåäåëåíà â îáëàñòè
U è γ = {z ∈ C||z − z0| = r} ⊂ U . Òîãäà âåëè÷èíà resz0 f = c−1 = 1

2πi

∫
γ
f(z) dz

íàçûâàåòñÿ âû÷åòîì ôóíêöèè f .
Òåîðåìà 2.7. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D âñþäó êðîìå
èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê, G ⊂ D � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî è åãî ãðàíèöà
∂G íå ñîäåðæèò îñîáûõ òî÷åê. Òîãäà 1

2πi

∫
∂G

f(z) dz =
∑

j reszj
f , ãäå ñóììà áåðåòñÿ

ïî âñåì îñîáûì òî÷êàì, ïðèíàäëåæàùèì G.
Proof. Ïóñòü γj ⊂ G � ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå êîíòóðû, îêðóæàþùèå
òî÷êè zj (ñì.ðèñóíîê)

Kn

n

n

µ´
¶³

G
γ2

γ1

36

6
7

z1

z2

p

p

Á

Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 1.6 è ïðèìåðó 1.1∫

∂G

f(z) dz =
∑

j

∫

γj

f(z) dz =
∑

j

reszj
f.

¤
Îïðåäåëåíèå 2.7. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) =

∑∞
n=−∞ cnzn ãîëîìîðôíà â îáëàñòè

U = {z ∈ C||z| > R} è êîíòóð γ = {z ∈ C||z − z0| = r} ⊂ U îðèåíòèðîâàí
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Òîãäà âåëè÷èíà res∞ f = −c−1 = − 1

2πi

∫
γ
f(z) dz íàçûâàåòñÿ

âû÷åòîì ôóíêöèè f(z) â ∞.
Òåîðåìà 2.8. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà âñþäó íà ñôåðå C, çà èñêëþ÷åíèåì
êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê z1, . . . , zn ∈ C ∪∞. Òîãäà

∑n
i=1 reszi

f = 0.
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Êàê âû óæå çàìåòèëè, âñå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû, äëÿ ôóíêöèé íà D ⊂ C
åñòåñòâåííî ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà îáëàñòè, ñîäåðæàùèå ∞. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ
çíàê "-" â ïðåäûäóùåì îïðåäåëåíèè îáúÿñíÿåòñÿ ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé íàìè êîíòóð
îáõîäèò ∞ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
Îïðåäåëåíèå 2.8. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) =

∑∞
n=−∞ cn(z − z0)

n îïðåäåëåíà â
îáëàñòè U \ z0 è z0 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà êîìïàêòíîé êðèâîé Γ. Ïîëîæèì
Gε = {z ∈ G||z−z0| ≤ ε} è Γε = Γ\Gε. Òîãäà ïðåäåë v.p.

∫
Γ
f(z) dz = limε→0

∫
Γε

f(z) dz
íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì ïî Γ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ.
Òåîðåìà 2.9. Ïóñòü ôóíêöèÿ µ(z) ãîëîìîðôíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè z0,
|µ(z) − µ(z0)| ≤ const|z − z0| (óñëîâèå Ëèïøèöà) è z0 ∈ Γ, ãäå Γ � ãëàäêàÿ êðèâàÿ.
Òîãäà v.p.

∫

Γ

µ(z)

z − z0

dz = πiµ(z0) +

∫

Γ

µ(z)− µ(z0)

z − z0

dz.

Proof. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êðèâàÿ Γ çàìêíóòà è ëåæèò â ïðîêîëîòîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè z0, â êîòîðîé ôóíêöèÿ µ(z) ãîëîìîðôíà. Ïîëîæèì
γε = {z ∈ C||z − z0| = ε} = γ′ ∪ γ′′, ãäå γ′ ∩ γ′′ ⊂ Γ (ñì.ðèñóíîê).

a
¹¸

º·

6

6

9

Γεγ′

γ′′

Òîãäà
∫

Γε

µ(z)

z − z0

dz =

∫

Γε

µ(z)− µ(z0)

z − z0

dz +

∫

Γε

µ(z0)

z − z0

dz =

∫

Γε

µ(z)− µ(z0)

z − z0

dz +

∫

γ′

µ(z0)

z − z0

dz

Ïîýòîìó lim
ε→0

∫

Γε

µ(z)

z − z0

=

∫

Γ

µ(z)− µ(z0)

z − z0

dz+lim
ε→0

1

2

∫

γε

µ(z0)

z − z0

dz =

∫

Γ

µ(z)− µ(z0)

z − z0

dz+πiµ(z0).
¤

2.4. Ïðèíöèï àðãóìåíòà.
Îïðåäåëåíèå 2.9. Â ñëó÷àå, åñëè f èìååò â z0 íóëü(èëè ïîëþñ) ïîðÿäêà n, áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî f èìååò â z0 n íóëåé (ñîîòâåòñòâåííî, n ïîëþñîâ).
Òåîðåìà 2.10. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ìåðîìîðôíà â îáëàñòè D è Γ ⊂ D � çàìêíóòûé
êîíòóð, îãðàíè÷èâàþùèé ìíîæåñòâî G. Ïóñòü N � ÷èñëî íóëåé è P � ÷èñëî
ïîëþñîâ ôóíêöèè f â ìíîæåñòâå G, ïðè÷åì ãðàíèöà ∂G = Γ íå ñîäåðæèò íóëåé è
ïîëþñîâ ôóíêöèè f . Òîãäà N − P = 1

2πi

∫
Γ

f ′(z)
f(z)

dz.

Proof. Ïóñòü z0 � íóëü ïîðÿäêà n èëè ïîëþñ ïîðÿäêà −n. Òîãäà
f(z) = (z − z0)

nφ(z), ãäå φ(z0) 6= 0,

f ′(z) = (z − z0)
n−1 ((z − z0)φ

′(z) + nφ(z))

è
f ′

f
=

1

z − z0

(
n + (z − z0)

φ′(z)

φ(z)

)
.
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Òàêèì îáðàçîì, 1
2πi

∫
γz0

f ′
f
dz = n, ãäå γz0 ⊂ G � êîíòóð, îòäåëÿþùèé òî÷êó z0

îò äðóãèõ íóëåé è ïîëþñîâ. Ïî òåîðåìå Êîøè èíòåãðàë 1
2πi

∫
Γ

f ′(z)
f(z)

dz ðàâåí ñóììå
âñåõ èíòåãðàëîâ âèäà 1

2πi

∫
γz0

f ′
f
dz, îòâå÷àþùèõ íóëÿì è ïîëþñàì z0 ôóíêöèè f .

Ñëåäîâàòåëüíî, 1
2πi

∫
Γ

f ′(z)
f(z)

dz = N − P . ¤

Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëî φ ∈ [0, 2π) íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì ÷èñëà u = reiφ è
îáîçíà÷àåòñÿ arg u. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(u) îïðåäåëåíà íà êîíòóðå Γ è f |Γ 6= 0. Åñëè
ïåðåìåííàÿ u îáõîäèò êîíòóð Γ îäèí ðàç ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, òî ÷èñëî ei arg f(u)

îáõîäèò êîíòóð S = {z ∈ C||z| = 1} öåëîå ÷èñëî ðàç, îáîçíà÷àåìîå 1
2π

∆Γ arg f .
Òåîðåìà 2.11. [Ïðèíöèï àðãóìåíòà] Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 2.10
N − P = 1

2π
∆Γ arg f(z).

Proof. Ïðîäåôîðìèðóåì Γ â ìàëûå êîíòóðû γi âîêðóã íóëåé è ïîëþñîâ f(z), è
îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå èõ ñ Γ (ñì. ðèñóíîê ê òåîðåìå 1.6). Îòðåçêè ïðîõîäÿòñÿ
äâàæäû â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ è âêëàäà â âåëè÷èíó 1

2π
∆Γ arg f(z) íå

äàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà 1
2π

∆Γ arg f(z) ðàâíà ñóììå âåëè÷èí 1
2π

∆γi
arg f(z)

ïî âñåì êîíòóðàì γi. Åñëè γ � ìàëåíüêèé êîíòóð, îêðóæàþùèé òî÷êó z0, ãäå
f(z) = (z − z0)

nφ(z) è φ(z0) 6= 0, òî 1
2π

∆γ arg f(z) = 1
2π

∆γ arg(z − z0)
n = n. ¤

Òåîðåìà 2.12 (Ðóøå). Ïóñòü ôóíêöèè f è g ãîëîìîðôíû â îáëàñòè D è çàìêíóòûé
êîíòóð Γ ⊂ D, îãðàíè÷èâàþùèé ìíîæåñòâî G, íå ñîäåðæèò íóëåé f . Ïóñòü
|f(z)| > |g(z)| íà Γ. Òîãäà ôóíêöèè f è f + g èìåþò â G îäèíàêîâîå ÷èñëî íóëåé.
Proof. Ïîëîæèì Fλ = f + λg. Òîãäà Fλ|∂G 6= 0 ïðè 0 ≤ λ ≤ 1. Ñëåäîâàòåëüíî,
ôóíêöèÿ ψ(λ) = 1

2π
∆Γ arg Fλ(z) ñóùåñòâóåò, íåïðåðûâíà, è, çíà÷èò, ïîñòîÿííà. Â

÷àñòíîñòè,
1

2π
∆Γ arg f(z) =

1

2π
∆Γ arg F0(z) =

1

2π
∆Γ arg F1(z) =

1

2π
∆Γ arg(f(z) + g(z)).

Ïðèíöèï àðãóìåíòà çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ¤
Ñëåäñòâèå 2.1. [Îñíîâíàÿ Òåîðåìà Àëãåáðû] Ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n èìååò íà C
ðîâíî n êîðíåé.
Proof. Ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí èìååò âèä

Pn = anz
n + · · ·+ a0 = f(z) + g(z),

ãäå f(z) = anz
n, g(z) = an−1z

n−1 + · · · + a0. Ïðèìåíèì òåïåðü òåîðåìó Ðóøå ê ïàðå
f, g è êîíòóðó ΓR {z ∈ C||z| = R} ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì R. ¤
2.5. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé.
Ëåììà 2.1. Ïóñòü f(z) = w0 + (z − z0)

nφ(z), ãäå 1 ≤ n, ôóíêöèÿ φ ãîëîìîðôíà
â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 è φ(z0) 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóþò îáëàñòè z0 ∈ U è
w0 ∈ W ⊂ f(U) òàêèå ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè w ∈ W ôóíêöèÿ f(z) − w èìååò
ðîâíî n ðàçëè÷íûõ íóëåé íà U \ z0.
Proof. Âûáåðåì r òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íà ìíîæåñòâå D = {z ∈ C||z − z0| ≤ r}
ôóíêöèÿ φ(z) íå îáðàùàëàñü â íîëü è f ′ íå èìåëà íóëåé íà U \ z0. Ïîëîæèì
U = D \ ∂D, µ = min

z∈∂D
|f(z)− w0| > 0 è W = {w ∈ C||w − w0| < µ}. Åñëè w ∈ W \ w0,

òî f(z)−w = (f(z)−w0)+ (w0−w), ãäå íà êîíòóðå ∂D: |f(z)−w0| ≥ µ, |w0−w| < µ.
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Ôóíêöèÿ f(z)−w0 èìååò â îáëàñòè U ðîâíî n íóëåé. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ðóøå îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ (f(z)−w) òàêæå èìååò â îáëàñòè U ðîâíî n íóëåé. Ïðè w 6= w0

âñå îíè ðàçëè÷íû, ïîñêîëüêó f ′ íå èìååò íóëåé íà U \ z0 ¤

Òåîðåìà 2.13. [Ñîõðàíåíèå îáëàñòè] Åñëè ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D è
f 6= const, òî f(D) � òîæå îáëàñòü.
Proof. Ñîãëàñíî ëåììå 2.1, äëÿ âñÿêîé òî÷êè z0 ∈ D ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü W òî÷êè
w0 = f(z0), òàêàÿ ÷òî W ⊂ f(D). ¤

Îïðåäåëåíèå 2.10. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ îäíîëèñòíîé, åñëè f(z1) 6= f(z2) ïðè
z1 6= z2.
Òåîðåìà 2.14. [Êðèòåðèé îäíîëèñòíîñòè] Ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f îäíîëèñòíà â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ′(z0) 6= 0.
Proof. Ñîãëàñíî ëåììå 2.1, îáðàòèìîñòü f â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 ýêâèâàëåíòíà
ðàâåíñòâó f(z) = w0 + (z − z0)φ(z), ãäå φ(z0) 6= 0, ÷òî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ
f ′(z0) 6= 0. ¤

Çàäà÷à 2.4. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ g, îáðàòíàÿ ê îäíîëèñòíîé ôóíêöèè f , òîæå
îäíîëèñòíà è g′(w0) = 1

f ′(z0)
.

Òåîðåìà 2.15 (Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîäóëÿ). Åñëè íåïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ f
ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D è íåïðåðûâíà íà çàìûêàíèè D ⊂ C ∪ ∞, òî
max
z∈D

|f(z)| = max
z∈∂D

|f(z)|.

Proof. Ïóñòü ôóíêöèÿ |f | äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â òî÷êå z0 ∈ D è w0 = f(z0). Òîãäà
ñîãëàñíî òåîðåìå 2.13 W = {z ∈ C||w−w0| < r} ⊂ f(D) äëÿ íåêîòîðîãî r. Ìíîæåñòâî
W ñîäåðæèò òî÷êè w òàêèå ÷òî |w| > |w0|. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òî÷êà z ∈ D
òàêàÿ, ÷òî w = f(z) ∈ W è |f(z)| = |w| > |w0|. ¤

Òåîðåìà 2.16 (Ëåììà Øâàðöà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà â îáëàñòè
U = {z ∈ C||z| < 1}, f(0) = 0 è |f(z)| ≤ 1. Òîãäà |f(z)| ≤ |z| äëÿ âñåõ òî÷åê
z ∈ U , ïðè÷åì åñëè |f(z0)| = |z0| ïðè z0 6= 0, òî f(z) = αz, ãäå |α| = 1.

Proof. Ôóíêöèÿ φ(z) = f(z)
z

ãîëîìîðôíà íà êàæäîì êðóãå Ur = {z ∈ C||z| ≤ r}, ãäå
r < 1. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.15, max

z∈Ur

|φ(z)| ≤ max
z∈∂Ur

|f(z)
z
| ≤ 1

r
. Òàêèì îáðàçîì, |φ(z)| ≤ 1.

òî åñòü |f(z)| ≤ |z|. Åñëè |f(z0)| = |z0| è z0 ∈ Ur, òî |φ(z0)| = 1, è ñîãëàñíî òåîðåìå
2.15, φ(z) = const íà U . Òî åñòü f(z) = αz, ãäå |α| = 1. ¤

3. Òåîðåìà Ðèìàíà.
3.1. Íåïðåðûâíûå ôóíêöèîíàëû íà êîìïàêòíûõ ñåìåéñòâàõ ôóíêöèé.
Îïðåäåëåíèå 3.1. Ñåìåéñòâî ôóíêöèé F íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûì
âíóòðè îáëàñòè D, åñëè äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ D ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà
M = M(K), òàêàÿ ÷òî |f(z)| ≤ M äëÿ âñåõ f ∈ F, z ∈ K.
Çàäà÷à 3.1. Åñëè ñåìåéñòâî ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé F ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî
âíóòðè îáëàñòè D, òî ñåìåéñòâî ôóíêöèé {f ′} òàêæå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî
âíóòðè D. (Óêàçàíèå: Âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé Êîøè).
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Îïðåäåëåíèå 3.2. Ñåìåéñòâî ôóíêöèé F íàçûâàåòñÿ ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûì
âíóòðè îáëàñòè D, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 è ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ D ñóùåñòâóåò
δ = δ(ε,K), òàêîå ÷òî äëÿ ëþáûõ (z1, z2 ∈ K||z1 − z2| < δ) è äëÿ âñåõ f ∈ F
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå |f(z1)− f(z2)| < ε.
Çàäà÷à 3.2. Åñëè ñåìåéñòâî ôóíêöèé F, ãîëîìîðôíûõ âíóòðè îáëàñòè D,
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî âíóòðè îáëàñòè D, òî îíî ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî
âíóòðè D. (Óêàçàíèå: Âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷åé 3.1).
Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé íà D íàçûâàåòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè îíà ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà êàæäîì êîìïàêòå K ⊂ D.
Òåîðåìà 3.1. [Ìîíòåëü] Ïóñòü F � ñåìåéñòâî ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åííûõ âíóòðè îáëàñòè D. Òîãäà èç êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn} ⊂ F
ìîæíî âûáðàòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Proof. Ïóñòü Q = {z̃1, z̃2, . . . } � ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê â D. Âûáåðåì
èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü f 1

n, òàêóþ ÷òî f 1
n(z̃1) ñõîäèòñÿ.

Âûáåðåì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f 1
n ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü f 2

n, òàêóþ ÷òî f 2
n(z̃2)

ñõîäèòñÿ è.ò.ä.. . . Ïîëîæèì hn = fn
n . Òîãäà hn(z̃p) ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì p. Äîêàæåì

ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè hn. Ïóñòü K ⊂ D � êîìïàêò. Òîãäà,
ñîãëàñíî çàäà÷å 3.2, ñóùåñòâóåò ïîêðûòèå ìíîæåñòâà K êâàäðàòèêàìè, òàêîå
÷òî, åñëè z′ è z′′ ïðèíàäëåæàò îäíîìó êâàäðàòèêó, òî |f(z′) − f(z′′)| < ε

3
.

Ââèäó êîìïàêòíîñòè K ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òàêèõ êâàäðàòèêîâ êîíå÷íîå ÷èñëî.
Âûáåðåì â êàæäîì èç íèõ ïî îäíîé òî÷êå èç ìíîæåñòâà Q. Ïîëó÷èì òî÷êè
z1, . . . , zp. Ââèäó ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé hn(zi), äëÿ âñåõ i è ñîãëàñíî
êðèòåðèþ Êîøè ñóùåñòâóåò N , òàêîå ÷òî |hm(zi) − hn(zi)| < ε

3
ïðè n, m > N

è âñåõ i. Òàêèì îáðàçîì, åñëè zk ëåæèò â òîì æå êâàäðàòèêå, ÷òî è z, òî
|hm(z) − hn(z)| ≤ |hm(z) − hm(zk)| + |hm(zk) − hn(zk)| + |hn(zk) − hn(z)| < ε.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî êðèòåðèþ Êîøè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèè hn

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà K. ¤
Îïðåäåëåíèå 3.4. Ñåìåéñòâî ôóíêöèé F íà D íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè èç
ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé {fn} ⊂ F ìîæíî âûáðàòü ôóíäàìåíòàëüíóþ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê ôóíêöèè èç F.
Îïðåäåëåíèå 3.5. Îòîáðàæåíèå J : F → C, îïðåäåëåííîå íà ñåìåéñòâå ôóíêöèé F
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëîì. Ôóíêöèîíàë íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè äëÿ ëþáîé
ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn} ⊂ F, ñõîäÿùåéñÿ ê f ∈ F èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî limn→∞ J(fn) = J(f).
Çàäà÷à 3.3. Ïóñòü F � ñåìåéñòâî ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â îáëàñòè D 3 a.
Äîêàçàòü, ÷òî J(f) ≡ f (p)(a) � íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë.
Çàäà÷à 3.4. Äîêàçàòü, ÷òî íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà êîìïàêòíîì ñåìåéñòâå
îãðàíè÷åí.
Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü J - íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà êîìïàêòíîì ñåìåéñòâå F
ôóíêöèé íà D. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f0 ∈ F, òàêàÿ ÷òî |J(f0)| ≥ |J(f)| äëÿ
âñåõ ôóíêöèé f ∈ F.
Proof. Ïóñòü A = supf∈F |J(f)|. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fn} ⊂ F òàêàÿ, ÷òî limn→∞ |J(fn)| = A. Ââèäó êîìïàêòíîñòè
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ñåìåéñòâà F ñóùåñòâóåò ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé
{hm} ⊂ {fn}, ñõîäÿùàÿñÿ ê f0 ∈ F. Ââèäó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèîíàëà
A = limn→∞ |J(fn)| = limm→∞ |J(hm)| = |J(f0)| ¤

3.2. Òåîðåìà Ãóðâèöà è îäíîëèñòíûå ôóíêöèè.
Òåîðåìà 3.3. [Ãóðâèö] Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â
îáëàñòè D ôóíäàìåíòàëüíà, f = limn→∞ fn è f(z0) = 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî r > 0
ñóùåñòâóåò N òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > N ôóíêöèÿ fn èìååò íóëü â îáëàñòè
{z ∈ D||z − z0| < r}.
Proof. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f 6= const. Ñîãëàñíî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà (1.15)
f(z) = (z − z0)

p(a + φ(z)), ãäå a 6= 0, ôóíêöèÿ φ(z) ãîëîìîðôíà è φ(z0) = 0. Ïîýòîìó
ñóùåñòâóåò ρ > 0 òàêîå, ÷òî |f(z)| > 0 íà ìíîæåñòâå Q = {0 < |z−z0| ≤ ρ}. Ïîëîæèì
µ = min

∂Q
|f(z)| > 0. Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà

ãðàíèöå ∂Q, òî ñóùåñòâóåò N òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ n > N è z ∈ ∂Q âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî |fn(z)−f(z)| < µ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå Ðóøå(2.12) ôóíêöèÿ
fn = f + (fn − f) èìååò â îáëàñòè Q \ ∂Q íóëü. ¤

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîëèñòíûõ íà îáëàñòè D ôóíêöèé
{fn} ôóíäàìåíòàëüíà ñõîäèòñÿ ê íåïîñòîÿííîé ôóíêöèè f . Òîãäà ôóíêöèÿ
f îäíîëèñòíà.
Proof. Ñîãëàñíî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà f � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî z1 6= z2 è f(z1) = f(z2). Ïîëîæèì Q = {z ∈ D||z − z1| < |z2 − z1|}. Ïóñòü
h(z) = f(z) − f(z2) � ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé hn(z) = fn(z) − fn(z2).
Òîãäà h(z1) = 0. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.3 ñóùåñòâóþò N è z0 ∈ Q òàêèå ÷òî hN(z0) = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, fN(z0) = fN(z2), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îäíîëèñòíîñòè fN . ¤

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü S � ñåìåéñòâî âñåõ ãîëîìîðôíûõ îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé íà
îáëàñòè D, òàêèõ ÷òî |f | ≤ 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñåìåéñòâî S ñîäåðæèò
íåïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ. Òîãäà ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿf0 ∈ S è òî÷êà a ∈ D òàêèå
÷òî 0 < |f0(a)| è |f ′(a)| ≤ |f ′0(a)| äëÿ âñåõ f ∈ S.
Proof. Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ f1 ∈ S è òî÷êà a ∈ D òàêèå ÷òî |f ′1(a)| > 0.
Ïîëîæèì S1 = {f ∈ S||f ′(a)| ≥ |f ′1(a)|}. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ìîíòåëÿ(3.1),
èç êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn} ⊂ S1 ìîæíî âûáðàòü ôóíäàìåíòàëüíóþ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà å�å ïðåäåë g � àíàëèòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî |g′(a)| ≥ |f ′1(a)| > 0, òî åñòü g 6= const. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.4,
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî g � îäíîëèñòíàÿ ôóíêöèÿ, òî åñòü g ∈ S1. Òàêèì îáðàçîì, S1

� êîìïàêòîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé. Ñîãëàñíî çàäà÷å 3.3, y(a) = |f ′(a)| � íåïðåðûâíûé
ôóíêöèîíàë íà S1. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.2, îí äîñòèãàåò ìàêñèìóìà íà íåêîòîðîé
ôóíêöèè f0 ∈ S1. Ñëåäîâàòåëüíî, |f ′0(a)| ≥ |f ′(a)| äëÿ âñåõ f ∈ S. ¤

3.3. Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå.
Îïðåäåëåíèå 3.6. Êàíîíè÷åñêèì ýëåìåíòîì íàçûâàåòñÿ ïàðà (Ua, fa), ãäå
fa(z) =

∑∞
i=0 ci(z − a)i è Ua � êðóã ñ öåíòðîì â a, â êîòîðîì ðÿä fa ñõîäèòñÿ.

Êàíîíè÷åñêèå ýëåìåíòû (Ua, fa) è (Ũa, f̃a) ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè
fa|Ua∩Ũa

= f̃a|Ua∩Ũa
.
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Îïðåäåëåíèå 3.7. Ïóñòü γ ⊂ C � ïóòü, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè a è
b. Ãîâîðÿò, ÷òî êàíîíè÷åñêèé ýëåìåíò (Ub, fb) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì
ïðîäîëæåíèåì êàíîíè÷åñêîãî ýëåìåíòà (Ua, fa) âäîëü ïóòè γ, åñëè ñóùåñòâóþò
òî÷êè a = a1, a2, . . . , ak = b ∈ γ è êàíîíè÷åñêèå ýëåìåíòû (Uai

, fai
), ãäå

(Ua1 , fa1) = (Ua, fa) è (Uak
, fak

) = (Ub, fb), òàêèå ÷òî γ ⊂
k⋃

i=1

Uai
, Uai

∩ Uai+1
6= ∅

è fai
|Uai∩Uaj

= faj
|Uai∩Uaj

.
Çàäà÷à 3.5. Äîêàçàòü, ÷òî âñå àíàëèòè÷åñêèå ïðîäîëæåíèÿ êàíîíè÷åñêîãî
ýëåìåíòà (Ua, fa) âäîëü ïóòè γ ýêâèâàëåíòíû.
Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü γ0 è γ1 � ãîìîòîïíûå ïóòè ñ îäèíàêîâûìè êîíöàìè a è
b, è γt(t ∈ [0, 1]) � ãîìîòîïèÿ ìåæäó íèìè. Ïóñòü (Ua, fa) � êàíîíè÷åñêèé
ýëåìåíò, èìåþùèé àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå âäîëü êàæäîãî ïóòè γt. Òîãäà
àíàëèòè÷åñêèå ïðîäîëæåíèÿ êàíîíè÷åñêîãî ýëåìåíòà (Ua, fa) âäîëü ïóòåé γ0 è γ1

ýêâèâàëåíòíû.
Proof. Ïóñòü (Uat

i
, fat

i
) � êàíîíè÷åñêèå ýëåìåíòû, îòâå÷àþùèå ïóòè γt è òî÷êàì

a1, ..., akt î êîòîðûõ èäåò ðå÷ü â ïîñëåäíåì îïðåäåëåíèè. Ïóñòü T � ìíîæåñòâî
òàêèõ t ∈ [0, 1], ÷òî àíàëèòè÷åñêèå ïðîäîëæåíèÿ âäîëü ïóòåé γ0 è γt ýêâèâàëåíòíû.
Ìíîæåñòâî T � îòêðûòî, ïîñêîëüêó ïðè t′ äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê t: γt′ ⊂

k⋃
i=1

Uat
i
è

ñëåäîâàòåëüíî àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå âäîëü γt′ ìîæíî ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ
îêðåñòíîñòåé U ′

at
i
⊂

k⋃
i=1

Uat
i
. Ïî î÷åâèäíûì ïðè÷èíàì T � çàìêíóòî. Çíà÷èò

T = [0, 1]. ¤
Çàäà÷à 3.6. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ òåîðåìû 3.6 î ñóùåñòâîâàíèè
àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ âäîëü êàæäîãî ïóòè γt àíàëèòè÷åñêèå ïðîäîëæåíèÿ
âäîëü ïóòåé γ0 è γ1 ìîãóò íå áûòü ýêâèâàëåíòíûìè.
3.4. Òåîðåìà Ðèìàíà.

Çàäà÷à 3.7. Åñëè |a| < 1, |b| < 1, òî
∣∣∣∣

a− b

1− ab

∣∣∣∣ < 1.

Òåîðåìà 3.7 (Ðèìàí). Ïóñòü D ⊂ C = C ∪∞ � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü, äîïîëíåíèå
ê êîòîðîé ñîäåðæèò áîëåå îäíîé òî÷êè. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíàÿ
îäíîëèñòíàÿ ôóíêöèÿ f : D → Λ = {z ∈ C||z| < 1}, òàêàÿ ÷òî f(D) = Λ.

Proof. Ïóñòü α 6= β ∈ C \ D. Ôóíêöèÿ f =
√

z−α
z−β

ïðèíèìàåò â a ∈ D äâà çíà÷åíèÿ
è ïîðîæäàåò äâà êàíîíè÷åñêèõ ýëåìåíòà (U1

a , f 1
a ), (U2

a , f 2
a ), ãäå f 1

a = −f 2
a íà U1

a ∩ U2
a .

Ñîåäèíèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó b ∈ D ñ òî÷êîé a ïóòåì γ ⊂ D. Ïóñòü (U i
b , f

i
b) �

àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå (U i
a, f

i
a) âäîëü γ. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.6, êàíîíè÷åñêèé

ýëåìåíò (U i
b , f

i
b) íå çàâèñèò îò γ. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè

f i : D → C, òàêèå ÷òî f i
b = f i|Ub

äëÿ âñåõ b ∈ D, ïðè÷åì f 2 = −f 1. Ïîëîæèì
Di = f i(D). Åñëè f i(z1) = ±f i(z2), òî z1−α

z1−β
= z2−α

z2−β
, îòêóäà z1 = z2. Òàêèì îáðàçîì,

ôóíêöèè f i îäíîëèñòíû è D1 ∩D2 = ∅. Ñîãëàñíî òåîðåìå ñîõðàíåíèÿ îáëàñòè(2.13)
îáëàñòü D2 ñîäåðæèò êðóã W = {w ∈ C||w−w0| < ρ}, ïðè÷åì |f 1(z)−w0| ≥ ρ, ââèäó
W ∩D1 = ∅. Ïîëîæèì f̃(z) = ρ

f1(z)−w0
. Ôóíêöèÿ f̃ 6= const ãîëîìîðôíà, îäíîëèñòíà

è |f̃(z)| ≤ 1.
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Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî S âñåõ îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé g : D → Λ. Îíî ñîäåðæèò
íåïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ f̃ . Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.5 ñóùåñòâóþò òî÷êà a ∈ D è ôóíêöèÿ
f0 ∈ S, òàêèå ÷òî |g′(a)| ≤ |f ′0(a)| > 0 äëÿ âñåõ ôóíêöèé g ∈ S.

Äîêàæåì, ÷òî f0(D) = Λ. Ïîëîæèì h(z) =
f0(z)− f0(a)

1− f0(a)f0(z)
. Òîãäà ôóíêöèÿ

h(z) � îäíîëèñòíà è, ñîãëàñíî çàäà÷å 3.7 |h(z)| ≤ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, h ∈ S, îòêóäà
|f ′0(a)| ≥ |h′(a)| = 1

1−|f0(a)|2 |f ′0(a)| è f0(a) = 0. Äîêàæåì, ÷òî ëþáîå b ∈ Λ \ 0

ïðèíàäëåæèò f0(D). Ïóñòü b /∈ f0(D). Ðàññìîòðèì ψ(z) =

√
f0(z)− b

1− bf0(z)
. Ïðîäîëæàÿ

àíàëèòè÷åñêèé ýëåìåíò (Ua, ψ
1
a) ôóíêöèè ψ, ïîñòðîèì àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ψ1

íà D. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ h(z) =
ψ1(z)− ψ1(a)

1− ψ1(a)ψ1(z)
. Îíà îäíîëèñòíà è, ñîãëàñíî

çàäà÷å 3.7, |h(z)| ≤ 1, òî åñòü h ∈ S. Íî òîãäà |f ′0(a)| ≥ |h′(a)| = 1+|b|
2
√
|b| |f

′
0(a)| > |f ′0(a)|.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî b ∈ f0(D). ¤

3.5. Àâòîìîðôèçìû îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé.
Îïðåäåëåíèå 3.8. Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå α : D1 → D2

íàçûâàåòñÿ (áè) ãîëîìîðôíûì èçîìîðôèçìîì. Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî D1 è
D2 áèãîëîìîðôíî èçîìîðôíû.
Çàäà÷à 3.8. Äîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå è α−1 : D2 → D1 òîæå ãîëîìîðôíûé
èçîìîðôèçì.
Îïðåäåëåíèå 3.9. Ãîëîìîðôíûé èçîìîðôèçì α : D → D íàçûâàåòñÿ
àâòîìîðôèçìîì.
Çàäà÷à 3.9. Äîêàçàòü, ÷òî ñóïåðïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé çàäàåò ñòðóêòóðó ãðóïïû
Aut(D) íà ìíîæåñòâå ãîëîìîðôíûõ àâòîìîðôèçìîâ îáëàñòè D.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ðèìàíà, ëþáàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü U ⊂ C áèãîëîìîðôíî
èçîìîðôíà C = C ∪∞, C èëè Λ = {z ∈ C||z| < 1}.

Çàäà÷à 3.10. Äîêàçàòü, ÷òî {z 7→ eiα z − a

1− az
||a| < 1, α ∈ R} ⊂ Aut(Λ).

Òåîðåìà 3.8. Aut(C) = {z 7→ az + b

cz + d
|a, b, c, d ∈ C, ad− bc 6= 0},

Aut(C) = {z 7→ az + b|a, b ∈ C, a 6= 0}

Aut(Λ) = {z 7→ eiα z − a

1− az
||a| < 1, α ∈ R}

Proof. Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî Aut(C) = {f ∈ Aut(C)|f(∞) = ∞}. Ïóñòü
f ∈ Aut(C) \ Aut(C). Òîãäà f(a) = ∞ äëÿ a ∈ C. Ñîãëàñíî òåîðåìàì
2.5 è 2.7, f(z) = A

z−a
+ φ(z), ãäå ôóíêöèÿ φ ãîëîìîðôíà íà C. Êðîìå òîãî,

limz→∞ φ(z) = limz→∞ f(z) = f(∞) ∈ C è ïî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ(2.4) φ(z) = const.
Òàêèì îáðàçîì, Aut(C) \ Aut(C) = {z 7→ A

z−a
+ B|A,B, a ∈ C, A 6= 0}. Åñëè

f ∈ Aut(C), òî f(z−1) ∈ Aut(C) \ Aut(C) è, êàê óæå äîêàçàíî, f(z−1) = A
z

+ B.
Îòñþäà f(z) = Az + B, ãäå A 6= 0.
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Ïóñòü f ∈ Aut(Λ) è f(a) = 0. Ïîëîæèì φ(z) = z−a
1−az

è g(z) = f(φ−1(z)). Òîãäà
g(0) = 0 è, ñîãëàñíî çàäà÷å 3.10, g ∈ Aut(Λ). Ïðèìåíÿÿ ëåììó Øâàðöà(òåîðåìà
2.16) ê ôóíêöèÿì g è g−1, íàõîäèì, ÷òî |g(z)| = |z|. Îòñþäà ïî ëåììå Øâàðöà
g(z) = eiαz. ¤

Îáëàñòè C è Λ = {z ∈ C||z| < 1} ãîìåîìîðôíû. Îäíàêî íå áèãîëîìîðôíî
èçîìîðôíû, ïîñêîëüêó ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå Aut(C) è Aut(Λ) íå èçîìîðôíû.
Çàäà÷à 3.11. Äîêàçàòü, ÷òî Aut({z ∈ C|Im(z) > 0}) = {z 7→ az+b

cz+d
|a, b, c, d ∈ R, ad−bc > 0}

3.6. Ñîîòâåòñòâèå ãðàíèö. Îáñóäèì âîïðîñ î ïðîäîëæåíèè áèãîëîìîðôíîãî
îòîáðàæåíèÿ íà ãðàíèöó. Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùóþ âàæíóþ
òåîðåìó" íàçûâåìóþ ïðèíöèïîì ñîîòâåòñòâèÿ ãðàíèö.
Òåîðåìà 3.9. (Êàðàòåîäîðè) Ïóñòü îáëàñòè D1, D2 ⊂ C îãðàíè÷åíû æîðäàíîâûìè
êðèâûìè. Òîãäà áèãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå f : D1 → D2 ïðîäîëæàåòñÿ äî
ãîìåîìîðôèçìà çàìûêàíèé f̄ : D̄1 → D̄2

Çàäà÷à 3.12. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ãðàíèöà îáëàñòè ñîäåðæèò àíàëèòè÷åñêóþ
äóãó γ, òî áèãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå ýòîé îáëàñòè íà åäèíè÷íûé êðóã ìîæíî
àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü ÷åðåç γ.

Áîëåå ïðîñòàÿ îáðàòíàÿ òåîðåìà âåðíà â ñëåäóþùåé ôîðìå
Òåîðåìà 3.10. Ïóñòü îäíîñâÿçíûå îáëàñòè D1, D2 ⊂ C îãðàíè÷åííûå æîðäàíîâûìè
êðèâûìè ïðè÷åì D̄2 ⊂ C. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f̄ : D̄1 → D̄2 íåïðåðûâíî,
îòîáðàæåíèå f̄ |∂D̄1

: ∂D̄1 → ∂D̄2 âçàèìíî-îäíîçíà÷íî, à îòîáðàæåíèå
f̄ |D1 : D1 → D2 ãîëîìîðôíî. Òîãäà îòîáðàæåíèå f̄ |D1 : D1 → D2 áèãîëîìîðôíî.
Proof. Ïóñòü w0 ∈ D2. Òîãäà w0 ∩ f̄(γ) = ∅ è, ñëåäîâàòåëüíî
1
2π

∆γ arg f(z)− w0 = 1. Ââèäó íåïðåðûâíîñòè è öåëî÷èñëåííîñòè ëåâîé ÷àñòè
ðàâåíñòâà, 1

2π
∆γ̃ arg f(z)− w0 = 1 äëÿ áëèçêîãî ê γ êîíòóðà γ̄. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó

àðãóìåíòà (òåîðåìà 2.11) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f(z) = w0 ðîâíî â îäíîé òî÷êå íà
D. ¤
Çàäà÷à 3.13. Ïîêàçàòü, ÷òî òåîðåìà 3.10 íå âåðíà, åñëè D̄2 ⊃ ∞.

4. Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè.
4.1. Ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè. Óíèôîðìèçàöèÿ.
Îïðåäåëåíèå 4.1. Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü � ýòî îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå
ìíîãîîáðàçèå, òî åñòü

(1) Ïîâåðõíîñòü M (äâóõìåðíîå òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå)
(2) Ãîëîìîðôíûé àòëàñ êàðò, òî åñòü íàáîð {(Uα, fα)} êàðò (Uα, fα), ãäå

ìíîæåñòâà Uα ⊂ M îòêðûòû è îäíîñâÿçíû,
⋃
α

Uα = M , ôóíêöèè
fα : Uα → C îäíîëèñòíû (ò.å. fα(x) 6= fα(y) ïðè x 6= y) è ôóíêöèè
fβf−1

α |f(Uα)∩f(Uβ) ãîëîìîðôíû.
Àòëàñ íàçûâàþò òàêæå êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé.
Ïðèìåð. Îáëàñòü M ⊂ C ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ.
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Îïðåäåëåíèå 4.2. Ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè (M, {(U1
α, f 1

α)}) è (M, {(U2
α, f 2

α)})
ñ÷èòàþòñÿ ñîâïàäàþùèìè, åñëè îáúåäèíåíèå àòëàñîâ {(U1

α, f 1
α), (U2

β , f 2
β)} � òîæå

àòëàñ.
Îïðåäåëåíèå 4.3. Ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè (M1, {(U1

α, f 1
α)}) è (M2, {(U2

α, f 2
α)})

ñ÷èòàþòñÿ áèãîëîìîðôíî ýêâèâàëåíòíûìè (èçîìîðôíûìè), åñëè ñóùåñòâóåò
ãîìåîìîðôèçì φ : M1 → M2, òàêîé, ÷òî ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè (M1, {(U1

α, f 1
α)})

è (M1, {(φ−1U2
α, φf 2

α)}) ñîâïàäàþò.
Çàäà÷à 4.1. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîñêîñòü C íå áèãîëîìîðôíî ýêâèâàëåíòíà äèñêó Λ.
Òåîðåìà Óíèôîðìèçàöèè. (Ïóàíêàðå è Êåáå). Âñÿêàÿ îäíîñâÿçíàÿ ðèìàíîâà
ïîâåðõíîñòü áèãîëîìîðôíî ýêâèâàëåíòíà C, C èëè Λ = {z ∈ C||z| < 1}. (Äëÿ
ïîäìíîæåñòâ ñôåðû Ðèìàíà C ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû Ðèìàíà).
Òåîðåìà 4.1. Âñÿêàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü áèãîëîìîðôíî ýêâèâàëåíòíà C,C,C\0,
òîðó C/Γ′, ãäå Γ′ � äèñêðåòíàÿ ðåøåòêà, èëè Λ/Γ, ãäå Γ ⊂ Aut(Λ) � äèñêðåòíàÿ
ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê.
Proof. Èç òåîðåìû óíèôîðìèçàöèè è ñòàíäàðòíûõ ôàêòîâ òîïîëîãèè ñëåäóåò, ÷òî
âñÿêàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü áèãîëîìîðôíî ýêâèâàëåíòíà W/Γ, ãäå W ∈ {C,C, Λ}
è Γ ⊂ Aut(W ) � äèñêðåòíàÿ ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Êàæäûé
A ∈ Aut(C) èìååò íåïîäâèæíûå òî÷êè. Ñðåäè A ∈ Aut(C) íåïîäâèæíûå òî÷êè
îòñóòñòâóþò ëèøü ó ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ. Äèñêðåòíàÿ ãðóïïà ïàðàëëåëüíûõ
ïåðåíîñîâ ïîðîæäàåòñÿ îäíîé èëè äâóìÿ îáðàçóþùèìè. Òàêèì îáðàçîì, C/Γ′ èëè
öèëèíäð C \ 0 = f(C), ãäå f(z) = e

2πiz
b , èëè òîð. ¤

Âìåñòî Λ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü áèãîëîìîðôíî ýêâèâàëåíòíóþ åé ïîëóïëîñêîñòü
U = {z ∈ C|Imz > 0}.
4.2. Ôóêñîâû ãðóïïû.
Çàäà÷à 4.2. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà Aut(U) ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé èçîìåòðèé
ìåòðèêè ds =

|dz|
|Imz| . Ýòà ìåòðèêà çàäàåò íà U ãåîìåòðèþ Ëîáà÷åâñêîãî.

Ïóñòü A ∈ Aut(U), òî åñòü Az = az+b
cz+d

, ãäå a, b, c, d ∈ R è ad − bc > 0. Íåïîäâèæíûå
òî÷êè àâòîìîðôèçìà A ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè z1, z2 óðàâíåíèÿ cz2 + (d− a)z − b = 0.
Àâòîìîðôèçì A íàçûâàåòñÿ:

(1) Ýëëèïòè÷åñêèì, åñëè z1, z2 /∈ R. Â ýòîì ñëó÷àå z2 = z1 è àâòîìîðôèçì A
èìååò îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó â U .

(2) Ïàðàáîëè÷åñêèì, åñëè z1 = z2. Â ýòîì ñëó÷àå z1 = z2 ∈ R è ó àâòîìîðôèçìà
A íåò íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà U , è ëèøü îäíà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà íà R ∪∞.
Ïðèìåð: z 7→ z + b.

(3) Ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè z1 6= z2 ∈ R. Â ýòîì ñëó÷àå ó àâòîìîðôèçìà A òàêæå
íåò íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà U , çàòî ðîâíî äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè íà R ∪∞.
Ïðèìåð: z 7→ λz.

Çàäà÷à 4.3. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé ïàðàáîëè÷åñêèé àâòîìîðôèçì ñ íåïîäâèæíîé
òî÷êîé a ∈ R ñîïðÿæåí â ãðóïïå Aut(Λ) ñ àâòîìîðôèçìîì z 7→ z + 1 è èìååò âèä
Cz =

(1− aγ)z + a2γ

−γz + (1 + aγ)
. Åñëè γ > 0, òî C(r) > r. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè a òàêîé

àâòîìîðôèçì äåéñòâóåò êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå.
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Çàäà÷à 4.4. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé ãèïåðáîëè÷åñêèé àâòîìîðôèçì ñ
íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè α, β ∈ R ñîïðÿæåí â ãðóïïå Aut(Λ) ñ àâòîìîðôèçìîì
z 7→ λz, λ > 0, è èìååò âèä Cz =

(λa− β)z + (1− λ)αβ

(λ− 1)z + (α− λβ)
. Ïðè ýòîì åñëè λ > 1, òî

α � ïðèòÿãèâàþùàÿ, à β � îòòàëêèâàþùàÿ íåïîäâèæíûå òî÷êè. Ñîåäèíÿþùàÿ
èõ ïîëóîêðóæíîñòü l(C) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî C (èíâàðèàíòíàÿ ïðÿìàÿ
ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî).

/
α β

l(C)- -¾

Îïðåäåëåíèå 4.4. Äèñêðåòíàÿ ïîäãðóïïà Γ ⊂ Aut(U) íàçûâàåòñÿ ôóêñîâîé
ãðóïïîé.
Ïðèìåð. Ñëåäóþùàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ôóêñîâîé è íàçûâàåòñÿ ìîäóëÿðíîé

ãðóïïîé Γ = {z 7→ az + b

cz + d
|a, b, c, d ∈ Z, ad− bc > 0} = PSL(2,Z).

Çàäà÷à 4.5. Íàéòè ïðîñòûå îáðàçóþùèå è ôóíäàìåíòàëüíóþ îáëàñòü ìîäóëÿðíîé
ãðóïïû. Óêàçàíèå, ðàññìîòðåòü ñëåäóþùóþ îáëàñòü:

-1 0 1

4.3. Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé êîìïëåêñíûõ òîðîâ.
Îïðåäåëåíèå 4.5. Ìíîæåñòâî êëàññîâ áèãîëîìîðôíîé ýêâèâàëåíòíîñòè
ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé îäèíàêîâîãî òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà íàçûâàåòñÿ
ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé.
Çàäà÷à 4.6. Ïóñòü W ∈ {C,C, U} è Γ1, Γ2 ∈ Aut(W ) � äèñêðåòíûå ãðóïïû,
äåéñòâóþùèå áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Äîêàçàòü, ÷òî W/Γ1 è W/Γ2 áèãîëîìîðôíî
ýêâèâàëåíòíû, åñëè è òîëüêî åñëè Γ1 è Γ2 ñîïðÿæåíû â ãðóïïå Aut(W ), òî åñòü
Γ1 = AΓ2A

−1 äëÿ A ∈ Aut(W ).
Òåîðåìà 4.2. Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé êîìïëåêñíûõ òîðîâ åñòåñòâåííî
îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïðîñòðàíñòâîì U/Γ, ãäå Γ � ìîäóëÿðíàÿ ãðóïïà.
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Proof. Ñîãëàñíî òåîðåìå 20.1, êîìïëåêñíûé òîð èçîìîðôåí C/Γ, ãäå Γ � ãðóïïà
ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ, ïîðîæäåííàÿ ïåðåíîñàìè íà âåêòîðà f1, f2 ∈ C ïðè÷åì
f1

f2
/∈ R ∪ ∞. Ñîãëàñíî çàäà÷å 22.1, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f2 = 1 è Imf1 > 0, òî

åñòü f1 ∈ U . Âåêòîðû (1, τ) è (1, f1) ïîðîæäàþò îäíó è òó æå äèñêðåòíóþ ãðóïïó,
åñëè è òîëüêî åñëè K(

1
f1
R) = (

a b
c d

)(
1
τ

), ãäå (
a b
c d

) ∈ SL(2,Z), K ∈ C, òî åñòü

f1 =
a + bτ

c + dτ
. ¤

Ñëåäñòâèå 4.1. Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé êîìïëåêñíûõ òîðîâ èìååò åñòåñòâåííóþ
ñòðóêòóðó êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
4.4. Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè.
Îïðåäåëåíèå 4.6. Àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî {(Uα

b , fα
b )}

àíàëèòè÷åñêèõ ïðîäîëæåíèé êàíîíè÷åñêîãî ýëåìåíòà (Ua, fa) ïî âñåì ïóòÿì ñ
êîíöàìè a è b ∈ C. Äâå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè
èìåþò õîòÿ áû îäèí ñîâïàäàþùèé êàíîíè÷åñêèé ýëåìåíò.
Îïðåäåëåíèå 4.7. Ïóñòü {(Uα

b , fα
b )} � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Ðàññìîòðèì

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îáúåäèíåíèå V ìíîæåñòâ Uα
b , òî åñòü ñîâîêóïíîñòü

ïàð (z, Uα
b ), ãäå z ∈ Uα

b . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè (z, Uα
b ) è (z̃, U α̃

b̃
) ýêâèâàëåíòíû,

åñëè z = z̃ è fα
b = f α̃

b̃
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z = z̃. Ìíîæåñòâî

Pf , ïîëó÷àþùååñÿ èç V îòîæäåñòâëåíèåì ýêâèâàëåíòíûõ òî÷åê, íàçûâàåòñÿ
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè {(Uα

b , fα
b )}. Ñîîòâåòñòâèå

(z, Uα
b ) 7→ z çàäàåò îòîáðàæåíèå φf : Pf → C.

Çàäà÷à 4.7. Ìíîæåñòâî {(Uα
b , fα

b )} ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àòëàñ íà Pf .
Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò àòëàñ îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè íà
Pf , îòíîñèòåëüíî êîòîðîé φf � ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå, òî åñòü òàêîå, ÷òî
âñå ôóíêöèè φf (f

α
b )−1 : Uα

b → C ãîëîìîðôíû.
Òàêèì îáðàçîì, ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü Pf ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

åñòåñòâåííóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �ìíîãîçíà÷íîé� àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè
f , íà êîòîðîé ôóíêöèÿ f = ϕf ñòàíîâèòñÿ îäíîçíà÷íîé.
Çàäà÷à 4.8. Ïóñòü Λf � îäíîñâÿçíàÿ íàêðûâàþùàÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ Pf ,
ψf : Λf → Pf åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ è fΛ = fψf . Äîêàæèòå, ÷òî åñëè Aut(Pf ) = 1,
òî ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü Pf áèãîëîìîðôíî ýêâèâàëåíòíà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè
Λf/Γf , ãäå Γf = {g ∈ Aut(Λf )|fΛg = fΛ}.

5. Ýôôåêòèâèçàöèÿ òåîðåìû Ðèìàíà.
5.1. Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè.
Îïðåäåëåíèå 5.1. Âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u(x, y) ñ íåïðåðûâíûìè âòîðûìè
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè D, åñëè îíà
óäîâëåòâîðÿåò â ýòîé îáëàñòè óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ∆u = 0, ãäå ∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 = 1
4

∂2

∂z∂z̄

� îïåðàòîð Ëàïëàñà.
Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè åñòåñòâåííî âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè øèðîêîãî êðóãà

ïðèêëàäíûõ çàäà÷ îò ãèäðîìåõàíèêè äî òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè.
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Ìû áóäåì ÷àñòî îòîæäåñòâëÿòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D ⊂ R×R ñ ñîîòâåòñòâóþùåé
îáëàñòüþ íà C, ïîëîãàÿ z = x + iy. Áîëåå òîãî, ìû íåìíîãî îáîáùèì îïðåäåëåíèå
ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè, ñ÷èòàÿ, ÷òî D ⊂ C̄
Òåîðåìà 5.1. Ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé, åñëè è òîëüêî åñëè â
îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè îíà ñîâïàäàåò ñ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ íåêîòîðîé
ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè.
Proof. Ïóñòü f(x, y) = u(x, y)+v(x, y) � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà óñëîâèÿ Êîøè-
Ðèìàíà äàþò ∂u

∂x
= ∂v

∂y
, ∂u

∂y
= − ∂v

∂x
äàþò ∂2u

∂x2 + ∂2u
∂y2 = 0.

Ïóñòü ∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2 = 0. Òîãäà ôóíêöèÿ g(z) = g(x, y) = ∂u
∂x

− i∂u
∂y

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êîøè-Ðèìàíà è, ñëåäîâàòåëüíî, ãîëîìîðôíà.
Ðàññìîòðèì åå ïåðâîîáðàçíóþ f(x, y) =

∫ (x,y)

(x0,y0)
g(z)dz. Òîãäà

Ref(x, y) = u(x0, y0) +
∫ (x,y)

(x0,y0)
(∂u

∂x
dx + ∂u

∂y
dy) = u(x, y). ¤

Çàäà÷à 5.1. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé, åñëè è òîëüêî
åñëè â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè îíà ñîâïàäàåò ñ ìíèìîé ÷àñòü íåêîòîðîé
ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè.

Òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó ãàðìîíè÷åñêèìè è ãîëîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè ïîçâîëÿåò
ëåãêî ïåðåíîñèòü íà ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè ìíîãèå ñâîéñòâà ãîëîìîðôíûõ.
Çàäà÷à 5.2. Äîêàçàòü, ÷òî:

• Ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè ôóíêöèÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà â íåé,
ïðè÷åì âñå ïðîèçâîäíûå òàêæå ãàðìîíè÷åñêèå;

• Áèãîëîìîðôíàÿ çàìåíà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïåðåâîäèò ãàðìîíè÷åñêóþ
ôóíêöèþ â ãàðìîíè÷åñêóþ;

• Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè, ñîâïàäàþùèå íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå ñîâïàäàþò
íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ;

• Åñëè ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äîñòèãàåò â îáëàñòè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà,
òî îíà ïîñòîÿííà;

• Ãàðìîíè÷åñêàÿ íà C èëè ïîñòîÿííà èëè íåîãðàíè÷åíà ñâåðõó è ñ íèçó;
5.2. Èíòåãðàëüíûå ôîðìóëû äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè. Äàëåå ìû
îáîçíà÷àåì ÷åðåç D ∈ C ñâÿçíóþ îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü, ãðàíèöà êîòîðîé C ∈ C
ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé êðèâîé. Ãîâîðÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà,
ãîëîìîðôíà, ãàðìîíè÷åñêàÿ è ò.ï. â D ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü, ÷òî îíà îïðåäåëåíà
è îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè D̄.

×åðåç ∂
∂n

= ∂
∂x

cos θ + ∂
∂y

sin θ áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ
íîðìàëè ê êðèâîé C.
Çàäà÷à 5.3. Èñïîëüçóþ ôîðìóëó Ãðèíà äîêàçàòü, ÷òî∮

C

ϕ
∂ψ

∂n
ds =

∫ ∫

D

(
∂ϕ

∂x

∂ψ

∂x
+

∂ϕ

∂y

∂ψ

∂y
)dxdy +

∫ ∫

D

ϕ(
∂2ψ

∂x2
+

∂2ψ

∂x2
)dxdy,

åñëè ϕ, ψ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ â D.
Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ u(z) è v(z) ãàðìîíè÷åñêèå è äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè â D. Òîãäà∮

C

(u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n
)ds = 0,
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u(ξ) =
1

2πρ

∮

|z−ξ|=ρ

u(z)ds

ïðè Uρ = {z ∈ C||z − ξ| < ρ} ⊂ D è
∮

C

{u(z)
∂

∂n
ln |z − ξ| − ∂u

∂n
ln |z − ξ|}ds = δ2πu(ξ),

ãäå δ = 1 ïðè ξ ∈ D è δ = 0 ïðè ξ ∈ C \ D̄

Proof. Ïåðâàÿ ôîðìóëà ñðàçó ñëåäóåò èç çàäà÷è 5.3. Ôóíêöèÿ
v(z) = ln |z − ξ| = Re(ln(z − ξ)) ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòü ãîëîìîðôíîé
ôóíêöèè ïðè 0 < |z− ξ| < ∞ è, ñëåäîâàòåëüíî, ãàðìîíè÷åñêàÿ íà C \ ξ. Ïî-ýòîìó, èç
óæå äîêàçàííîé ÷àñòè òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî

∮
C
{u(z) ∂

∂n
ln |z − ξ| − ∂u

∂n
ln |z − ξ|}ds = 0

ïðè ξ ∈ C \ D̄.
Ïóñòü òåïåðü ξ ∈ D. Ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü Uρ = {z ∈ C||z − ξ| < ρ} ⊂ D

è îáëàñòü Dρ = D \ Uρ. Òîãäà, èç òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ
ñëåäóåò, ÷òî

∮
∂Dρ
{u(z) ∂

∂n
ln |z − ξ| − ∂u

∂n
ln |z − ξ|}ds = 0. Òàêèì îáðàçîì∮

C
{u(z) ∂

∂n
ln |z − ξ| − ∂u

∂n
ln |z − ξ|}ds =

∮
∂Uρ

u(z) ∂
∂n

ln |z − ξ|ds− ∮
∂Uρ

∂u
∂n

ln |z − ξ|ds.
C äðóãîé ñòîðîíû, ln |z − ξ| = ρ íà ∂Uρ è, ñëåäîâàòåëüíî,

âòîðîé èíòåãðàë ðàâåí 0, ñîãëàñíî óæå äîêàçàííîé ïåðâîé ôîðìóëå
òåîðåìû. Êðîìå òîãî, ∂

∂n
ln |z − ξ| = ∂

∂r
ln r|r=ρ = 1

ρ
è, ñëåäîâàòåëüíî,∮

C
{u(z) ∂

∂n
ln |z − ξ| − ∂u

∂n
ln |z − ξ|}ds = 1

ρ

∮
∂Uρ

u(z)ds.
Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà íå ìåíÿåòñÿ ïðè ρ → 0 è, îòêóäà,∮

C
{u(z) ∂

∂n
ln |z − ξ| − ∂u

∂n
ln |z − ξ|}ds = 1

ρ

∮
∂Uρ

u(z)ds = 2πu(ξ). ¤

5.3. Ôóíêöèÿ Ãðèíà.
Îïðåäåëåíèå 5.2. Ôóíêöèåé Ãðèíà G = GD â îáëàñòè D íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
G(z, ξ) = 1

2π
ln |z − ξ|+ g(z, ξ) íà D ×D, åñëè

• G(z, ξ) = G(ξ, z) è G(z, ξ′) = 0 ïðè ëþáûõ z ∈ D è ξ′ ∈ ∂D;
• ôóíêöèÿ g(z, ξ) íåïðåðûâíà â D×D è íåïðåðûâíà ïî ξ â D̄ ïðè ëþáîì z ∈ D
• ôóíêöèÿ g(z, ξ) ãàðìîíè÷íà ïî z ïðè ëþáîì ξ ∈ D è ãàðìîíè÷íà ïî ξ ïðè
ëþáîì z ∈ D.

Çàäà÷à 5.4. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé ôóíêöèè Ãðèíà.
Ôóíêöèÿ Ãðèíà ñóùåñòâóåò è òåñíî ñâÿçíà ñ áèãîëîìîðôíûì îòîáðàæåíèåì

w : D → U = {z ∈ C||z| < 1} íà åäèíè÷íûé äèñê, ñóùåñòâóþùèì ñîãëàñíî òåîðåìå
Ðèìàíà.
Òåîðåìà 5.3. Ïîëîæèì wξ = w(z)−w(ξ)

1−w(z)w(ξ)
. Òîãäà G(z, ξ) = G(ξ, z) = 1

2π
ln |wξ| �

ôóíêöèÿ Ãðèíà îáëàñòè D.
Proof. Èç îïðåäåëåíèé ñðàçó ñëåäóåò, ôóíêöèÿ wξ

z−ξ
ãîëîìîðôíà íà D ïî z ïðè ëþáîì

ξ ∈ D. Òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ g(z, ξ) = ln | wξ

z−ξ
| = Re ln

wξ

z−ξ
ãàðìîíè÷íà íà D ïî

z ïðè ëþáîì ξ ∈ D. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè g(z, ξ) òàêæå î÷åâèäíà. Êðîìå òîãî
|wξ(z)| = |wz(ξ)|, îòêóäà G(z, ξ) = G(ξ, z) è, çíà÷èò, g(z, ξ) ãàðìîíè÷íà íà D ïî ξ ïðè
ëþáîì z ∈ D. È, íàêîíåö, ñîãëàñíî òåîðåìå î ñîîòâåòñòâèè ãðàíèö 3.9, |wξ(z)| = 1,
åñëè îäíà èç òî÷åê z èëè ξ ïðèíàäëåæèò C. ¤
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Äîêàçàííóþ òåîðåìó ìîæíî ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè
Ãðèíà â ïðîñòûõ îáëàñòÿõ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ åäèíè÷íîãî äèñêà U = {z ∈ C||z| < 1},
wξ(z) = (z−ξ)

1−zξ̄
è ôóíêöèÿ Ãðèíà GU(z, ξ) = 1

2π
ln |z−ξ|

|1−zξ̄| . Äëÿ ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè
Λ = {z ∈ C|Rez > 0}, wξ(z) = z−ξ

z+ξ
è ôóíêöèÿ Ãðèíà GΛ(z, ξ) = 1

2π
ln | z−ξ

z+ξ
|.

5.4. Çàäà÷à Äèðèõëå.
Îïðåäåëåíèå 5.3. Çàäà÷à Äèðèõëå ñîñòîèò â îòûñêàíèè ôóíêöèè u,
ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè D è íåïðåðûâíîé íà çàìûêàíèè D̄ ïî åå (îãðàíè÷åííîìó,
íåïðåðûâíîìó) çíà÷åíèþ u|C = ϕ íà ãðàíè÷íîì êîíòóðå.
Çàäà÷à 5.5. Äîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à Äèðèõëå èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.

Ôóíêöèÿ Ãðèíà äàåò ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå â ñëåäóþùåì ñìûñëå.
Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü G(z, ξ) = GD(z, ξ) � ôóíêöèÿ Ãðèíà â îáëàñòè D. Òîãäà
ôóíêöèÿ u(z) =

∫
C

u(ξ) ∂
∂n

G(z, ξ)|dξ| ðåøàåò çàäà÷ó Äèðèõëå.
Proof. Ñîãëàñíî íàøèì îïðåäåëåíèÿì, G(z, ξ) = ln r

2π
+g(z, ξ), ãäå r = |z−ξ|. Ñîãëàñíî

òåîðåìå 5.2, 2πu(z) =
∮

C
{u∂ ln r

∂n
− ∂u

∂n
ln r}|dξ| è ∮

C
{u ∂g

∂n
− g ∂u

∂n
}|dξ| = 0, ïðè z ∈ D.

Ñëåäîâàòåëüíî
∮

C
{u∂G

∂n
−G∂u

∂n
}|dξ| = u(z). Êðîìå òîãî, G(z, ξ) = 0 ïðè ξ ∈ C. ¤

Íàéäåííûå ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ ïðîñòûõ îáëàñòåé ïîçâîëÿþò
ðåøàòü äëÿ íèõ çàäà÷ó Äèðèõëå. Ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ äèñêà U

ðàâíà, êàê ìû çíàåì, GU(z, ξ) = 1
2π

ln |z−ξ|
|1−zξ̄| . Ïîëîæèì z = reiϕ,

ξ = ρeiθ. Òîãäà ∂
∂n

G(reiϕ, ρeiθ) = 1
2π
Re ∂

∂ρ
ln reiϕ−ρeiθ

1−rρei(ϕ−θ) |ρ=1 =
1
2π
Re{ eiθ

ρeiθ−reiϕ + rei(θ−ϕ)

1−rρei(θ−ϕ)} = 1
2π

1−r2

1+r2−2r cos(θ−ϕ)
. Òàêèì îáðàçîì çàäà÷à Äèðèõëå

äëÿ äèñêà äàåòñÿ ðåøàåòñÿ ôîðìóëîé Ïóàññîíà äëÿ äèñêà |z| < 1:

u(reiϕ) =
1

2π

∫ 2π

0

1− r2

1 + r2 − 2r cos(θ − ϕ)
u(Reiϕ)dθ

.
Çàäà÷à 5.6. Äîêàçàòü ôîðìóëîé Ïóàññîíà äëÿ ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè Rez > 0:

u(x + iy) =
x

π

∫ ∞

−∞

u(iη)dη

(y − η)2 + x2

.
Çàäà÷à 5.7. Íàéòè ôîðìóëû Øâàðöà äëÿ äèñêà è âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè,
âîññòàíàâëèâàþùèå ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ ïî çíà÷åíèþ åå âåùåñòâåííîé ÷àñòè íà
ãðàíèöå.
5.5. Ôîðìóëà äëÿ ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ îáëàñòè â êðóã. Ìàòåðèàë
ýòîé ãëàâû îñíîâàí íà ðàáîòàõ P. Âèãìàíà, À. Çàáðîäèíà, À. Ìàðøàêîâà (1999-2003
ãîäû)

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî H âñåõ, ñîäåðæàùèõ ∞ îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé ñ
àíàëèòè÷åñêîé ãðàíèöåé íà ñôåðå Ðèìàíà, çàìûêàíèå êîòîðûõ íå ñîäåðæèò 0.

Â êà÷åñòâå êîîðäèíàò â ýòîì áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îáû÷íî
ðàññìàòðèâàþò ãàðìîíè÷åñêèå ìîìåíòû Ðè÷àðäñîíà.

t0 =
1

π

∫∫

(C\Q)×(C\Q)

dxdy, tk = − 1

πk

∫∫

Q×Q

z−kdxdy (k = 1, 2, ...).
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Ôóíêöèè íà H, êîòîðûå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü, íå ãîëîìîðôíû ïî {tk}. Ïî-
ýòîìó (êàê ìû è ðàíüøå ïîñòóïàëè â òàêèõ ñëó÷àÿõ) íàì áóäåò óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ýòè ôóíêöèè ðàñêëàäûâàþòñÿ â ðÿä ïî íåçàâèñèìûì ïåðåìåííûì {tk} è {t̄k}.

Ïîëîæèì

∂0 =
∂

∂t0
, D(z) =

∑

k≥1

z−1

k

∂

∂ti
, D̄(z̄) =

∑

k≥1

z̄−1

k

∂

∂t̄i
, ∇(z) = ∂0 + D(z) + D̄(z̄).

×åðåç Qt ∈ H áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ îáëàñòè, îòâå÷àþùèå êîîðäèíàòàì
t = {t0, t1, t̄1, t2, t̄2, ...}. Îáëàñòè Qt îòâå÷àåò áèãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå
w(z, t) = wQt(z) : Qt → Û1, íîðìèðîâàííîå óñëîâèÿìè wQt(∞) = ∞ è Im∂zwQt(∞) = 0,
Re∂zwQt(∞) > 0. Îòîáðàæåíèå èìååò âèä w(z, t) = p(t)z +

∞∑
j=0

pj(t)z
−j. Â

ýòîì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè F (t), ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè
p(t), p0(t), p1(t), ... .

Äëÿ Q ∈ H ïîëîæèì

G(z, ξ) = GQ(z, ξ) =
1

2π
ln

∣∣∣∣∣
w(z)− w(ξ)

1− w(z)w(ξ)

∣∣∣∣∣ .

Çàäà÷à 5.8. Ôóíêöèÿ G(z, ξ) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà äëÿ îáëàñòè Q, òî åñòü
óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì èç îïðåäåëåíèÿ 5.2 è ðåøàåò çàäà÷ó Äèðèõëå (òåîðåìà
5.4).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hz ⊂ H ïîäìíîæåñòâî îáëàñòåé, ñîäåðæàùèõ òî÷êó z ∈ C.
Ñîïîñòàâèì îáëàñòè Q ∈ Hz îáëàñòü Qε, ïîëó÷àþùóþñÿ èç îáëàñòè Q ñäâèãîì
ãðàíèöû íà âåëè÷èíó −επ ∂

∂n
GQ(z, ξ) â íàïðàâëåíèè âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå

îáëàñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç δz âåêòîðíîå ïîëå íà Hz, êîòîðîå ïåðåâîäèò ôóíêöèþ
X : Hz → C â ôóíêöèþ, ïðèíèìàþùóþ íà îáëàñòè Q çíà÷åíèå lim

ε→0

1
ε
(X(Qε)−X(Q)).

Ëåììà 5.1. δzX = ∇(z)X.
Proof. Åñëè X(Q) =

∫∫
Q×Q

fdxdy, òî δzX = lim
ε→0

ε
∫∫

Qε\Q
f(ξ)(−επ) ∂

∂n
GQ(z, ξ)dxdy =

− π
∮

∂Q

f(ξ) ∂
∂n

GQ(z, ξ)d|ξ| = −πf(z). Òàêèì îáðàçîì δz(t0) = 1 è

δz(tk) = − 1
πk

∮
∂Q

ξ−k(−π ∂
∂n

GQ(z, ξ))|dξ| = z−k

k
ïðè k > 0. Àíàëîãè÷íî,δz(t̄k) = z̄−k

k
.

Îòñþäà δz(X) = ∂X
∂t0

δzt0 +
∑

∂X
∂tk

δztk +
∑

∂X
∂t̄k

δz t̄k = ∂0 +
∑

k≥1
z−1

k
∂k +

∑
k≥1(z̄) z̄−1

k
∂̄k. ¤

Ëåììà 5.2. Ïîëîæèì G̃Q(z1, z2) = 1
π
GQ(z1, z2). Òîãäà

∇(z3)G̃Q(z1, z2) = π2
∮

∂Q

∂
∂n

G̃Q(z1, ξ)
∂
∂n

G̃Q(z2, ξ)
∂
∂n

G̃Q(z3, ξ)|dξ|.

Proof. Ðàññìîòðèì òî÷êó ξ ∈ ∂Q è òî÷êó ξ′, ïîëó÷àþùóþñÿ èç ξ
ñäâèãîì ïî íàïðàâëåíèþ âíåøíåé íîðìàëè n(ξ) íà âåëè÷èíó −επ.
Ñäâèíóòàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé îáëàñòè Q′ = Q ∪ δQ. Ðàâåíñòâî
GQ(z1, ξ) = 0 âëå÷åò GQ(z1, ξ

′) = −επ ∂
∂n

GQ(z1, ξ)n(ξ) + o(ε). Òàêèì
îáðàçîì GQ′(z1, ξ) − GQ(z1, ξ) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ
−επ ∂

∂n
GQ(z1, ξ)n(ξ) + o(ε) íà ∂Q. Ðåøàÿ çàäó Äèðèõëå íàõîäèì, ôîðìóëó Àäàìàðà

GQ′(z1, z2) − GQ(z1, z2) = −επ
∮

∂Q

∂
∂n

GQ(z1, ξ)
∂
∂n

GQ(z2, ξ)n(ξ)|dξ| Òàêèì îáðàçîì,
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ñîãëàñíî íàøèì îïðåäåëåíèÿì, δz3GQ(z1, z2) = π2
∮

∂Q

∂
∂n

GQ(z1, ξ)
∂
∂n

GQ(z2, ξ)
∂
∂n

GQ(z3, ξ)|dξ|.
Ïðèìåíåíèå ëåììû 5.1 çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. ¤
Çàäà÷à 5.9. Èñïîëüçóÿ ëåììó 5.2 äîêàçàòü, ÷òî ïðè z1 6= z2 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ
F̃ (t) òàêàÿ, ÷òî GQ(z1, z2) = g(z1, z2) + 1

4π
∇(z1)∇(z2)F̄ , ãäå g(z1, z2) íå çàâèñèò îò

Q.
Òåîðåìà 5.5. Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ F (t), òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
ðàâåíñòâà

w(z, t) = zexp((−1

2
∂2

0 − ∂0D(z))F (t))

(z − ξ)eD(z)D(ξ)F = ze−∂0D(z)F − ξe−∂0D(ξ)F ,

(z̄ − ξ̄)eD̄(z̄)D̄(ξ̄)F = z̄e−∂0D̄(z̄)F − ξ̄e−∂0D̄(ξ̄)F ,

1− e−D(z)D̄(ξ̄)F =
1

zξ̄
e∂0(∂0+D(z)+D̄(ξ̄))F .

Proof. Èç ñâîéñòâ ôóíêöèè Ãðèíà ñëåäóåò, ÷òî GQ(z, ξ) = 1
2π

ln |z−1 − ξ−1| + h̃(z, ξ),
ãäå h̃(z, ξ) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ïî z−k, ξ−k. Ñîïîñòàâëÿÿ ñ çàäà÷åé 5.9 íàõîäèì,
÷òî 1

2π
ln

∣∣∣ w(z)−w(ξ)

1−w(z)w(ξ)

∣∣∣ = GQ(z, ξ) = 1
2π

ln |z−1 − ξ−1| + h(z, ξ) + 1
4π
∇(z)∇(ξ)F̃ ,

ãäå h(z, ξ) íå çàâèñèò îò Q è ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ïî z−k, ξ−k. Ïîýòîìó
h(z1, z2) + 1

4π
∇(z1)∇(z2)F̃ = 1

4π
∇(z1)∇(z2)F äëÿ íåêîòîðîãî F = F (t). Òîãäà

ln

∣∣∣∣
w(z)− w(ξ)

1− w(z)w̄(ξ)

∣∣∣∣ = ln

∣∣∣∣
1

z
− 1

ξ

∣∣∣∣ +
1

2
∇(z)∇(ξ)F

.
Óìíîæàÿ íà 2 ïîëó÷àåì

h = ln

∣∣∣∣
w(z)− w(ξ)

1− w(z)w̄(ξ)

∣∣∣∣
2

− ln

∣∣∣∣
1

z
− 1

ξ

∣∣∣∣
2

−∇(z)∇(ξ)F = 0

.
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ξ →∞ íàõîäèì ln |w(z)|2 = ln |z|2−∂0∇(z)F . Îòêóäà ïåðåõîäÿ

ê ïðåäåëó z →∞ íàõîäèì
ln(p) = −1

2
∂2

0F.

Ðàñêëàäûâàÿ h â ñóììó ãîëîìîðôíîé, àíòèãîëîìîðôíîé è ïîñòîÿííîé ÷àñòè ïî z
íàõîäèì ÷òî

h1 = ln

(
w(z)− w(ξ)

1− w(z)w̄(ξ)

)
− ln

(
1

z
− 1

ξ

)
−D(z)∇(ξ)F

è
h2 = ln

(
w̄(z)− w̄(ξ)

1− w̄(z)w(ξ)

)
− ln

(
1

z̄
− 1

ξ̄

)
− D̄(z̄)∇(ξ)F

� íå çàâèñÿò îò z. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó z →∞ íàõîäèì, ÷òî

h1 = ln

(
− 1

w̄(ξ)

)
− ln

(
−1

ξ

)
, h2 = ln

(
− 1

w(ξ)

)
− ln

(
−1

ξ̄

)
.

Óðàâíèâàÿ, äâà âûðàæåíèÿ äëÿ h1 íàõîäèì, ÷òî
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D(z)∇(ξ)F =

(
ln

(
w(z)− w(ξ)

1− w(z)w̄(ξ)

)
− ln

(
1

z
− 1

ξ

))
−

(
ln

(
− 1

w̄(ξ)

)
− ln

(
−1

ξ

))
=

ln

(
w(z)− w(ξ)

z − ξ

−zw̄(ξ)

1− w(z)w̄(ξ)

)
= ln

(
w(z)− w(ξ)

z − ξ

)
+ ln

(
z

w(z)

1
−w(z)w̄(ξ)

+ 1

)
.

Ïåðåõîä ê ïðåäåëó ξ →∞ äàåò

D(z)∂0F = ln(p) + ln

(
z

w(z)

)
.

Ñîïîñòàâëÿÿ ñ ln(p) = −1
2
∂2

0F íàõîäèì ln
(

z
w(z)

)
= D(z)∂0F + 1

2
∂2

0F , ÷òî ýêâèâàëåíòíî

w(z, t) = zexp((−1

2
∂2

0 − ∂0D(z))F (t)).

Ãîëîìîðôíàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà D(z)∇(ξ)F = ln
(

w(z)−w(ξ)
z−ξ

)
+ ln

(
z

w(z)
1

−w(z)w̄(ξ)
+1

)
äàåò

ln
(

w(z)−w(ξ)
z−ξ

)
+ ln

(
z

w(z)

)
= D(z)∂0F + D(z)D(ξ)F , òî åñòü

ze−∂0D(z)F = (z − ξ)eD(z)D(ξ)F w(z)

w(z)− w(ξ)
.

Ìåíÿÿ ìåñòàìè z è ξ íàõîäèì

ξe−∂0D(ξ)F = (ξ − z)eD(z)D(ξ)F w(ξ)

w(ξ)− w(z)

. Òàêèì îáðàçîì
ze−∂0D(z)F − ξe−∂0D(ξ)F = (z − ξ)eD(z)D(ξ)F .

Çàìåíÿÿ (z, ξ) íà (z̄, ξ̄) íàõîäèì ðàâåíñòâî

z̄e−∂0D̄(z̄)F − ξ̄e−∂0D̄(ξ̄)F = (z̄ − ξ̄)eD̄(z̄)D̄(ξ̄)F

Àíòèãîëîìîðôíàÿ ïî ξ ÷àñòü ôîðìóëû D(z)∇(ξ)F = ln
(

w(z)−w(ξ)
z−ξ

)
+ln

(
z

w(z)
1

−w(z)w̄(ξ)
+1

)

äàåò D(z)D̄(ξ̄)F = − ln
(
1− 1

w(z)w̄(ξ)

)
. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà

w(z, t) = zexp((−1
2
∂2

0 − ∂0D(z))F (t)) íàõîäèì

1− e−D(z)D̄(ξ̄)F =
1

zξ̄
e∂0(∂0+D(z)+D̄(ξ̄))F .

¤

Çàäà÷à 5.10. Äîêàçàòü, ÷òî ∇(z)F = v0 + 2Revk

k
z−1, ãäå

v0 = ∂0F = 2
π

∫∫
(C\Qt)×(C\Qt)

ln |z|dxdy è vk = ∂
∂tk

F = 1
π

∫∫
(C\Qt)×(C\Qt)

zkdxdy
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5.6. Ýôôåêòèâèçàöèÿ òåîðåìû Ðèìàíà. Òåîðåìà 5.5 ñâîäèò ïðîáëåìó
âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè ïî åå ìîìåíòàì Ðè÷àðäñîíà ê ïðîáëåìå
ïîñòðîåíèÿ îäíîé åäèíñòâåííîé ôóíêöèè F (t). Ýòà æå ôóíêöèÿ âîçíèêàåò è â
íåêîòîðûõ ìîäåëÿõ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè (ìàòðè÷íûå ìîäåëè, òîïîëîãè÷åñêàÿ
ãðàâèòàöèÿ è äð.). Â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå îíà âîçíèêàåò êàê êâàçèîäíîðîäíî
ðåøåíèå èíòåãðèðóåìîé èåðàðõèè "áåçäèñïåðñèîííàÿ äâóìåðíàÿ öåïî÷êà Òîäû".
Ñîãëàñíî êîòîðàÿ Ê.Òàêñàêè, Ò.Òàêåáå (1995) íóæíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
íà F (t) âîçíèêàþò èç ðàçëîæåíèé ïî z è ξ óðàâíåíèé

(z − ξ)eD(z)D(ξ)F = ze−∂0D(z)F − ξe−∂0D(ξ)F ,

(z̄ − ξ̄)eD̄(z̄)D̄(ξ̄)F = z̄e−∂0D̄(z̄)F − ξ̄e−∂0D̄(ξ̄)F ,

1− e−D(z)D̄(ξ̄)F =
1

zξ̄
e∂0(∂0+D(z)+D̄(ξ̄))F .

Ýòèì æå óðàâíåíèÿì, ñîãëàñíî òåîðåìå 5.5, óäîâëåòâîðÿåò è ôóíêöèÿ
ýôôåêòèâèçèðóþùàÿ òåîðåìó Ðèìàíà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íóæíîå ðåøåíèå èåðàðõèè
ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì îãðàíè÷åíèåì è îãðàíè÷åíèåì åå ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ
íà ïðÿìóþ t1 = t2 = · · · = 0.

Îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè F íà ïÿòèìåðíîå ïðîñòðàíñòâî t3 = t4 = · · · = 0 èìååò
äîâîëüíî ïðîñòîé âèä (Ï.Âèãìàí, Ô.Çàáðîäèí 1999)

F (t0, t1, t̄1, t2, t̄2) = −3

4
t20 +

1

2
t20 ln

( t0
1− 4|t2|2

)
+

t0
1− 4|t2|2

(|t1|2 + t21t̄2 + t̄21t2
)
.

Ôîðìàëüíûé òåéëîðîâêèé ðÿä äëÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ F äàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé
(Ñ.Íàòàíçîí 2002-2003).
Òåîðåìà 5.6. Ôóíêöèÿ F (t) èç òåîðåìû 5.5 îïèñûâàåòñÿ ôîðìàëüíûì ðÿäîì
Òåéëîðà

F =
1

2
t20 ln t0 − 3

4
t20+

∑ in1
1 . . . ink

k

n1! . . . nk!

īn̄1
1 . . . ī

n̄k̄

k̄

n̄1! . . . n̄k̄!
·N2

i

(
i1, . . . , ik |̄i1, . . . , īk̄

n1, . . . , nk|n̄1, . . . , n̄k̄

)
t
i−(n1+···+nk+n̄1+···+n̄k̄)+2
0 tn1

i1
. . . tnk

ik
t̄n̄1

ī1
. . . t̄

n̄k̄

īk̄
,

ãäå ñóìà áåðåòñÿ ïî k, k̄, nr, n̄r > 1, 0 < i1 < · · · < ik, 0 < ī1 < · · · < īk̄,

i− (n1 + · · ·+nk + n̄1 + · · ·+ n̄k̄)+2 > 0 è êîýôôèöèåíòû N2
i

(
i1, . . . , ik |̄i1, . . . , īk̄

n1, . . . , nk|n̄1, . . . , n̄k̄

)

ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ðåêóððåíòíûõ ôîðìóë:
(1) Pi,j(s1, . . . , sm) = |{(i1, . . . , im) | i = i1 + · · ·+ im, 1 6 ir 6 sr − 1}|,

(2) T 1
i,j(s1, . . . , sm) = 1

kn1!...nk!
Pi,j


s1 + · · ·+ sn1︸ ︷︷ ︸

n1

, . . . , sn1+···+nk−1+1 + · · ·+ sn1+···+nk︸ ︷︷ ︸
nk


,

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî k > 1, n1 + · · ·+ nk = m, nr > 1

(3) T 2
i1,i2

(
s1, . . . , sm

1, . . . , 1

)
= T 1

i1,i2
(s1, . . . , sm),

T 2
i1,...,ik

(
s1, . . . , sm

1, . . . , 1

)
=

∑
lT 1

s,ik
(si, . . . , sj) T 2

i1,...,ik−1

(
s1, . . . , si−1, s, sj+1, . . . , sm

l1, . . . , li−1, l, lj+1, . . . , lm

)

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî 1 6 i 6 j 6 m; s, l > 1 è
s = si + · · ·+ sj − ik, l = (li − 1) + · · ·+ (lj − 1);
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(4) Sī1,...,̄ik̄

(
s1, . . . , sm

l1, . . . , lm

)
=

∑ (s1−1)!
(s1−n1−l1+1)!(l1−1)!

× · · · × (sm−1)!
(sm−nm−lm+1)!(lm−1)!

,
ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî {̄i11, . . . , īn1

1 } t · · · t {̄i1m, . . . , īnm
m } =

{̄i1, . . . , īk̄}, ī1r + · · ·+ īnr
r = sr, sr − nr − `r + 1 > 0

(5) N1
i (i1, . . . , ik |̄i1, . . . , īk̄) = 0 if i 6= i1 + · · ·+ ik èëè i 6= ī1 + · · ·+ īk̄ ;

â äðóãèõ ñëó÷àÿõ N1
i (i|̄i1, . . . , īk̄) = (i−1)!

(i−k̄+1)!
; N1

i (i1, . . . , ik |̄i) = (i−1)!
(i−k+1)!

;

N1
i (i1, . . . , ik |̄i1, . . . , īk̄) =

∑
(−1)m+1 Sī1,...,̄ik̄

(
s1, . . . , sm

l1, . . . , lm

)
T 2

i1,...,ik

(
s1, . . . , sm

l1, . . . , lm

)
,

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî m > 1; s1+· · ·+sm = i1+· · ·+ik; l1+· · ·+lm = m+k−2; sr, lr > 1;
(6) N2

i

(
i1, . . . , ik|n1, . . . , nk

ī1, . . . , īk̄|n̄1, . . . , n̄k̄

)
= N1

i (i1, . . . , i1︸ ︷︷ ︸
n1

, . . . , ik, . . . , ik︸ ︷︷ ︸
nk

| ī1, . . . , ī1︸ ︷︷ ︸
n̄1

, . . . , īk̄, . . . , īk̄︸ ︷︷ ︸
n̄k̄

).

Äîêàçàòåëüñòâî äîâîëüíî äëèííîå è ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè îãðàíè÷åíèé âñåõ
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè F íè ïðÿìóþ t1 = t2 = · · · = 0.

Âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ôîðìàëüíîãî ðÿäà äîâîëüíî òðóäåí. Òóò èìååòñÿ ëèøü
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (Þ.Êëèìîâ, À.Êîðæ, Ñ.Íàòàíçîí 2002)
Òåîðåìà 5.7. Ïóñòü t̃ = (t0, t1, t̄1, t2, t̄2, ...) òàêèå, ÷òî ti, t̄i = 0 äëÿ i > n, 0 < t0 < 1
è |ti|, |t̄i| 6 (4n32nen)−1. Òîãäà ðÿä F (t̃) ñõîäèòñÿ.

Ôîðìóëà
w(z, t) = zexp((−1

2
∂2

0 − ∂0D(z))F (t)),

äàåò êîýôôèöèåíòû ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè, îòîáðàæàþùåé îáëàñòü â êðóã â âèäå
óíèâåðñàëüíûõ ðÿäîâ ïî t. Èññëåäîâàíèå èõ ñõîäèìîñòè âàæíàÿ è ïîêà íå ðåøåííàÿ
çàäà÷à.

Ôîðìóëà, êîòîðóþ ìû îáñóæäàåì ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíîé äëÿ ðàçëè÷íûõ
ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Îáðàòíàÿ çàäà÷à òåîðèè ïîòåíöèàëà, êîòîðóþ ýòà
ôîðìóëà ðåøàåò, èñïîëüçóåòñÿ ïðè îöåíêè ìåñòîðîæäåíèé ïîëåçíûõ èñêîïàåìûõ.
Êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ, ÿâíûé âèä êîòîðûõ äàåòñÿ ôîðìóëîé, èñïîëüçóþòñÿ â
ãèäðîäèíàìèêè è ïðè àýðîäèíàìè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ êðûëà.

Ôîðìóëà äàåò íå òîëüêî îòîáðàæåíèÿ îáëàñòè íà îáëàñòü íî è êàðòèíó ýâîëþöèè
îäíîé îáëàñòè â äðóãóþ. Îêàçûâàåòñÿ ýòî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïèñàíèÿ
ýâîëþöèè íåôòÿíîãî ïÿòíà è ýâîëþöèè íåôòÿíîãî ïëàñòà â ïðîöåññå äîáû÷è íåôòè.
Ïî ñ÷àñòëèâîìó ñîâïàäåíèþ, ìîäåëè ýòèõ ïðîöåññîâ ñîñòîÿò â îïèñàíèè ýâîëþöèè
îáëàñòè ïðè ïîñòîÿííûõ ìîìåíòàõ Ðè÷àäñîíà ti ñ ïîëîæèòåëüíûìè èíäåêñàìè (ñì.
À.Âàð÷åíêî, Ï.Ýòèíãîô "Ïî÷åìó ãðàíèöà êðóãëîé êàïëè ïðåâðàùàåòñÿ â èíâåðñíûé
îáðàç ýëëèïñà" Ìîñêâà, Íàóêà-ôèçìàòëèò 1995)
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