14. óÔÒÕËÔÕÒÁ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ.

þÔÏÂÙ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÅ- ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÝÉÅ ÓŒÅÄÅÎÉÑ Ï ÐÕÞËÁÈ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ëŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË T ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÕÞËÏÍ ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÏÅ ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÅ ÁÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ (ÌÏËÁÌØÎÏ) ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÎÅÎÕ- ÌÅŒÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ.

ðÕÞËÁÍÉ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÑŒÌÀÔÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÊ ÐÕÞÏË ÐÏÄÓÈÅÍÙ, ÉÌÉ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÔÏÞÅË.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ T | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÔÏ (ÌÏËÁÌØÎÏ) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ, ÁÎÕÌÉÒÕÀÝÁÑ ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÅ.

ðÒÉÍÅÒ 14.2. ëÏÇÅÒÅÎÔÎÙÅ ÐÕÞËÉ ÎÁ A^1 | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ É ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ C [x]-ÍÏÄÕÌÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÕÞËÉ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÍÏÄÕ- ÌÑÍ, ÁÎÕÌÉÒÕÅÍÙÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ ÍÏÄÕÌÑÍ. ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ C [x]-ÍÏÄÕÌØ | ÜÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÐÒÑ- ÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÍÏÄÕÌÅÊ ŒÉÄÁ C [x]=(x − ˘)^nC [x]. úÎÁÞÉÔ ŒÓÑËÉÊ ÐÕÞÏË ËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÁ A^1 ÅÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÐÕÞËÏŒ O=J^n_P , ÇÄÅ J_P | ÐÕÞÏË ÉÄÅÁÌÏŒ ÔÏÞËÉ P . òÏŒÎÏ ÔÏ ÖÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ P^1 (Á ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÒÉŒÏÊ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ëŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÕÞËÏÍ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÐÕÞËÏŒ, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÐÕÞËÁÍÉ ËÒÕÞÅÎÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (1) ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ; (2) ÐÕÞÏË K, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ K(U ) | ÐÏÌÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ U , ËŒÁÚÉËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ; (3) ÅÓÌÉ F ⊗_O K = 0, ÔÏ F | ÐÕÞÏË ËÒÕÞÅÎÉÑ; (4) ÆÕÎËÔÏÒ F → F ⊗_O K ÔÏÞÅÎ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (1) ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÐÕÞËÏŒ (ÂÅÚ) ËÒÕÞÅÎÉÑ | ÐÕÞÏË (ÂÅÚ) ËÒÕÞÅÎÉÑ; (2) ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÕÞËÏŒ (ÂÅÚ) ËÒÕÞÅÎÉÑ | ÐÕÞÏË (ÂÅÚ) ËÒÕÞÅÎÉÑ; (3) ÆÁËÔÏÒÐÕÞÏË ÐÕÞËÁ ËÒÕÞÅÎÉÑ | ÐÕÞÏË ËÒÕÞÅÎÉÑ; (4) ÐÏÄÐÕÞÏË ÐÕÞËÁ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ; (5) ÅÓÌÉ T | ÐÕÞÏË ËÒÕÞÅÎÉÑ, Á F | ÐÕÞÏË ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÔÏ Hom(T; F ) = 0.

ìÅÍÍÁ 14.5. ðÕÓÔØ E | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË. îÁÊÄÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÏÄ- ÐÕÞÏË ËÒÕÞÅÎÉÑ T_E ⊂ E, Ô.Þ. ÆÁËÔÏÒÐÕÞÏË F_E = E=T_E | ÐÕÞÏË ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ. ôÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → T_E → E → F_E → 0 ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: œÌÏÖÅÎÉÅ O ⊂ K ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ’_E : E → E ⊗_O K. ðÏÌÏÖÉÍ T_E = Ker ’_E , F_E = Im ’_E . ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ T_E | ÐÕÞÏË ËÒÕÞÅÎÉÑ (ÅÓÌÉ s ∈ `(U; E) É s ⊗ 1 = 0 Œ E ⊗ K, ÔÏ s · f = 0 ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ f ∈ `(U; O)). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, F_E | ÐÏÄÐÕÞÏË Œ E ⊗K, ÎÏ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ E ⊗K ∼= K^{⊕r(E)}, ÐÏÜÔÏÍÕ E ⊗ K | ÐÕÞÏË ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ, Á ÚÎÁÞÉÔ É F_E ÔÁËÖÅ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ 0 → T^′ → E → F^′ → 0 ËÁËÁÑ-ÌÉÂÏ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ T^′ | ÐÕÞÏË ËÒÕÞÅÎÉÑ, Á F^′ | ÐÕÞÏË ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ õÐÒ. 14.4 (5) ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ T^′ → E → F_E | ÎÕÌÅŒÁÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÌÏÖÅÎÉÅ T^′ → E ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ T^′ → T_E . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ŒÌÏÖÅÎÉÅ T_E → E ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ T_E → T^′. úÎÁÞÉÔ T^′ = T_E É F^′ = F_E . □ 1

þÕÔØ ÐÏÚÖÅ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ ŒÓÑËÉÊ ÐÕÞÏË ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÐÕÞËÁ ËÒÕÞÅÎÉÑ É ÐÕÞËÁ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ. œÏÏÂÝÅ ÖÅ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ E | ÐÕÞÏË ÎÁ P^2, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÎÅ- ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ 0 → i_∗O_P1(−2) → E → O_P2 → 0, ÔÏ E ≁= T_E ⊕ F_E.

ðÕÓÔØ E | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË. îÁÐÏÍÎÉÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ E^∗ = Hom(E; O). õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ E ÐÕÞÏË E^∗ | ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ. ìÅÍÍÁ 14.8. æÕÎËÔÏÒ Hom ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÆÕÎËÔÏÒÏÍ E → E ⊗_O K, ÔÏ ÅÓÔØ Hom(E; F ) ⊗_O K ∼= Hom_K(E ⊗_O K; F ⊗_O K).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ Hom_K(E ⊗_O K; F ⊗_O K) ∼= Hom_O(E; Hom_K(K; F ⊗_O K)) = Hom_O(E; F ⊗_O K). ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Hom(E; F ) ⊗_O K ∼= Hom_O(E; F ⊗_O K). ðÕÓÔØ Œ ∈ Hom(E; F ), f ∈ K. óÏ- ÐÏÓÔÁŒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÕ Œ ⊗ f ∈ Hom(E; F ) ⊗_O K ÍÏÒÆÉÚÍ fŒ : E → F ⊗_O K, fŒ(e) := Œ(e) ⊗ f. ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ðÕÓÔØ ∑ Œ_i ⊗ f_i ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÎÏÌØ. ðÒÉŒÏÄÑ f_i Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ É ÐÅÒÅÎÏÓÑ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ ÎÁÌÅŒÏ, ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ∑ Œ_i⊗f_i = Œ⊗(1=a), ÐÒÉÞÅÍ (1=a)Œ = 0.

îÏ ÔÏÇÄÁ Œ = a · (1=a)Œ = 0, ÚÎÁÞÉÔ Œ ⊗ 1=a = 0.

œÏÚØÍÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ : E → F ⊗_O K. ôÁË ËÁË E ËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ, ÌÏËÁÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ e_1; : : : ; e_n. ðÕÓÔØ a | ÏÂÝÉÊ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÄÌÑ (e_1); : : : ; (e_n). ôÏÇÄÁ a(e_i) ∈ F , ÚÎÁÞÉÔ Œ := a : E → F . ðÒÉ ÜÔÏÍ Œ ⊗ (1=a) ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ . □ ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÕÞËÏŒ ¯_E : E → E^{∗∗} ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÅÓÌÉ U | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É s ∈ `(U; E), ÔÏ ¯(s) : `(U; E^∗) → `(U; O), f ∈ `(U; E^∗) = Hom(`(U; E); `(U; O)) → f(s) ∈ `(U; O). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ¯_E | ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ: ÅÓÌÉ f : E → F , ÔÏ ¯_F ∘ f = f^{∗∗} ∘ ¯_E .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÞÏË E | ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÙÊ, ÅÓÌÉ ¯_E : E → E^{∗∗} | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.9. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÐÕÞËÉ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÙ. ìÅÍÍÁ 14.10. åÓÌÉ E ËÏÇÅÒÅÎÔÅÎ, ÔÏ Ker ¯_E É Coker ¯_E | ÐÕÞËÉ ËÒÕÞÅÎÉÑ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 14.8 ÉÍÅÅÍ E^{∗∗} ⊗ K ∼= (E ⊗ K)^{∗∗} ∼= E ⊗ K. ðÏÜÔÏÍÕ, ÐÏ õÐÒ. 14.3 (4) ÉÍÅÅÍ Ker ¯_E ⊗ K = Coker ¯_E ⊗ K = 0, É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ õÐÒ. 14.3 (3). □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ker ¯_E = T_E , Im ¯_E = F_E . ìÅÍÍÁ 14.12. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÕÞËÁ F ÐÕÞÏË F^∗ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÅÎ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ ¯_F ∗ : F^∗ → F^{∗∗∗}, Á ÔÁËÖÅ ÍÏÒÆÉÚÍ ¯^∗_F : F^{∗∗∗} → F^∗, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ Ë ÍÏÒÆÉÚÍÕ ¯_F : F → F^{∗∗}. ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ. œÏÐÒÏÓ ÌÏËÁÌÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ F | ÆÁË- ÔÏÒÐÕÞÏË ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ O^n. ðÕÓÔØ f : O^n → F | ÓÀÒSSÅËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ f^∗ : F^∗ → O^n | ŒÌÏÖÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÖÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ f^{∗∗} : O^n → F^{∗∗} É f^{∗∗∗} : F^{∗∗∗} → O^n. œŒÉÄÕ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ÄÉÁ- ÇÒÁÍÍÙ (ÔÒÅÔØÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ŒÔÏÒÏÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅÍ)

F^{∗ f} ∗ � ¯_F ∗ � O^n id � F^{∗∗∗ f} ∗∗∗ � On

O^{n f} � id � F ¯_F � O^{n f} ∗∗ � F ∗∗

F^{∗ f} ∗ � On

F^{∗∗∗ f} ∗∗∗ � ¯^∗_F �

O^n id � úÎÁÞÉÔ f^∗ ∘ ¯^∗_F ∘ ¯_F ∗ = id ∘ f^{∗∗∗} ∘ ¯_F ∗ = id ∘ f^∗ ∘ id = f^∗. îÏ f^∗ | ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ¯^∗_F ∘ ¯_F ∗ = id_F ∗ É, ÚÎÁÞÉÔ, F^{∗∗∗} = F^∗ ⊕ Coker ¯_F ∗ . îÏ Coker ¯_F ∗ | ÐÕÞÏË ËÒÕÞÅÎÉÑ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 14.10, Á F^{∗∗∗} ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 14.7, ÐÏÜÔÏÍÕ Coker ¯_F ∗ = 0 É F^{∗∗∗} = F^∗. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË E ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ ⇐⇒ E ÅÓÔØ ÐÏÄÐÕÞÏË ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 14.14. åÓÌÉ E | ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÙÊ ÐÕÞÏË ÒÁÎÇÁ 1, ÔÏ E | ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ.

üÔÕ ŒÁÖÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÙ ÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ E | ÐÕÞÏË ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÒÁÎÇÁ 1, ÔÏ E ∼= L ⊗ J, ÇÄÅ L | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, Á J ⊂ O | ÐÕÞÏË ÉÄÅÁÌÏŒ.

ôÅÐÅÒØ ÐÏÇÏŒÏÒÉÍ Ï ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒÁÈ ÐÕÞËÏŒ.

ìÅÍÍÁ 14.16. œÓÑËÉÊ ÐÕÞÏË ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ n-ÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÍÅÅÔ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ÉÚ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÄÌÉÎÙ ≤ n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ X × X É ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ´(X) ⊂ X × X. ôÁË ËÁË X ÇÌÁÄËÏ, ÕÍÅÎØÛÁÑ X ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X | ÁÆÆÉÎÎÏ É ´(X) = {f_1 = · · · = f_n = 0}, ÇÄÅ f_i | ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ X. úÎÁÞÉÔ ËÏÍÐÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ 0 → O_{X×X} → · · · → O^⊕ (^n_2) X×X → O^{⊕n}_{X×X} → O_{X×X} → ´_∗O_X → 0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ÐÕÞËÁ ´_∗O_X . ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ F | ÐÕÞÏË ÎÁ X. ïÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p É q ÐÒÏÅËÃÉÉ X × X → X. äÏÍÎÏÖÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ ÎÁ p^∗F. ôÁË ËÁË p^∗F ⊗ ´_∗O_X ∼= ´_∗(´^∗p^∗F). îÏ p ∘ ´ = id_X , ÐÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏ ÒÁŒÎÏ ´^∗p^∗F ∼= F. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → p^∗F → · · · → p^∗F^⊕(^{n2}) → p^∗F^{⊕n} → p^∗F → ´_∗F → 0 ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÕÎËÔÏÒ q_∗. ôÁË ËÁË q∘´ = id_X , ÔÏ q_∗´_∗F ∼= F É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → q_∗p^∗F → · · · → q_∗p^∗F^⊕(^{n2}) → q_∗p^∗F^{⊕n} → q_∗p^∗F → F → 0 îÁËÏÎÅÃ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÌÏÓËÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÙ q_∗p^∗F ∼= H^0(X; F) ⊗ O_X , ÐÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏ | ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ ÄÌÉÎÙ n. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 14.17. åÓÌÉ X | ÇÌÁÄËÏ, dim X = n, ÔÏ Ext^{¿n}(F; G) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ext ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÒÅ- ÚÏÌØŒÅÎÔÕ ÄÌÉÎÙ n ÐÕÞËÁ F. □

ìÅÍÍÁ 14.18. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏ É ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏ, É Ext^i(F; O_X ) = 0 ÐÒÉ i ¿ m. ôÏÇÄÁ F ÉÍÅÅÔ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ÄÌÉÎÙ m.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ m. âÁÚÁ | m = 0 ÎÁÍ ÉÚŒÅÓÔÎÁ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ m ¿ 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÀÒSSÅËÃÉÀ O_X (−N )^{⊕k} → F É ÐÕÓÔØ F^′ | ÅÅ ÑÄÒÏ. ôÏÇÄÁ ÉÚ Ô.Ð. Ext ÐÏÌÕÞÁÅÍ Ext^i(F^′; O_X ) = Ext^{i+1}(F; O_X ) ÐÒÉ i ¿ m − 1, ÚÎÁÞÉÔ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ F^′ ÉÍÅÅÔ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ÄÌÉÎÙ m − 1, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ F ÉÍÅÅÔ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ÄÌÉÎÙ m. □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.19. åÓÌÉ X | ÇÌÁÄËÏ É ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏ, dim X = n, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÐÕÞÏË ÎÁ X ÉÍÅÅÔ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ÄÌÉÎÙ n.

ìÅÍÍÁ 14.20. äÌÑ ŒÓÅÈ i ¿ 0 ÐÕÞÏË Ext^i(F; G) | ÐÕÞÏË ËÒÕÞÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÌÅÍÍÁ 14.8 ÄÁÅÔ Ext^i(F; G) ⊗ K ∼= Ext^i_K(F ⊗ K; G ⊗ K) = 0, ÔÁË ËÁË K | ÐÏÌÅ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ õÐÒ. 14.3 (3). □

ðÕÓÔØ F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ supp Ext^i(F; O_X ). ðÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ ÜÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ (ÐÏ úÁÒÉÓËÏÍÕ) ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ (ÐÒÉ i ¿ 0) ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

S_m(F) = ∪^n_{i=n−m}supp Ext^i(F; O_X ); (m ≤ n − 1); S(F) = S_{n−1}(F):

üÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ X.

ìÅÍÍÁ 14.21. ðÕÞÏË F ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ ÎÁ X \ S(F).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÔÁË ËÁË Ext^i ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÎÁ X \ S(F) ÉÍÅÅÍ Ext^{¿0}(F; O) = 0. □

íÎÏÖÅÓÔŒÏ S(F) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÐÕÞËÁ F, Á ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ S_m(F) | ÅÇÏ m-ÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.22. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ X \ S_m(F) ÐÕÞÏË F ÉÍÅÅÔ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ÄÌÉÎÙ n − m.

ôÅÏÒÅÍÁ 14.23. åÓÌÉ X ÇÌÁÄËÏ, dim X = n, ÔÏ dim S_m(F) ≤ m.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: X ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÁÆÆÉÎÎÙÍ. ðÕÓÔØ Z | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ Œ supp Ext^i(F; G), dim Z = d. õÍÅÎØÛÉŒ X, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → A^d , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ f_{|Z} : Z → A^d ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ (ÇÌÁÄ- ËÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ df ŒÅÚÄÅ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÐÕÞÏË F ÎÁ X ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÍÅÅÔ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ÄÌÉÎÙ n − d ÐÕÞËÁÍÉ ŒÉÄÁ f^∗M. äÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÏ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË É Õ ÌÅÍÍÙ 14.16, ÔÏÌØËÏ ŒÍÅÓÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ X × X ÎÁÄÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ X ×_Ad X, Á ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÌÏÓËÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÙ ÐÒÉÍÅÔ ŒÉÄ q_∗p^∗F ∼= f^∗f_∗F. éÔÁË, ŒÙÂÅÒÅÍ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ

0 → f^∗M_{n−d} → · · · → f^∗M_1 → f^∗M_0 → F → 0:

œÙÂÅÒÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ A^d , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÕÞËÉ M_i ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙ ÎÁ U . ôÏÇÄÁ f^∗M_i ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙ ÎÁ f^{−1}(U ), ÚÎÁÞÉÔ ÎÁ f^{−1}(U ) ÉÍÅÅÍ Ext^{¿n−d}(F; O) = 0. îÏ ÔÁË ËÁË f : Z → A^d | ÎÁËÒÙÔÉÅ, ÔÏ Z ∩ f^{−1}(U ) ≠ ∅, ÚÎÁÞÉÔ i ≤ n − d. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ d ≤ n − i, ÔÏ ÅÓÔØ dim supp Ext^i(F; O_X ) ≤ n − i. □

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÞÏË F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÕÞËÏÍ k-ÙÈ ÓÉÚÉÇÉÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → F → E_1 → E_2 → · · · → E_k, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ E_i ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.24. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÕÞÏË ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÕÞËÏÍ ÐÅÒ- ŒÙÈ ÓÉÚÉÇÉÊ.

ìÅÍÍÁ 14.25. ðÕÓÔØ F | ÐÕÞÏË k-ÙÈ ÓÉÚÉÇÉÊ. ôÏÇÄÁ dim S_m(F) ≤ m − k.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ k. âÁÚÁ | k = 0 ÎÁÍ ÉÚŒÅÓÔÎÁ. ðÕÓÔØ ÔÅ- ÐÅÒØ k ¿ 0. ðÕÓÔØ F^′ = Coker(F → E_1). ôÏÇÄÁ Ext^i(F; O) = Ext^{i+1}(F^′; O), ÐÏÜÔÏÍÕ S_m(F) = S_{m−1}(F^′). îÏ F^′ | ÐÕÞÏË (k − 1)-ÙÈ ÓÉÚÉÇÉÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ dim S_{m−1}(F^′) ≤ (m − 1) − (k − 1) = m − k. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 14.26. åÓÌÉ F | ÐÕÞÏË ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÁ X, ÔÏ codim S(F ) ≥ 2. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ X | ËÒÉŒÁÑ, ÔÏ F ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.27. ðÕÓÔØ X | ËÒÉŒÁÑ, Á E | ÐÕÞÏË ÎÁ X. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (1) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ Ô.Ð. 0 → T → E → F → 0, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ T | ÐÕÞÏË ËÒÕÞÅÎÉÑ, Á F | ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ; (2) Hom(F; T ) ∼= T^{⊕r(F )}, Ext^{¿0}(F; T ) = 0; (3) Ext^{¿0}(F; T ) = 0; (4) E ∼= F ⊕ T .

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÁ P^2. œÙÂÅ- ÒÅÍ ÔÏÞËÕ P ∈ P^3 É ÐÕÓÔØ E = J_P . ðÒÉÍÅÎÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(−; O) Ë ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → J_P → O → O_P → 0. ðÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → 0 → O → (J_P )^∗ → 0 → 0 → Ext^1(J_P ; O) → O_P → 0. úÎÁÞÉÔ (J_P )^∗ ∼= O É Ext^1(J_P ; O) ∼= O_P , ÔÏ ÅÓÔØ J_P ÎÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ.

ìÅÍÍÁ 14.28. ðÕÞÏË E ÒÅÆÌÅËÓÉŒÅÎ ⇐⇒ E | ÐÕÞÏË ŒÔÏÒÙÈ ÓÉÚÉÇÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: (=⇒) œÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ ÐÕÞËÁ E^∗ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÒÅÚÏÌØ- ŒÅÎÔÕ E_1 → E_0 → E^∗ → 0 É ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ. ðÏÌÕÞÉÍ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ 0 → E^{∗∗} → E^∗_0 → E^∗_1 . îÏ E ∼= E^{∗∗}, ÚÎÁÞÉÔ E | ÐÕÞÏË ŒÔÏÒÙÈ ÓÉÚÉÇÉÊ.

(⇐=) œÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → E → E_1 → E_2 É ÄŒÁÖÄÙ ÄÕÁÌÉÚÉÒÕÅÍ. ðÏÌÕÞÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

0 � E �

¯_E � E_1 � ∼= � E_2 ∼= � E^{∗∗} � E^{∗∗}_1 � E^{∗∗}_2

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÎÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S(E) ÍÏÒÆÉÚÍ ¯_E | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÕÞÏË Ker(E^{∗∗} → E^{∗∗}_1 ) | ÐÕÞÏË ËÒÕÞÅÎÉÑ. îÏ E^{∗∗} ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÚÎÁÞÉÔ ÎÉÖÎÑÑ ÓÔÒÏÞËÁ ÔÏÞÎÁ Œ E^{∗∗}. ðÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÐÑÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ E ∼= E^{∗∗}. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 14.29. åÓÌÉ F | ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ X, ÔÏ codim S(F ) ≥ 3. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ X | ËÒÉŒÁÑ ÉÌÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ÔÏ F ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.30. ðÕÓÔØ E | ÐÕÞÏË ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ X Ó c_1(E) = 0. ôÏÇÄÁ E ∼= J_Z , ÇÄÅ Z ⊂ X | ÎÕÌØÍÅÒÎÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÇÏ, ÎÏ ÎÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ ÎÁ P^3. œÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÕ P ∈ P^3 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓ ëÏÛÕÌÑ

0 → O(−3)^A→ O(−2)^{⊕3} → O(−1)^{⊕3 B}→ O → O_P → 0:

ðÕÓÔØ E = Coker A = Ker B. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ E | ÐÕÞÏË ŒÔÏÒÙÈ ÓÉÚÉÇÉÊ, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÅÎ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(−; O) Ë ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ 0 → O(−3)^A→ O(−2)^{⊕3} → E → 0. ðÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → E^∗ → O(2)^{⊕3 A∗}→ O(3) → Ext^1(E; O) → 0. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ A^∗ = B, ÐÏÜÔÏÍÕ Ext^1(E; O) ∼= O_P (3) ∼= O_P , ÚÎÁÞÉÔ E ÎÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÅÎ.