12. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

ïÂÝÉÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÏÎÎÙÍ ÚÁÄÁÞÁÍ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. óÎÁ- ÞÁÌÁ ŒÙÄÅÌÑÀÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÕÅÍÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ, Á ÚÁ- ÔÅÍ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÏÂSSÅËÔÏŒ Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍÉ ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÁÍÉ. óÌÅÄÕÑ ÜÔÏÍÕ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÓÅÇÏÄÎÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ. 12.1. õÓÌÏŒÉÑ ûŒÁÒÃÅÎÂÅÒÇÅÒÁ. îÁÉÂÏÌÅÅ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍÉ ÉÎŒÁ- ÒÉÁÎÔÁÍÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁ ÐÒÏÅÔËÉŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ P^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÎÇ r(E) ∈ Z_{≥0} É ËÌÁÓÓÙ þÖÅÎÑ c_i(E) ∈ H^{2i}(P^n; Z) (1 ≤ i ≤ r(E)). ðÏÌØÚÕ- ÑÓØ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅÍ H^{2i}(P^n; Z) = Zh^i ∼= ZÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÌÁÓÓÙ þÖÅÎÑ ËÁË ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. œÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÌÉ r É ÎÁÂÏÒÁ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (c_1; : : : ; c_r) ∈ Z^r ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÒÁÎÇÁ r Ó c_i(E) = c_i. îÅÏÂÈÏÄÉ- ÍÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 12.1. ðÕÓÔØ E | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ r ÎÁ P^n. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÁ x_1; : : : ; x_r ∈ C ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

1 + c_1(E)t + · · · + c_r(E)t^r = r∏ i=1 (1 + x_it):

ôÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ r∑ i=1 ( n + x_i + s n ) ∈ Z ∀s ∈ Z; (12.2)

ÇÄÅ ( z n ) = z(z − 1) : : : (z − n + 1)=n! ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z ∈ C .

õÓÌÏŒÉÅ (12.2) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ûŒÁÒÃÅÎÂÅÒÇÅÒÁ S^r_n. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

ÕÓÌÏŒÉÅ S^1_n ŒÙÐÏÌÅÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ c_1 ∈ Z; ÕÓÌÏŒÉÅ S^r_1 ŒÙÐÏÌÅÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ c_1 ∈ Z; ÕÓÌÏŒÉÅ S^2 ŒÙÐÏÌÅÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ c_1; c_2 ∈ Z; ÕÓÌÏŒÉÅ S^2_3 ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏŒÉÀ c_1 c_2 ≡ 0 (mod 2); ÕÓÌÏŒÉÅ S^3 ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏŒÉÀ c_1 c_2 ≡ c_3 (mod 2); ÕÓÌÏŒÉÅ S^2_4 ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏŒÉÀ c_2(c_2 +1 − 3 c_1 −2 c^2_1) ≡ 0 (mod 12).

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 12.1 ÐÒÏŒÅÒÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÌÅÚÎÙÈ ÆÁËÔÏŒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÌÅŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (12:2) ÞÅÒÅÚ S(E; s).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.4. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ch_p(E) = (x^p_1 + · · · + x^p_r )=p!. (2) ðÒÏ- ŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ S(E; s) =

∑_n

p=0 a_p(s) ch_p(E), ÇÄÅ a_p(s) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ s Ó ÒÁÃÉ- ÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E. (3) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S(E; s) = S(E(s); 0).

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÅÏÒÅÍÁ 12.1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÍÁÎÁ-òÏÈÁ ÄÌÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÜÊÌÅÒÏŒÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÐÕÞËÁ E ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÏÍ Ø(E) = n∑ p=0 (−1)^p dim H^p(P^n; E): 1

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.5. (1) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Ø(E) ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑ- ÍÙÈ ÓÕÍÍ. (2) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Ø(E) ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 12.6 (ôÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ-òÏÈÁ). ðÕÓÔØ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ r ÎÁ P^n. ôÏÇÄÁ Ø(E) = S(E; 0).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: óÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ŒÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P^n ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ O(k). äÁÌÅÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÏÔÔÁ ÓÌÅÄÕÅÔ n∑ p=0 (−1)^p dim H^p(P^n; O(k)) = dim S^kC^{n+1} ; ÐÒÉ k ≥ 0 0; ÐÒÉ −n ≤ k ≤ −1 (−1)^n dim S^{−k−n−1}C^{n+1} ; ÐÒÉ k ≤ −n − 1

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÜÔÏ ÒÁŒÎÏ ( n + k n ) = S(O(k); 0). úÎÁ-

ÞÉÔ Ø(E) = S(E; 0) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

úÁÍÅÔÉÍ ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ ÉÚ õÐÒ. 12.4 (2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ S(E; 0) =

∑_n

p=0 a_p(0) ch_p(E), ÚÎÁÞÉÔ S(E; 0) ÁÄÄÉÔÉŒÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ õÐÒ. 12.5 (1) ÜÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ Ø(E) ÔÏÖÅ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ Ø(E) = S(E; 0) ÄÌÑ ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

äÁÌÅÅ, ÔÁË ËÁË ÈÁÒÁËÔÅÒ þÖÅÎÑ ÁÄÄÉÔÉŒÅÎ Œ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ, ÔÏ ÉÚ õÐÒ. 12.4 (2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ S(E; 0) ÁÄÄÉÔÉŒÎÏ Œ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÑÈ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ õÐÒ. 12.5 (2) ÜÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ Ø(E) ÔÏÖÅ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ Œ ÔÏÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ Ø(E) = S(E; 0) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ÉÚ ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

œÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÔÁËÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ. úÎÁÞÉÔ, ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ-òÏÈÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. □

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 12.1: éÚ õÐÒ. 12.4 (3) É ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÍÁÎÁ-òÏÈÁ ÓÌÅÄÕÅÔ S(E; s) = S(E(s); 0) = Ø(E(s)) ∈ Z ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s ∈ Z. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ôÅÏÒÅÍÕ òÉÍÁÎÁ-òÏÈÁ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓŒÑÚ- ÎÏÇÏ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X É ÌÀÂÏÇÏ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ E ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. œ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ òÉÍÁÎÁòÏÈÁ-èÉÒÃÅÂÒÕÈÁ É ÇÌÁÓÉÔ

Ø(E) = deg(ch(E) · td(T_X ));

ÇÄÅ Ø(E) =

∑_{dim X} p=0 (−1)^p dim H^p(X; E), td(T_X ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÌÁÓÓ ôÏÄÄÁ ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T_X , ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

td(T_X ) =

dim X∏

i=1 x_i(T_X ) 1 − e^{− xi(TX )} ; Á deg ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏÅËÃÉÀ H^•(X; Z) → H^{2 dim X} (X; Z) = Z.

12.2. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÍ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÚÁÍÅÎÉŒ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ úÁÒÉÓ- ËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ É ÏÓÌÁÂÉŒ ÕÓÌÏŒÉÅ ÁÌÅÇÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÊ ß_E , g_{xy} ÄÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ÉÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÎÑÔÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.7. (1) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ 0 → E_1 → E_2 → E_3 → 0 ÉÍÅÅÍ E_2 ∼= E_1 ⊕ E_3. (2) ðÒÏ- ŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓÙ þÖÅÎÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

œÏÐÒÏÓ Ï ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÓÏÐÏÓÔÁ- ŒÌÑÑ ŒÓÑËÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÀ ÅÇÏ ËÌÁÓÓ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÁ Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÒÅÛÅÎÁ, ÏÄ- ÎÁËÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÏÂ ÜÔÏÍ ÉÍÅÅÔÓÑ.

œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ ûŒÁÒÃÅÎÂÅÒÇÅÒÁ (Œ ÏÔÌÉÞÉÉ ÏÔ ÔÅÏÒÅÍÙ òÉÍÁÎÁ-òÏÈÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌÁ). äÁÌÅÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÕ- ÞÁÅŒ.

(r ¿ n) ìÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ŒÓÅÇÄÁ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ. œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 9.11 ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÕÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÒÁÎÇÁ r ¿ n ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ r − n, ÏÔËÕÄÁ Œ ÓÉÌÕ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÔÙ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ E ∼= O^{r−n}_{cont} ⊕ E^′, ÇÄÅ E^′ | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ n, Á O^{r−n}_{cont} | ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ r − n. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ c(E) = c(E^′). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÚÁÄÁÞÁ Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÒÁÎÇÁ r ¿ n ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÒÁÎÇÁ n.

(r = n) œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÎÁÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÄÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ôÏÍÁÓÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 12.8 (ôÏÍÁÓ). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÞÉÓÅÌ (c_1; : : :; c_n) ∈ Z^n, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ûŒÁÒÃÅÎÂÅÒÇÅÒÁ S^n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÓÔŒÅÎÎÏÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÎÁ P^n, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ c_i(E) = c_i.

(r = 1) œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ûŒÁÒÃÅÎÂÅÒÇÅÒÁ ÎÅ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÀÔ ÎÉËÁËÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ c_1(E). îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÇÏ c_1 ∈ ZÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÓÔŒÅÎÎÏÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÒÁÎÇÁ 1 ÎÁ P^n, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ c_1(E) = c_1.

(r = 2; n = 3) õÓÌÏŒÉÅ ûŒÁÒÃÅÎÂÅÒÇÅÒÁ S^2_3 ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏŒÉÀ c_1 c_2 ≡ 0 (mod 2). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ áÔØÉ-òÉÓÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ (c_1; c_2) ∈ Z^2, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P^3, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ c_i(E) = c_i. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ c_1 ÔÁËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÅÄÉÓÔŒÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, Á ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ c_1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ 2 ÔÁËÉÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. üÔÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅ- ÍÏÇÏ ÁÌØÆÁ-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁ ff(E) ∈ Z=2Z. äÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÁÌØÆÁ- ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ËÁË \ÐÏÌÏŒÉÎÕ" ÜÊÌÅÒÏŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ

ff(E) = dim H^0(P^3; E(−k − 2)) − dim H^1(P^3; E(−k − 2)); (12.9)

ÇÄÅ k = c_1(E)=2.

12.3. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÈ. óÌÅ- ÄÕÀÝÉÊ ŒÏÐÒÏÓ | ÜÔÏ ÎÁÌÉÞÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ Œ ÄÁÎÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÉÌÉ ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ŒŒÅÄÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ. òÁÚ- ÂÅÒÅÍ ÓÉÔÕÁÃÉÀ Œ ÓÌÕÞÁÅ P^1, P^2 É P^3.

(P^1) óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÒÁÚÄÅÌÕ ËÌÁÓÓÙ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ P^1 ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÐÁÒÁÍÉ (r; c_1), ÇÄÅ r ∈ Z_{≥0} É c_1 ∈ Z. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÅ O^{r−1} ⊕ O(c_1) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ, ÌÅÖÁÝÅÍ Œ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ ËÌÁÓÓÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ŒÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P^1 ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ.

(P^2) œ ÓÌÕÞÁÅ r = 1 ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÐÕÎËÔÕ. ëÌÁÓÓÙ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÒÁÎÇÁ 1 ÎÁ P^2 ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ c_1 ∈ Z. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ O(c_1) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ, ÌÅÖÁÝÅÍ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ ËÌÁÓÓÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

œ ÓÌÕÞÁÅ r = 2 ËÌÁÓÓÙ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P^2 ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÐÁÒÁÍÉ (c_1; c_2), ÇÄÅ c_1; c_2 ∈ Z. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÔÁËÏÅ ÒÁÓÓÌÏ- ÅÎÉÅ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ. œÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ (c_1; c_2) É ÐÏÌÏÖÉÍ ´ = c^2_1 −4 c_2. œÙÂÅÒÅÍ ÔÅÐÅÒØ k ∈ ZÔÁË, ÞÔÏÂÙ

k ≤ 2; k^2 ≥ ´ É k ≡ c_1 (mod 2):

ôÏÇÄÁ ´ = k^2 − 4m, ÇÄÅ m ∈ ZÉ m ≥ 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ

F_{c1;c2} = E ( c_1 −k 2 ) , ÇÄÅ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ËÏÎ-

ÓÔÒÕËÃÉÉ óÅÒÒÁ Ë ÎÁÂÏÒÕ m ÔÏÞÅË Y = {x_1; : : :; x_m} É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÕ N_{Y =P}2 ∼= O(k)_{|Y} (ÓÍ. 11.11(1)). ìÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ c_i(F_{c1 ;c2} ) = c_i, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

îÁËÏÎÅÃ, Œ ÓÌÕÞÁÅ r ¿ 2 ÐÒÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ c_1; c_2 ∈ ZÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ O^{r−2} ⊕F_{c1;c2} ÉÍÅÅÔ ËÌÁÓÓÙ þÖÅÎÑ c_1 É c_2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ

ôÅÏÒÅÍÁ 12.10 (ûŒÁÒÃÅÎÂÅÒÇÅÒ). œÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ P^2 ÄÏ- ÐÕÓËÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ.

(P^3) œ ÓÌÕÞÁÅ r = 1 ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÐÕÎËÔÕ. ëÌÁÓÓÙ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÒÁÎÇÁ 1 ÎÁ P^3 ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ c_1 ∈ Z. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ O(c_1) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ, ÌÅÖÁÝÅÍ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ ËÌÁÓÓÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

œ ÓÌÕÞÁÅ r = 2 ËÌÁÓÓÙ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P^3 ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÐÁÒÁÍÉ (c_1; c_2), ÇÄÅ c_1; c_2 ∈ Z, ÔÁËÉÍÉ ÞÔÏ c_1 c_2 ≡ 0 (mod 2) É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÔÎÏÇÏ c_1 ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÁÌØÆÁ-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÔÁËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÅ E ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 11.11(3), ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ óÅÒÒÁ Ë Y = Y_1 ⊔ · · ·⊔ Y_m, ÇÄÅ Y_i | ÐÏÌÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏ- ÓÔÅÊ ÓÔÅÐÅÎÅÊ a_i É a^′_i, a_i + a^′_i = k, ÔÁË ÞÔÏ ÉÍÅÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → O → E → J_Y (k) → 0. ìÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ c_1(E) = k, c_2(E) =

∑_m i=1 a_ia^′_i.

ðÒÉ ÞÅÔÎÏÍ k ÎÁÄÏ ÅÝÅ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÁÌØÆÁ-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ.

ìÅÍÍÁ 12.11. ðÕÓÔØ k | ÞÅÔÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, m ¿ 0 É a_1; : : : ; a_m | ÎÁÂÏÒ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ 1 ≤ a_i ≤ k=2. ðÕÓÔØ a^′_i = k − a_i, Á E |

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ŒÙÛÅ. ôÏÇÄÁ

ff(E) = (m−1)d(k=2−2)+ m∑ i=1 d(k=2−a_i−2); ÇÄÅ d(s) = { 1; ÐÒÉ s = 4t, t ∈ Z_{≥0} 0; ÉÎÁÞÅ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: úÁÍÅÔÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ d(s) = dim H^0(P^3; O(s)) mod 2. ôÅ- ÐÅÒØ ÐÒÉÓÔÕÐÉÍ Ë ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍ. ðÏÄËÒÕÞÉŒÁÑ ÎÁ O(−k=2 − 2) ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÕÀ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E, ÐÏÌÕÞÁÅÍ 0 → O(−k=2 − 2) → E(−k=2 − 2) → J_Y (k=2 − 2) → 0: (12.12) ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÍÅÀÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → J_Y (k=2 − 2) → O(k=2 − 2) →^m⊕_{i=1} O_{Yi} (k=2 − 2) → 0; (12.13)

0 → O(−k=2 − 2) → O(k=2 − a_i − 2) ⊕ O(k=2 − a^′_i − 2) → → O(k=2 − 2) → O_{Yi} (k=2 − 2) → 0: (12.14) ðÏÌØÚÕÑÓØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ (12:14) ÌÅÇËÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ H^0(P^3; O_{Yi} (k=2 − 2)). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (−k=2−2) É (k=2−a^′_i −2) ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÉ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Œ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ ≤ 2. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÈ ËÏÇÏÍÏÌÏ- ÇÉÉ ÎÅ ÏËÁÚÙŒÁÀÔ ŒÌÉÑÎÉÑ ÎÁ H^0(P^3; O_{Yi} (k=2 − 2)) É ÚÎÁÞÉÔ

dim H^0(P^3; O_{Yi} (k=2 − 2)) =

= dim H^0(P^3; O(k=2 − 2)) − dim H^0(P^3; O(k=2 − a_i − 2)) = = d(k=2 − 2) + d(k=2 − a_i − 2) mod 2:

äÁÌÅÅ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (12.12) É (12.13) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ff(E) = dim H^0(P^3; E(−k=2 − 2)) + dim H^1(P^3; E(−k=2 − 2)) =

= dim H^0(P^3; J_Y (k=2 − 2)) − dim H^1(P^3; J_Y (k=2 − 2)) = = dim H^0(P^3; O(k=2 − 2)) −

∑_m i=1 dim H^0(P^3; O_{Yi} (k=2 − 2)) = = d(k=2 − 2) − md(k=2 − 2) −

∑_m i=1 d(k=2 − a_i − 2) = = (m − 1)d(k=2 − 2) +

∑_m i=1 d(k=2 − a_i − 2) mod 2: □ ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ∀c_1; c_2 ∈ Z, Ô.Þ. c_1c_2 ≡ 0 mod 2 (Á ÐÒÉ c_1 ≡ 0 mod 2 ÅÝÅ É ∀ff ∈ Z=2Z) ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ k ≡ c_1 mod 2 É ÎÁÂÏÒ 0 ¡ a_1; : : : ; a_m ≤ k=2, ÔÁË ÞÔÏ k^2 − 4 ∑ a_i(k − a_i) = ´(c_1; c_2) := c^2_1 − 4c_2, Á ÅÓÌÉ k ÞÅÔÎÏ, ÔÏ ÅÝÅ É (m − 1)d(k=2 − 2) +

∑_m i=1 d(k=2 − a_i − 2) = ff mod 2. äÅÌÏ ÜÔÏ ÍÕÔÏÒÎÏÅ, ÎÏ ÎÉËÁËÏÊ ÎÁÕËÉ ÎÅ ÔÒÅÂÕÀÝÅÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 12.15 (áÔØÑ{òÉÓ{èÏÒÒÏËÓ). œÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁ P^3 ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ôÅÏÒÅÍÁ 12.16 (æÏÇÅÌÅÒ). œÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 3 ÎÁ P^3 ÄÏ- ÐÕÓËÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ.

òÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÓÔÒÏÑÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ 0 → O ⊕ O → E → J_Y (k) → 0, ÇÄÅ Y = Y_1 ⊔ · · · ⊔ Y_m, Y_i | ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÓÔÅÐÅÎÅÊ a_i, a^′_i É a_i + a^′_i ≥ k.

œÏÐÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÑÈ ÎÁ P^n ÐÒÉ n ≥ 4 ÎÅ ÒÅÛÅÎ.