ìÅËÃÉÑ 19. ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

œÓÑ ÜÔÁ ÌÅËÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÏÄÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÑŒÌÑ- ÀÝÅÊÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ. óÌÏ- ŒÁ ĂŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏĄ ÂÕÄÕÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ ĂËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏĄ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 19.1. ðÕÓÔØ V_1 ⊂ E_1 É V_2 ⊂ E_2 | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ËÏÇÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : E_1 → E_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÌÁÓÓÁ C^r, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÇÏÍÅÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ É ÐÒÉ ÜÔÏÍ f É f^{−1} ÇÌÁÄËÉ ËÌÁÓÓÁ C^r.

åÓÌÉ f | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÔÁË ÞÔÏ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, m = n).

ôÅÏÒÅÍÁ 19.2. ðÕÓÔØ E É F | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ, U ⊂ E | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É f : U → F | ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ C^r. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ U ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ Df(p): E → F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÔÏÞËÕ p ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_1 ⊂ U, ÞÔÏ f(U_1) ⊂ F | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ f|_{U1} : U_1 → f(U_1) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÌÁÓÓÁ C^r.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ dim E = dim F . åÓÌÉ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ŒÙÂÏÒÅ ÂÁÚÉÓÏŒ Œ E É F ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(x_1; : : :; x_n) → (’_1(x_1; : : :; x_n); : : :; ’_n(x_1; : : :; x_n));

ÔÏ Df(p) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÔÅÌØ | | | | | @’_1 @x_1 (p) : : :

@’_1 @x_n (p)

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

@’_n @x_1 (p) : : :

@’_n @x_n (p)

| | | | ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. ôÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÅ ÉÚ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÑËÏÂÉÁÎÁÍÉ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÏÌÏÖÉÍ n = dim E = dim F É ŒÙÂÅ- ÒÅÍ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ E É F ÎÏÒÍÙ | ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, L^∞-ÎÏÒÍÙ (ÍÁËÓÉÍÕÍ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ).

îÏÒÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A: E → F , ÇÄÅ E É F | ÎÏÒÍÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ

‖A‖ = sup_{v≠0} ‖Av‖ ‖v‖ = sup_{‖v‖=1} ‖Av‖:

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ‖A‖ = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A = 0. åÓÌÉ E É F ËÏ- ÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ, ÔÏ ‖A‖ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÁ (ÓÍ. ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 17.2). æÕÎËÃÉÑ A → ‖A‖ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ Hom(E; F ) (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÏÞÅŒÉÄ- ÎÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ‖A + B‖ ⩽ ‖A‖ + ‖B‖, ÐÏËÁÚÙŒÁÀÝÅÇÏ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Hom(E; F )). åÓ- ÌÉ A: E → F | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ v; w ∈ E ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÁ ‖A^{−1}‖^{−1} · ‖v − w‖ ⩽ ‖Av − Aw‖ ⩽ ‖A‖ · ‖v − w‖: (19.1) îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÏÃÅÎËÁ.

ìÅÍÍÁ 19.3. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ U É ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ∋ a, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏÍ: ÅÓÌÉ x ∈ V , x + h ∈ V ÔÏ ‖f(x + h) − f(x) − f^′(x) · h‖ ⩽ ”‖h‖.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f = (f_1; : : :; f_n), ÇÄÅ f_i : U → R; ÐÒÉÍÅÎÉÍ Ë ËÁÖÄÏÊ ÉÚ f_i ÔÅÏÒÅÍÕ 18.2 ÐÒÉ r = 1.

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÓÔÕÐÉÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅ- ÍÙ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

ìÅÍÍÁ 19.4. ðÕÓÔØ E É F | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, U ⊂ E | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, f : U → F | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ C^1. åÓ- ÌÉ f^′(a) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ U, ÔÏ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ∋ a, ÞÔÏ f(p) ≠ f(q), ËÁË ÔÏÌØËÏ p; q ∈ V É p ≠ q.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÁË ËÁË f ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^1 É f^′(a) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÓÕÝÅÓÔÕÀÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V_1 ∋ a É ÞÉÓÌÏ M ¿ 0, ÏÂÌÁ- ÄÁÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÄÌÑ ŒÓÅÈ b ∈ V_1 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^′(b) ÑŒÄ- ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ É ‖(f^′(b))^{−1}‖ ⩽ M. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÐÅÒØ ÌÅÍÍÕ 19.3 ÄÌÑ ” = 1=2M, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ Õ ÔÏÞËÉ a ÅÓÔØ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ⊂ V_1 ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÅÓÌÉ x ∈ V , x + h ∈ V ÔÏ

f(x + h) − f(x) = f^′(x) · h + R(x; h);

ÇÄÅ ‖R(x; h)‖ ⩽ ‖h‖=2M. ðÏÓËÏÌØËÕ, ŒŒÉÄÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (19.1), ‖f^′(x)h‖ ⩾ ‖h‖=M, ÉÍÅÅÍ ‖R(x; h)‖ ¡ ‖f^′(x) · h‖, ÏÔËÕÄÁ f(x + h) − f(x) ≠ 0.

éÔÁË, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ C^1 Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÂÕÄÅÔ ÌÏËÁÌØÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. îÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ (ËÌÀÞÅŒÏÍ) ÛÁÇÅ ÍÙ ÕÓÔÁ- ÎÏŒÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ, ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, ÏÔËÒÙÔÏ | ÐÅÒÅ- ŒÏÄÉÔØ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÏÔËÒÙÔÙÅ.

ìÅÍÍÁ 19.5. ðÕÓÔØ E É F | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, U ⊂ E | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, f : U → F | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ C^1. åÓÌÉ f^′(a) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ U, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ f(U) ⊂ F ÏÔËÒÙÔÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ a ∈ U. îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ W ∋ f(a), ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ y ∈ W ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ x ∈ U, ÞÔÏ f(x) = y. íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ x Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÇÏ ĂÍÅÔÏÄÁ îØÀÔÏÎÁĄ. éÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ŒÓÅÈ x, ÂÌÉÚ- ËÉÈ Ë a, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f(x) ≈ f(a) + f^′(a)(x − a). åÓÌÉ ÂÙ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÂÙÌÏ ÔÏÞÎÙÍ (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ f ÂÙÌÏ ÁÆÆÉÎÎÙÍ), ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ f(x) = y ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÞÅŒÉÄ- ÎÏ: ÐÏÓËÏÌØËÕ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^′(a) ÏÂÒÁÔÉÍÏ, ÍÏÖÎÏ (É ÎÕÖÎÏ) ÂÙÌÏ ÂÙ ŒÚÑÔØ x = x_1 = a + (f^′(a))^{−1}(y − f(a)). œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÞËÁ x_1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ f(x) = y; ÚÁÐÉÛÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f(x) ≈ f(x_1) + f^′(x_1)(x − x_1) É, ÚÁÍÅÎÑÑ ≈ ÎÁ =, ÎÁÊÄÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ f(x_1)+f^′(x_1)(x−x_1) = y; ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÅÓÔØ x_2 = x_1 + (f^′(x_1))^{−1}(y − f(x_1)). ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_n} ÔÏÞÅË- ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ

x_0 = a; x_n = x_{n−1} + (f^′(x_{n−1}))^{−1}(y − f(x_{n−1})): (19.2)

èÏÞÅÔÓÑ ÎÁÄÅÑÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ Ë ÔÏÞËÅ x ∈ U É ÞÔÏ f(x) = y. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ y, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÈ Ë f(a), ÔÁË É ÂÕÄÅÔ.

òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 19.4: ŒŒÉÄÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔ f ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V_1 ∋ a É ËÏÎÓÔÁÎÔÁ M ¿ 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ p ∈ V_1 ÉÍÅÅÍ ‖(f^′(p))^{−1}‖ ⩽ M, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 19.3 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V_2 ∋ a, ÓÏÄÅÒÖÁ- ÝÁÑÓÑ Œ V_1 É ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x^′; x^{′′} ∈ V_2, ÔÏ ‖f(x^{′′}) − f(x^′) − f^′(x)(x^{′′} − x^′)‖ ⩽ ‖x^{′′} − x^′‖=2M. éÚ (19.2) ÔÅÐÅÒØ ŒÙ- ÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x_{n−1}; x_n ∈ V_2, ÔÏ

f(x_n) = f(x_{n−1}) + f^′(x_{n−1})f^′(x_{n−1})^{−1}(y − f(x_{n−1})) + R_n = y + R_n; (19.3) ÇÄÅ ‖R_n‖ ⩽ 1 2M ‖(f^′(x_{n−1})^{−1})(y−f(x_{n−1}))‖ ⩽ 1 2M ·M‖y−f(x_{n−1})‖ ⩽ 1 2 ‖y−f(x_{n−1})‖:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ‖y − f(x_n)‖ ⩽ 1 2 ‖y − f(x_{n−1})‖; (19.4)

ÏÔËÕÄÁ lim f(x_n) = y, ÔÁË ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_n} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ x, ÔÏ f(x) = y. œÐÒÏÞÅÍ, ÐÏÍÉÍÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {x_n} ÎÁÄÏ ÅÝÅ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔØ, ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ x_n ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌÉ V_2, ÉÎÁÞÅ (19.3) É ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÍÙÓÌÁ. þÔÏÂÙ ÄÏ- ÂÉÔØÓÑ ÅÝÅ É ÜÔÏÇÏ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ x_1; : : :; x_{n−1} ∈ V_2 ÉÚ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ (19.2) É (19.4) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

‖x_n − x_{n−1}‖ ⩽ M‖f(x_{n−1}) − y‖ ⩽ M‖f(a) − y‖=2^{n−1}: (19.5)

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ x_1; : : :; x_n ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ, ÔÏ

‖x_n −a‖ ⩽ n∑ k=1 ‖x_k −x_{k−1}‖ ⩽ M‖f(a)−y‖(1+ 1 2 + 1 2^2

+: : :) ⩽ 2M‖f(a)−y‖:

(19.6) åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ V_2 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ ffi (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏÒÍÙ ‖ · ‖) Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ a, É ÅÓÌÉ ‖f(a) − y‖ ¡ ffi=2M, ÔÏ ÉÚ (19.6) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ‖x_n − a‖ ¡ ffi, ÔÁË ÞÔÏ f_n ∈ V_2 ÄÌÑ ŒÓÅÈ n; ÐÏÓËÏÌØËÕ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÑÄ x_0 + ∑ i⩾1(x_i − x_{i−1}) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÎÏÒÍÅ ŒŒÉÄÕ (19.5), ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_n} ÓÈÏÄÉÔÓÑ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ f(a) Ó ÒÁÄÉÕÓÏÍ ffi=2M ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÏÂÒÁÚÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f.

úÁŒÅÒÛÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÕÓÔØ f : U → F | ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ C^r, É ÐÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ U ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^′(a): E → F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ U, E É F ÉÍÅ- ÀÔ ÐÒÅÖÎÉÊ ÓÍÙÓÌ). õÍÅÎØÛÁÑ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ U, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f^′(p) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ p ∈ U (ŒŒÉÄÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ f^′) É ÞÔÏ f ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (ÌÅÍÍÁ 19.4). ìÅÍÍÁ 19.5 ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÉ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÉ f ÏÔËÒÙÔ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, f(U) ÏÔËÒÙÔÏ Œ F É ÏÇÒÁÎÉÞÅ- ÎÉÅ f|_U : U → f(U) | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÕÓÔØ g : f(U) → U | ÏÂÒÁÔÎÏÅ (ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ g ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^r. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ a ∈ U É b = f(a). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ g ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ Œ ÔÏÞËÅ b É ÞÔÏ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÒÁŒÎÁ (f^′(a))^{−1} (ÎÉÞÅÍÕ ÄÒÕÇÏÍÕ ÏÎÁ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ É ÎÅ ÍÏÇÌÁ ÂÙ!). îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

lim_{y→b}

‖g(y) − g(b) − ((f^′(a))^{−1})(y − b)‖ ‖y − b‖ = 0:

ðÏÓËÏÌØËÕ f É g | ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÜÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ

lim_{x→a}

‖x − a − ((f^′(a))^{−1})(f(x) − f(a))‖ ‖f(x) − f(a)‖

= 0: (19.7) ðÏÓËÏÌØËÕ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ Œ ÔÏÞËÅ a, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f(x) − f(a) = f^′(a)(x − a) + (x), ÇÄÅ ‖(x)‖ = o(‖x − a‖). ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÏ Œ (19.7), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

lim_{x→a}

‖f^′(a)^{−1}((x))‖ f^′(a)(x − a) + (x)

= 0: (19.8)

ôÁË ËÁË f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ M ¿ 0, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ x, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÈ Ë a, ÉÍÅÅÍ ‖(f^′(x))^{−1}‖ ⩽ M, ÏÔËÕÄÁ ‖f^′(a)(x−a)‖ ⩾ ‖x−a‖=M; ÕÍÅÎØÛÁÑ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÉÔ x, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ‖(x)‖ ⩽ ‖x − a‖=2M; ÚÎÁ- ÞÉÔ, ÄÌÑ ŒÓÅÈ x, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÈ Ë a, ÎÏÒÍÁ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ‖x − a‖=2M. òÁŒÅÎÓÔŒÏ (19.8) ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ Œ (19.8), ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÅÓÔØ o(‖x − a‖).

ôÁË ËÁË g^′(b) = (f^′(g(b)))^{−1}, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔØ g ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g É ÏÐÅÒÁÃÉÉ ŒÚÑÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÚÁÐÉÓÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÏÔ f É g Œ ÍÁÔÒÉÞ- ÎÏÍ ŒÉÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ g^′ = (f^′)^{−1} ÂÕÄÕÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ f^′; ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ, ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ r ÒÁÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÔÁËÏŒÙ É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ g^′. œÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.