ìÅËÃÉÑ 16. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÅÒ; ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ R^n

çÌÁŒÎÁÑ ÃÅÌØ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ | ÆÏÒÍÁÌÉÚÏŒÁÔØ Œ ÒÁÍËÁÈ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ ĂÐÒÉÎÃÉÐ ëÁŒÁÌØÅÒÉĄ: ÏÂSSÅÍ ÔÅÌÁ ÒÁŒÅÎ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÏÔ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÅÇÏ ÐÌÏÓËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ. ðÏ ÈÏÄÕ ÄÅÌÁ ÂÕÄÅÔ ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ É ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ R^n ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ n.

þÔÏÂÙ ÎÅ ÐÒÅÒÙŒÁÔØ ÎÉÔØ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÎÁÞÎÅÍ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÞÉÓÔÏ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 16.1. ðÕÓÔØ X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É B ⊂ 2^X | ÂÕ- ÌÅŒÁ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ 2^X , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ B É ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÅÓÌÉ C_1 ⊂ C_2 ⊂ : : : (ÓÏÏÔŒ., C_1 ⊃ C_2 ⊃ : : :) | ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ (ÓÏÏÔŒ., ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ) ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ B, ÔÏ ⋃_∞ i=1 C_i (ÓÏÏÔŒ. ⋂_∞ i=1 C_i) ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ B. ôÏÇÄÁ E ÑŒÌÑÅÔÓÑ œ-ÁÌÇÅÂÒÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ E ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÕÌÅŒÏÊ ÐÏÄÁÌÇÅ- ÂÒÏÊ Œ 2^X . äÌÑ ÜÔÏÇÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ E ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ \. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ A ∈ B É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ A\C ∈ E ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ C ∈ E. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ C ⊂ X, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ A \ C ∈ E, ÓÏÄÅÒÖÉÔ E; ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, A \ C ∈ E, ËÁË ÔÏÌØËÏ C ∈ B, É ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ C_1 ⊂ C_2 ⊂ : : : (ÓÏÏÔŒ. C_1 ⊃ C_2 ⊃ : : :) | ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ (ÓÏÏÔŒ. ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ A \ C_i ∈ E ÐÒÉ ŒÓÅÈ i, ÔÏ A \ ⋃ i C_i ∈ E (ÓÏÏÔŒ. A \ ⋂ i C_i ∈ E) ÔÁËÖÅ ÌÅÖÉÔ Œ E. ðÅÒŒÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÔÁË ËÁË B | ÂÕÌÅŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, Á ŒÔÏÒÏÅ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÚÁËÏÎÏŒ ÄÅ íÏÒÇÁÎÁ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ E.

äÁÌÅÅ, ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁŒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ B ∈ E, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ {A ⊂ X | A \ B ∈ E} ⊃ E: ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ E | ÂÕÌÅŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ E ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÞÅÔÎÙÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÊ; ÔÁË ËÁË E ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÊ É ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÊ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÜÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ∞⋃ i=1 A_i = A_1 ∪ (A_1 ∪ A_2) ∪ (A_1 ∪ A_2 ∪ A_3) ∪ : : : :

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 16.2. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ (X; E; ¯) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ œ- ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ X ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÏÂSS- ÅÄÉÎÅÎÉÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÅÒÙ.

åÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ œ-ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÅÒÙ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ Œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ, ÍÏÖÎÏ ŒÙ- ÂÒÁÔØ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ. þÁÓÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ œ-ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (X; E; ¯), Á ÓÁÍÁ ÍÅÒÁ ¯.

íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÅÒÕ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÍÅÒÙ ÎÁ ÏÂÏÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ œ-ËÏÎÅÞÎÙ.

ðÕÓÔØ (X; E; ¯) É (Y; F; ˚) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó œ-ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÍÅÒÁÍÉ. îÁ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ X × Y ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ œ-ÁÌÇÅÂÒÕ E ∗ F, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ŒÉÄÁ U × V , ÇÄÅ U ⊂ X É V ⊂ Y ÉÚÍÅÒÉÍÙ.

åÓÌÉ M ⊂ X × Y | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ, ÄÌÑ x ∈ X É y ∈ Y ,

M_x = {y ∈ Y | (x; y) ∈ M}; M_y = {x ∈ X | (x; y) ∈ M}:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 16.3. ðÕÓÔØ M ⊂ X × Y ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ œ-ÁÌÇÅÂÒÅ E ∗ F. ôÏÇÄÁ:

(1) íÎÏÖÅÓÔŒÁ M_x ⊂ Y É M_y ⊂ X ÉÚÍÅÒÉÍÙ Œ Y É X ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ x ∈ X É y ∈ Y .

(2) æÕÎËÃÉÉ x → ˚(M_x) É y → ¯(M_y ) ÉÚÍÅÒÉÍÙ ÎÁ X É Y ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ. (3) ∫ X ˚(M_x)d¯(x) = ∫ Y ¯(M_y )d˚(y).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ M ⊂ X × Y , ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ (1){(3). îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ S ⊃ E ∗ F.

ìÅÍÍÁ 16.4. ðÕÓÔØ B | ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ X × Y , ÓÏÓÔÏÑ- ÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÊ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ- ÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÉÄÁ U × V , ÇÄÅ U ⊂ X É V ⊂ Y ÉÚÍÅÒÉÍÙ. ôÏÇÄÁ B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÕÌÅŒÏÊ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ Œ 2^{X×Y} .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ ∅ É X × Y ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ B, ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ B ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ \. üÔÏ ÔÒÉ- ŒÉÁÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ

(U_1 × V_1) \ (U_2 × V_2) = ((U_1 \ U_2) × V_1 ∩ V_2)) ⊔ (U_1 × (V_1 \ V_2)):

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ S ⊃ B ÏÞÅŒÉÄÎÏ; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒŒÉ- ÄÕ ÌÅÍÍÙ 16.1 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ S ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÊ É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ïÄÎÁ- ËÏ ÖÅ ÅÓÌÉ ÅÓÌÉ C_1 ⊂ C_2 ⊂ : : : (ÓÏÏÔŒ., C_1 ⊃ C_2 ⊃ : : :) | ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ (ÓÏÏÔŒ., ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ S, ÔÏ ÄÌÑ ÏÂSS- ÅÄÉÎÅÎÉÑ C =

⋃_n

i=1 C_i (ÓÏÏÔŒ. ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ C =

⋂_n i=1 C_i) ÓŒÏÊÓÔŒÏ (1) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ŒŒÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ C_x É C_y ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÍÉ ÉÌÉ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (C_i)_x É (C_i)_y; ÓŒÏÊÓÔŒÏ (2) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÓÌÕÞÁÅ Ó ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ) ˚(C_x) = lim_{n→∞} ˚((C_i)_x) ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 14.4, Á ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ- ÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚÍÅÒÉÍ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓŒÏÊÓÔŒÏ (3). äÌÑ ÓÌÕ- ÞÁÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË. åÓÌÉ M_1 ⊂ M_2 ⊂ : : : É M = ⋃ i M_i, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ ’_i(x) = ˚((M_i)_x), ’(x) = ˚(M_x), _i(y) = ¯((M_i)_y ), (y) = ¯(M_y ); ÐÏÓËÏÌØËÕ ’_1 ⩽ ’_2 ⩽ : : : É ’(x) = lim_{n→∞} ’_n(x) (É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ), ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÐÐÏ ìÅŒÉ ÉÍÅÅÍ ∫ X ˚(M_x)d¯(x) = lim_{n→∞} ∫ X ’_n(x)d¯(x) = lim_{n→∞} ∫ Y _n(y)d˚(y) = ∫ Y ¯(M_y )d˚(y):

äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ M_i ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ (Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÐÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÉÑ 15.13 ŒÍÅÓÔÏ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÐÐÏ ìÅŒÉ) Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ M ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÄŒÕÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÅÒÙ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 15.13 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÐÅÒ- ŒÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÙÌ ËÏÎÅÞÅÎ). äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÖÅ M ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ œ-ËÏÎÅÞÎÏÓÔØÀ ÍÅÒ ¯ É ˚: ÅÓÌÉ X = ⨆ X_i, Y = ⨆ Y_j | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ X É Y Œ ŒÉÄÅ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÇÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÅÒÙ, ÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÐÅ- ÒÅÓÅÞÅÎÉÊ M ∩ (X_i × Y_j ) ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ, ÏÔËÕÄÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÁÍÏÇÏ M ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 15.7 É ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎÑÔØ ÐÏÒÑÄÏË ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ Œ ÄŒÏÊÎÏÍ ÒÑÄÅ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 16.5. äÌÑ M ⊂ X × Y , ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÇÏ E ∗ F, ÐÏÌÏÖÉÍ

˘(M) = ∫ X ˚(M_x)d¯(x) = ∫ Y ¯(M_y)d˚(y):

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘: E ∗ F → [0; ∞] ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, É ÔÒÏÊËÁ (X ×Y; E ∗F; ˘) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ó ÍÅÒÏÊ. üÔÁ ÍÅÒÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ¯ × ˚ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÅÒ ¯ É ˚.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÅÝÅ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ É ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ÏÞÅŒÉÄ- ÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ | ÓÞÅÔÎÁÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØ ÄÌÑ ¯×˚. åÓÌÉ M =

⨆_n i=1 M_i, ÔÏ ˚(M_x) =

∑_n i=1 ˚((M_i)_x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ X. ôÅÐÅÒØ ŒÓÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏ- ÒÅÍÙ âÅÐÐÏ ìÅŒÉ, ÔÁË ËÁË ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÒÑÄÁ ÉÚ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÅ- ÏÒÉÉ, ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÅÒ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ. åÇÏ ÐÒÏÓÔÏÅ É ÓËÕÞÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÍÙ ÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 16.6. ðÕÓÔØ (X; E; ¯), (Y; F; ˚) É (Z; G; ˘) | ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ Ó œ-ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÍÅÒÁÍÉ. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅ- ÎÉÉ (X ×Y )×Z = X ×(Y ×Z) œ-ÁÌÇÅÂÒÁ (E ∗F)∗G ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ E ∗(F ∗G), Á ÍÅÒÁ (¯ × ˚) × ˘ | Œ ¯ × (˚ × ˘).

ðÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÎÁÍÉ ÍÅÒÁ ÎÁ X × Y ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÍ ÎÅÄÏÓÔÁÔ- ËÏÍ: ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ ÍÏÖÅÔ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÂÙÔØ ÉÚÍÅ- ÒÉÍÙÍ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ S ⊂ X ÎÅÉÚÍÅÒÉÍÏ, Á T ⊂ Y ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ, ÔÏ S × T ⊂ X × Y ÎÅÉÚÍÅÒÉÍÏ, ÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÉÍÅÀÝÅÍ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X × T ). äÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ó ÍÅÒÏÊ, ÔÁËÏŒÙÍ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÏÍ ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ ÔÅÒÍÉÎ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 16.7. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ (X; E; ¯) ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ (ÉÌÉ ÞÔÏ ÍÅÒÁ ¯ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÏÊ), ÅÓÌÉ ŒÓÑËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ ÉÚÍÅÒÉÍÏ (É ÉÍÅÅÔ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÍÅÒÕ ÎÕÌØ).

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ R ÐÏÌÎÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 16.8. ðÕÓÔØ (X; E; ¯) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ. ôÏ- ÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ œ-ÁÌÇÅÂÒÁ —E ⊃ E É ÍÅÒÁ —¯ : —E → [0; +∞], ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ —¯(U) = ¯(U) ÐÒÉ U ∈ E É ÍÅÒÁ —¯ ÐÏÌÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÂÁÎÁÌØÎÏ, ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÎÁÂÒÏÓËÏÍ. œ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ —E ÄÏÌÖÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ŒÓÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÚ- ÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ. ðÏÜÔÏÍÕ —E ÄÏÌÖÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ É ŒÓÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ V ⊂ X, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ:

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ U ∈ E, ÞÔÏ V \ U É U \ V ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ E É ÉÍÅÀÝÉÈ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ.

ôÒÉŒÉÁÌØÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ —E, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ V ⊂ X, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ œ-ÁÌÇÅÂÒÏÊ; ÅÓÌÉ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔØ ÐÒÉ ÜÔÏÍ —¯(V ) = ¯(U), ÔÏ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ —¯ | ÍÅÒÁ É ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.

íÅÒÕ, —¯ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 16.8 ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ÍÅ- ÒÙ ¯.

ðÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÍÅÒÙ Ë ÅÅ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÀ ÎÅ ŒÌÉÑÅÔ ÎÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 16.9. ðÕÓÔØ (X; E; ¯) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ É (X; —E; —¯) | ÅÇÏ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f : X → [0; +∞] ÉÚÍÅÒÉÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ (ÐÏÐÏÌÎÅÎÎÏÊ) ÍÅÒÙ —¯, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ f^1, ÉÚ- ÍÅÒÉÍÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÅÒÙ ¯ É ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÁÑ Ó f ÐÏÞÔÉ ŒÓÀ- ÄÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ¯. ðÒÉ ÜÔÏÍ ∫ X fd—¯ = ∫ X f^1d¯.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ —¯ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒ- ÎÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ f | ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ —¯-ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÅ- ÒÙ ÎÕÌØ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ, Á ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÕÍÍÙ ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ, ÏÎÏ ŒÅÒÎÏ É Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ f | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÁÑ (ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ —¯) ÆÕÎËÃÉÑ. åÓÌÉ f | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ —¯-ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ f = lim_{n→∞} f_n, ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÉ f_i ÑŒÌÑÀÔÓÑ —¯-ÐÒÏÓÔÙÍÉ, Á ÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ (ÌÅÍÍÁ 15.12); ÉÚÍÅÎÑÑ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ f_i ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ N_i ÍÅÒÙ ÎÕÌØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ¯, ÐÏÌÕÞÉÍ ¯-ÉÚÍÅÒÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f^1_i ; ÐÏ- ÌÁÇÁÑ ŒÓÅ f^1_i ÒÁŒÎÙÍÉ ÎÕÌÀ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ⋃ i X_i, ÔÁËÖÅ ÉÍÅÀÝÅÍ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ¯-ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ (Ó ÎÅÉÚÂÅÖÎÏÓÔØÀ ¯-ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ) ÆÕÎËÃÉÉ f^1, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÊ Ó f ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ¯. óÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÐÐÏ ìÅŒÉ.

œÏÔ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÍÅÒ.

ôÅÏÒÅÍÁ 16.10 (ôÅÏÒÅÍÁ æÕÂÉÎÉ). ðÕÓÔØ (X; E; ¯) É (Y; F; ˚) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó œ-ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÍÅÒÁÍÉ É ÆÕÎËÃÉÑ f : X × Y → [0; ∞] ÉÚÍÅÒÉÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ¯ × ˚. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ x → ∫ Y f(x; y)d˚(y) ÉÚÍÅÒÉÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ¯ ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ y ∈ Y , ÆÕÎËÃÉÑ y → ∫ X f(x; y)d¯(x) ÉÚÍÅÒÉÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ˚ ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ x ∈ X É ∫ X×Y fd(¯ × ˚) = ∫ X (∫ Y f(x; y)d˚(y) ) d¯(x) = ∫ Y (∫ X f(x; y)d¯(x) ) d˚(y):

(16.1) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ f ÉÚÍÅÒÉÍÁ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ (ÎÅÐÏÐÏÌÎÅÎÎÏÊ) ÍÅÒÙ ¯×˚; ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎËÃÉÉ x → ∫ Y f(x; y)d˚(y) É y → f(x; y)d¯(x) ÉÚÍÅÒÉÍÙ ÄÌÑ ŒÓÅÈ y (ÓÏÏÔŒ. x), Á ÆÏÒÍÕÌÁ (16.1) ŒÅÒÎÁ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÏ ¯ × ˚. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÅ 16.3 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÅÓÌÉ f | ÈÁ- ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ¯×˚. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÏÒÍÕÌÁ ŒÅÒÎÁ É ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ f | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍ- ÂÉÎÁÃÉÑ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Ô. Å. ÐÒÏÓÔÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. îÁËÏÎÅÃ, ÌÅÍÍÁ 15.12 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ŒŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÐÐÏ ìÅŒÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ¯ × ˚-ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f ÉÚÍÅÒÉÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÐÏÌÎÅÎÎÏÊ ÍÅÒÙ ¯ × ˚. ôÏÇÄÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 16.9 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ, ÉÚÍÅÎÉŒ f ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ S ⊂ X × Y , ÉÍÅÀÝÅÍ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÐÏÐÏÌÅÎÎÏÊ ÍÅÒÙ ¯ × ˚, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f^1, ÉÚÍÅÒÉÍÕÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ¯ × ˚. ðÕÓÔØ S_X = {x ∈ X | ˚(S_x) ≠ 0}, S_Y = {y ∈ Y | ¯(S_y ) ≠ 0}; ÐÏÓËÏÌØËÕ (¯×˚)(S) = 0, ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 16.3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ —¯(S_X ) = —˚(S_Y ) = 0; ÔÁË ËÁË ÄÌÑ x =∈ S_X ÉÍÅÅÍ ∫ Y f^1(x; y)d˚(y) = ∫ Y f(x; y)d˚(y) (É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ) ÄÌÑ S_Y , ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

ó ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÍÙ ÍÅÎÑÅÍ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ É ÎÁÚÙŒÁÅÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅÍ ÍÅÒ ¯ É ˚ ÐÏÐÏÌÎÅÎÎÕÀ ÍÅÒÕ ¯ × ˚.

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÔÅÏÒÅÍÁ æÕÂÉÎÉ ŒÙÇÌÑ- ÄÉÔ ÔÁË.

ôÅÏÒÅÍÁ 16.11. ðÕÓÔØ (X; ¯) É (Y; ˚) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó œ-ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÍÅÒÁÍÉ É ÆÕÎËÃÉÑ f : X × Y → C ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ (ÐÏÐÏÌ- ÎÅÎÎÏÊ) ÍÅÒÙ ¯ × ˚. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ x → ∫ Y f(x; y)d˚(y) ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ¯ ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ y ∈ Y , ÆÕÎËÃÉÑ y → ∫ X f(x; y)d¯(x) ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ˚ ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ x ∈ X É ∫ X×Y fd(¯×˚) = ∫ X (∫ Y f(x; y)d˚(y) ) d¯(x) = ∫ Y (∫ X f(x; y)d¯(x) ) d˚(y):

(16.2)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ìÅÍÍÁ 16.12. åÓÌÉ f | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÍÅÒÏÊ (X; ¯) É ∫ X fd¯ ¡ ∞, ÔÏ ¯(f^{−1}(∞)) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. åÓÌÉ œ_n | ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÁŒÎÁÑ n ÔÁÍ, ÇÄÅ f(x) = ∞, É ÎÕÌÀ Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ, ÔÏ ∫ X fd¯ ⩾ ∫ X œ_nd¯ = n¯(f^{−1}(∞)); ÅÓÌÉ ¯(f^{−1}(∞)) ¿ 0, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁ- ÅÍ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ, ÕÓÔÒÅÍÌÑÑ n Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ æÕÂÉÎÉ ÄÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÌÅÍÍÕ Ë ÆÕÎËÃÉÉ |f|, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ x → ∫ Y |f(x; y)|d˚(y) ¡ ∞ ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ y (É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ŒÔÏÒÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ), ÏÔËÕÄÁ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÐÕÎËÔÏÍ (3) ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 15.17, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÓÔÉ. ïÓÔÁŒÛÁ- ÑÓÑ ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÚÎÁÞÎÏÊ f ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÔÅ- ÏÒÅÍÙ 16.10 Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ f Œ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Á ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÏÊ f | Ó ÐÏÍÏÝØÀ ŒÙÄÅÌÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÅÊ.

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÎÁËÏÎÅÃ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÅÒÕ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ R^n.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 16.13. íÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ÐÏÐÏÌÎÅÎÎÏÅ) ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ n ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏŒ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ R.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔ ÐÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÉÅ 16.6; ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÅÒ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ R^m É R^n | ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ R^{m+n}. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÞÅÔÎÕÀ ÂÁÚÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ R^n, ÔÁË ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n ÉÚÍÅÒÉÍÏ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ.

äÁÌÅÅ ÓÌÏŒÏ ĂÉÚÍÅÒÉÍÙÊĄ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ĂÉÚÍÅÒÉÍÙÊ ÐÏ ìÅÂÅÇÕĄ; ÍÅÒÕ ìÅ- ÂÅÇÁ Œ R^n ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ¯_n.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 16.14. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E ⊂ R^n ÉÚÍÅÒÉÍÏ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ ÔÏ- ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÐÏÓÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ B ⊂ R^n, ÞÔÏ E△B ÉÚÍÅÒÉÍÏ É ¯(E△B) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÏÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏ, ÞÁÓÔØ ĂÔÏÇÄÁĄ ÏÞÅŒÉÄÎÁ; ÄÏËÁÖÅÍ ÞÁÓÔØ ĂÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁĄ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ n = 1. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÏÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÎÅÓŒÑÚÎÏÇÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÓÅ- ÍÅÊÓÔŒÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ E ⊂ R ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 14.11 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ K_n ⊂ E, ÞÔÏ K_j ⊂ K_{j+1} ÄÌÑ ŒÓÅÈ j É ¯(E \ K_j ) ⩽ 1=j. íÎÏÖÅÓÔŒÏ B = ⋃ K_j ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÍ, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ E, É ¯(E \ B) = 0.

äÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n. ðÕÓÔØ ÞÅÒÅÚ L_n (ÓÏÏÔŒ. Bo_n) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ œ-ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ (ÓÏÏÔŒ. ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ) ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ Œ R^n. ðÏËÏÌØËÕ L_n ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ÉÚ L_{n−1} ∗ L_1, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ E ⊂ R^n ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ F ∈ L_{n−1} ∗ L_1, ÞÔÏ ¯_n(E△F ) = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÅ:

ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ F ∈ L_{n−1} ∗ L_1 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ B ∈ Bo_n, ÞÔÏ ¯_n(F △B) = 0.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÅÍÊÓÔŒÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ F ⊂ R^n, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏÍ, ÏÂÒÁÚÕÅÔ œ-ÁÌÇÅÂÒÕ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ L_{n−1} ∗ L_n, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ F_1 ×F_2, ÇÄÅ F_1 ÉÚÍÅÒÉÍÏ Œ R^{n−1}, Á F_2 ÉÚÍÅÒÉÍÏ Œ R. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÅ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B_1 ⊂ R^{n−1} É B_2 ⊂ R, ÞÔÏ ¯_{n−1}(F_1△B_1) = 0, ¯_1(F_2△B_2) = 0. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B_1 × B_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÍ É ¯_n((F_1 × F_2)△(B_1 × B_2)) = 0.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ R^n ĂÒÅÇÕÌÑÒÎÁĄ.

ôÅÏÒÅÍÁ 16.15. ðÕÓÔØ E ⊂ R^n | ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÅÒÙ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ U ⊃ E, ÞÔÏ ¯(U \ E) ¡ ” É ÔÁËÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ K ⊂ E, ÞÔÏ ¯(E \ K) ¡ ”.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ûÁÇ 1. åÓÌÉ K ⊂ R^n ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÏ

¯(K) = inf_{U ⊃E}

U ÏÔËÒÙÔÏ

¯(U):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ U_n = {x ∈ R^n | min d(x; K) ¡ 1=n}. ôÏÇÄÁ K = ⋂_∞ i=1 U_i, ÐÒÉÞÅÍ ŒÓÅ U_i ÏÔËÒÙÔÙ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÍÅÀÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÍÅÒÕ). ôÅÐÅÒØ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 14.5.

âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E ⊂ K ËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÅÒÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅ- ÍÙ 16.15.

ûÁÇ 2. åÓÌÉ E_1 É E_2 | ÈÏÒÏÛÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E_1 \E_2 ÔÁËÖÅ ÈÏÒÏÛÅÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÑ 14.13.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÕÂ C ⊂ R^n. éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÛÁÇÁ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ C (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÁÍ C) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍÉ.

ûÁÇ 3. èÏÒÏÛÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ËÕÂÅ C ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÕÌÅŒÕ ÁÌÇÅÂÒÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍ, Á ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÛÁÇÁ 2 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÈÏÒÏÛÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ C ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ É ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÊ, ÜÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ | ÂÕÌÅŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ (ÓÒ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 14.13).

ûÁÇ 4. œÓÑËÏÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ C ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÈÏÒÏÛÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ C ÏÂÒÁÚÕÀÔ œ-ÁÌÇÅÂÒÕ. ôÁË ËÁË ÈÏÒÏÛÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÕ- ÌÅŒÕ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÈÏÒÏÛÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÎÅÓŒÑÚÎÙÈ ÏÂSSÅÄÉ- ÎÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ E = ⨆ i E_i ⊂ C, ÇÄÅ ŒÓÅ E_i ÈÏÒÏÛÉÅ. äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ” ¿ 0 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ U_i ⊃ E_i ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ¯(U_i \ E_i) ¡ ”=2^i, Á ÞÅÒÅÚ K_i ⊂ U_i | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ¯(E_i \ K_i) ¡ ”=2^{i+1}. ôÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ¯( ⋃ U_i \ E) ⩽ ∑ ¯(U_i \ E_i) ⩽ ∞∑ i=1 ”=2^i = ”;

É ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ: ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄ ∑ E_i ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ N, ÞÔÏ ∑ i¿N ¯(E_i) ¡ ”=2, ÏÔËÕÄÁ

¯(E \ N⋃ i=1 K_i) ⩽ N∑ i=1 ¯(E_i \ K_i) + ∑ i¿N ¯(E_i) ¡ ”:

óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ U = ⋃ i U_i É K =

⋃_N

i=1 K_i.

ûÁÇ 5. œÓÑËÏÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œŒÉÄÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÛÁÇÁ 3 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÈÏÒÏÛÉÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÓÑËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ. é ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ E ⊂ E^′ ⊂ C, ÇÄÅ E^′ | ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ, ÔÏ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ” Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ U ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÄÌÑ E ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÞÔÏ É ÄÌÑ E^′, Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ K | ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

ûÁÇ 6. œÓÑËÏÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÅÒÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ E ⊂ R^n ÉÚÍÅÒÉÍÏ É ¯(E) ¡ ∞, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÔØ E Œ ŒÉÄÅ ÎÅÓŒÑÚÎÏÇÏ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÉÚ- ÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ E_i; ÔÅÐÅÒØ ÐÏŒÔÏÒÉÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÛÁÇÁ 4.

ôÅÏÒÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.