ìÅËÃÉÑ 14. íÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ R

íÙ ÎÁÞÎÅÍ ÓÅÍÅÓÔÒ Ó ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÉÚ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ ÐÏÎÑÔÉÊ ÐÌÏÝÁÄÉ É ÏÂSSÅÍÁ. ðÅÒŒÏÅ, ÞÔÏ ÐÒÉÈÏÄÉÔ Œ ÇÏÌÏŒÕ | ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ Œ R^n ÓÔÁŒÉÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÅÇÏ Ăn-ÍÅÒÎÙÊ ÏÂSS- ÅÍĄ), ÐÒÉÞÅÍ ÏÂSSÅÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ËÏÎÅÞÎÙ, ÏÂSSÅÍÙ ËÏÎ- ÇÒÕÜÎÔÎÙÈ (ÓÏŒÍÅÝÁÀÝÉÈÓÑ ÄŒÉÖÅÎÉÅÍ) ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, Á ÏÂSSÅÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÒÁ- ŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ÉÈ ÏÂSSÅÍÏŒ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÔÁË ÎÅ ŒÙÈÏÄÉÔ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ n ⩾ 3 ÔÁËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ); ÒÁÚÕÍÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔ- ÓÑ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÏÂSSÅÍ ÂÙÌ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ ŒÓÅÈ (ÈÏÔÑ ÂÙ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ) ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ, ÎÏ ÚÁÔÏ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÞÅÔÎÙÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÊ. ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÔÏÞÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.1. ðÕÓÔØ X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. âÕÌÅŒÏÊ ÐÏÄ- ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ B ⊂ 2^X , ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁÍÉ:

(1) ∅ ∈ B, X ∈ B;

(2) åÓÌÉ A; B ∈ B, ÔÏ A ∩ B, A ∪ B É A \ B ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ Œ B. âÕÌÅŒÁ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ E ⊂ 2^X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ œ-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ:

(3) åÓÌÉ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÚ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ A_1; A_2; : : :; A_n : : : ÌÅ- ÖÁÔ Œ E, ÔÏ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ⋂ n A_n É ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ⋃ n A_n ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ Œ E. œŒÉÄÕ ÚÁËÏÎÏŒ ÄÅ íÏÒÇÁÎÁ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ œ-ÁÌÇÅÂÒÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÔÏÌØËÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÞÅÔÎÙÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÊ (ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ ÓÞÅÔÎÙÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ).

œÏÔ ŒÁÖÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ œ-ÁÌÇÅÂÒÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.2. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. œ- ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ œ-ÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÏ- ÄÅÒÖÁÝÁÑ ŒÓÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ, ŒÓÅ ÚÁÍËÎÕ- ÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ). ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÜÔÏÊ œ-ÁÌÇÅÂÒÙ.

îÉÖÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ [0; ∞], ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ ÎÅÏ- ÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÓÉÍŒÏÌÁ ∞. íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ∞ + ∞ = ∞, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ a ¡ ∞ É a + ∞ = ∞ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁ- ÔÅÌØÎÏÇÏ a ∈ R. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÌÏÖÉÍ a · ∞ = ∞, ÅÓÌÉ a ¿ 0, É 0 · ∞ = 0.

œÓÑËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ [0; ∞] ÏÂÌÁÄÁÅÔ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÅÒÈÎÅÊ É ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ. åÓÌÉ a_1; a_2; : : :; a_n; : : : | ÓÞÅÔÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ [0; +∞], ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÓÕÍÍÁ ∑_∞ i=1 a_i: ÅÓÌÉ ŒÓÅ a_i ËÏÎÅÞÎÙ É ÒÑÄ ∑ a_i ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ ÜÔÏ ÓÕÍÍÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ∑_∞ i=1 a_i = ∞. óÕÍÍÁ ∑_∞ i=1 a_i ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_i.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.3. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ó ÍÅÒÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÏÊËÁ (X; E; ¯), ÇÄÅ X | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, E ⊂ 2^X | œ-ÁÌÇÅÂÒÁ É ¯: E → [0; ∞] | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

(1) åÓÌÉ {A_i}_{i∈N} | ÓÞÅÔÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ E, ÔÏ ¯ ( ⋃_∞ i=1 A_i) = ∑_∞ i=1 ¯(A_i).

(2) äÌÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ A ∈ E ÉÍÅÅÍ ¯(A) ¡ ∞.

üÌÅÍÅÎÔÙ œ-ÁÌÇÅÂÒÙ E ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ, Á ÆÕÎËÃÉÑ ¯ | ÍÅÒÏÊ; ÞÉÓÌÏ ¯(A) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ∈ E.

óŒÏÊÓÔŒÏ (1) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÞÅÔÎÏÊ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØÀ. ïÔÍÅÔÉÍ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÓÌÅÄÓÔŒÉÊ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÅÓÌÉ ¯(A) ¡ ∞, ÔÏ, ÐÏÌÏÖÉŒ Œ (1) A_1 = A É A_j = ∅ ÐÒÉ j ¿ 1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ¯(∅) = 0; ÄÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ (1) ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_i, ËÒÏÍÅ ÐÅÒŒÙÈ n, ÐÏÌÏÖÉÔØ ÒÁŒÎÙ- ÍÉ ∅, ÔÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ĂËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØĄ: ¯(A_1 ⊔ : : : ⊔ A_n) = ¯(A) = ¯(A_1) + : : : + ¯(A_n) (ÚÄÅÓØ É ÎÉÖÅ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ⊔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ). äÁ- ÌÅÅ, ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ¯(A) ⩽ ¯(B) ÐÒÉ A ⊂ B, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ¯(A∪B) ⩽ ¯(A)+¯(B) (ÐÏÓËÏÌØËÕ ¯(A∪B) = ¯(A⊔(B\A))). œÓÅ ÜÔÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÂÕÄÕÔ ÄÁÌÅÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÂÅÚ ÐÏÑÓÎÅÎÉÊ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÍÅÒ ÚÁÓÌÕÖÉŒÁÅÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂ ÂÙÔØ ÏÔ- ÍÅÞÅÎÎÙÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 14.4. åÓÌÉ A_1 ⊂ A_2 : : : ⊂ A_n ⊂ : : : | ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ, ÔÏ ¯( ⋃_∞ i=1 A_i) = lim_{i→∞} ¯(A_i).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÞÅÔÎÏÊ (É ËÏÎÅÞÎÏÊ) ÁÄ- ÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ É ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ∞⋃ i=1 A_i = A_1 ⊔ (A_2 \ A_1) ⊔ : : : ⊔ (A_n \ (A_1 ∪ : : : ∪ A_{n−1})) ⊔ : : : :

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 14.5. åÓÌÉ A_1 ⊃ A_2 : : : ⊃ A_n ⊃ : : : | ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ É ¯(A_1) ¡ ∞, ÔÏ ¯( ⋂_∞ i=1 A_i) = lim_{i→∞} ¯(A_i).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ A_1 \A_2 ⊂ A_1 \A_3 ⊂ : : : É ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó A_1 \( ⋂_∞ i=1 A_i), ŒÓÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 14.4 É ËÏÎÅÞÎÏÊ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ó ÍÅÒÏÊ. ðÕÓÔØ X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ïÂSSÑŒÉÍ ŒÓÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ X ÉÚÍÅÒÉÍÙÍÉ É ÐÏÌÏÖÉÍ, ÄÌÑ A ⊂ X, ÅÇÏ ÍÅÒÕ ¯(A) ÒÁŒÎÏÊ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ A (ÅÓÌÉ A ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ¯(A) = ∞). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ. äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ: ÅÓÌÉ (X; E; ¯) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ É E ∈ E, ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ¯ ÎÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÓÏÄÅÒÖÁ- ÝÉÈÓÑ Œ E, ÚÁÄÁÅÔ ÍÅÒÕ ÎÁ E.

þÔÏÂÙ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÂÏÌÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ, ÎÁÄÏ ÐÒÉÌÏÖÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÕÓÉÌÉÑ. éÍÅÎÎÏ, ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÅÒÕ ÎÁ R, ÎÁÚÙŒÁÅ- ÍÕÀ ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ. óÏÂÓÔŒÅÎÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ËÁËÏÊ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ [0; +∞] (ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ĂŒÎÅÛÎÀÀ ÍÅÒÕĄ) ÍÙ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ŒÓÑËÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ Œ R, ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÞÅÔÎÁÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏŒÁÎÁ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ œ-ÁÌÇÅÂÒÅ (ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ŒÓÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ R ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÓÅ- ÍÅÊÓÔŒÁ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ (ÏÎÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÏ- ÓÔÁŒÌÑÀÝÉÍÉ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ŒŒÅÓÔÉ ÎÁ U ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ăx ∼ y, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ (a; b) ⊂ U, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ x É yĄ, ÔÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ∼ | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓŒÑÚ- ÎÙÍÉ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ Œ R, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ. ôÅÐÅÒØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄÌÑ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ R ÅÇÏ ÍÅÒÕ ¯(U) ËÁË ÓÕÍÍÕ ÄÌÉÎ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ (ÄÌÉÎÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ ÐÏÌÁÇÁ- ÅÍ ÒÁŒÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.6. œÎÅÛÎÅÊ ÍÅÒÏÊ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ E ⊂ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ¯(E) = inf_{U ⊃E}

U ÏÔËÒÙÔÏ

¯(U):

éÚ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÎÅÛÎÑÑ ÍÅÒÁ ÌÀÂÏÇÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ (ŒÎÅ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÉÅ ÉÚ ËÏÎÃÏŒ Œ ÎÅÇÏ ŒËÌÀÞÅÎÙ) ÒÁŒÎÁ ÅÇÏ ÄÌÉÎÅ. ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ¯(E) ⩽ ¯(F ), ËÁË ÔÏÌØËÏ E ⊂ F .

ìÅÍÍÁ 14.7. (1) åÓÌÉ U_1; U_2; : : : | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ R É U = ⋃ U_i, ÔÏ ¯(U) ⩽ ∑ ¯(U_i).

(2) åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ U_i ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÏ ¯(U) = ∑ ¯(U_i).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (2) ÏÞÅŒÉÄÎÏ; ÄÏËÁÖÅÍ (1). ðÕÓÔØ U = ⨆ j V_j | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ U ÎÁ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ, É ÐÕÓÔØ U_{ij} = U_i ∩ V_j. ðÏÓËÏÌØËÕ U_{ij} ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó U_i′_j′ ÐÒÉ j ≠ j^′, ÉÚ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÑ (2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ U | ÉÎÔÅÒŒÁÌ; ÄÁÌÅÅ, ÒÁÚÂÉŒÁÑ U_{ij} ÎÁ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ, ÓŒÏÄÉÍ ÚÁ- ÄÁÞÕ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ É U, É ŒÓÅ U_i ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÏÔÒÅÚÏË T ⊂ U ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ U_{i1} ; : : :; U_{ik} , ÔÁË ÞÔÏ ÉÍÅÅÍ

¯(T ) ⩽ ¯(U_{i1} ) + : : : + ¯(U_{ik} ) ⩽ ∑ ¯(U_i):

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ¯(T ) ÐÏ ŒÓÅÍ ÔÁËÉÍ T ÒÁŒÎÁ ¯(U).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 14.8. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ E_1; E_2; : : : ⊂ R ÉÍÅÅÍ ¯( ⋃ E_i) ⩽ ∑ ¯(E_i).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄÅÍ ÔÁËÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ U_i ⊃ E_i, ÞÔÏ ¯(U_i) ⩽ ¯(E_i) + ”=2^i. ôÅÐÅÒØ, ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍ- ÍÙ, ÉÍÅÅÍ ¯ (⋃ E_i ) ⩽¯ (⋃ U_i ) ⩽ ∑ ¯(U_i) ⩽ ∑ ¯(E_i) + ∑ ” 2^i ⩽ ∑ ¯(E_i) + ”:

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÕÓÔÒÅÍÉÔØ ” Ë ÎÕÌÀ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 14.9. åÓÌÉ A ⊃ B, ÔÏ ¯(A) − ¯(A \ B) ⩽ ¯(B).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÏÖÉÔÅ E_1 = A \ B, E_2 = B.

œÏÔ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ŒÎÅÛÎÅÊ ÍÅÒÙ.

ìÅÍÍÁ 14.10. åÓÌÉ K_1; : : :; K_n ⊂ R | ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÛÉÅÓÑ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÔÏ ¯(K_1 + : : : + K_n) = ¯(K_1) + : : : + ¯(K_n).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ n = 2. ðÏ- ËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_1; U_2 ⊂ R, ÞÔÏ U_i ⊃ K_i É U_1 ∩ U_2 = ∅. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ x ∈ R É A ⊂ R ÐÏ- ÌÏÖÉÍ d(x; A) = inf_{y∈A} |x − y| (ĂÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÄÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁĄ).

ôÅÐÅÒØ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ U_1 = {x | d(x; K_1) ¡ d(x; K_2)} É U_2 = {x | d(x; K_2) ¡ d(x; K_1)}, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_1 É U_2 ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÒÅÂÕ- ÅÍÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ.^6

6ôÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ R ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á K1 É K2 | ÎÁ ÄŒÁ ÅÇÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ðÏ-ÕÞÅÎÏÍÕ ÇÏŒÏÒÑ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ĂÎÏÒÍÁÌØÎÙĄ.

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ⊃ K_1 ∪ K_2 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÉÄÁ V_1 ⊔ V_2, ÇÄÅ V_1 É V_2 ÏÔËÒÙÔÙ É V_i ⊃ K_i (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ V_i = V ∩ U_i). ôÅÐÅÒØ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.11. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E ⊂ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ (ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÐÒÏÓÔÏ ĂÉÚÍÅÒÉÍÙÍĄ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ K ⊂ E, ÞÔÏ ¯(E) ⩽ ¯(K) + ”.

(éÚÍÅÒÉÍÏÓÔØ ÄÌÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ.)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÉÚÍÅÒÉÍ É ŒÓÑËÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ. ôÁË ËÁË ŒÓÑËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, ÉÚÍÅ- ÒÉÍÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÂÕÄÅÔ ÑŒÌÑÔØÓÑ ÏÞÅÎØ ÞÁÓÔ- ÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ŒÁÖÎÏÇÏ ÆÁËÔÁ:

ìÅÍÍÁ 14.12. ðÕÓÔØ E_1; E_2; : : : | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÏÅ ÓÅÍÅÊ- ÓÔŒÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, É ÐÕÓÔØ E = ⨆ i E_i. ôÏÇÄÁ:

(1) ¯(E) = ∑ ¯(E_i).

(2) åÓÌÉ E ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œŒÉÄÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 14.8 ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ (1) ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ÞÔÏ ∑ ¯(E_i) ⩽ ¯(E). úÁÄÁÄÉÍÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ” ¿ 0 É ŒÙÂÅÒÅÍ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ K_i ⊂ E_i, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ¯(E_i) ⩽ ¯(K_i) + ”=2^i. ðÏÓËÏÌØËÕ E_i ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÁËÏŒÙ ÖÅ É K_i. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 14.10 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

¯(E_1)+: : :+¯(E_n) ⩽ ¯(K_1)+: : :+¯(K_n)+” = ¯(K_1⊔: : :⊔K_n)+” ⩽ ¯(E)+”:

õÓÔÒÅÍÌÑÑ n Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, Á ÚÁÔÅÍ ” Ë ÎÕÌÀ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ (1).

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ E ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ, É ÐÕÓÔØ ” ¿ 0. ôÁË ËÁË ∑ ¯(E_i) = ¯(E) ¡ ∞, ÉÚ (1) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ n ∈ N, ÞÔÏ ¯(E) ⩽ ¯(E_1) + : : : + ¯(E_n) + ”=2. ôÁË ËÁË ŒÓÅ E_i ÉÚÍÅÒÉÍÙ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ i ⩽ n ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ K_i ⊂ E_i, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ¯(E_i) ⩽ ¯(K_i) + ”=2n. ðÒÉÎÉÍÁÑ ŒÏ ŒÎÉÍÁÎÉÅ (1), ÉÍÅÅÍ

¯(E) ⩽ n∑ i=1 ¯(E_i) + ”=2 ⩽ n∑ i=1 K_i + ” = ¯(K_1 ⊔ : : : ⊔ K_n) + ”;

ÞÅÍ ÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ E É ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ìÅÍÍÁ 14.13. åÓÌÉ E_1 É E_2 | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÔÏ E_1 \ E_2, E_1 ∩ E_2 É E_1 ∪ E_2 | ÔÁËÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ E_1 ∩ E_2 = E_1 \ (E_1 \ E_2) É E_1 ∪ E_2 = E_1 ⊔ (E_2 \ E_1) Œ ÓÏÞÅÔÁÎÉÉ Ó ÌÅÍÍÏÊ 14.12 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ i = 1; 2 É ÄÁÎÎÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ K_i É ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_i, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ K_i ⊂ E_i ⊂ U_i, ÐÒÉÞÅÍ ¯(K_i) + ”=2 ⩾ ¯(E_i) ⩾ ¯(U_i) − ”=2. ðÏËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_i É K_i, ÂÕÄÕ- ÞÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔËÒÙÔÙÍ É ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍÉ, ÉÚ ÌÅÍÍÙ 14.12 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ¯(U_i \ K_i) = ¯(U_i) − ¯(K_i); ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ¯(U_i \ K_i) ⩽ ¯(U_i) − ¯(K_i) ⩽ ” ÐÒÉ i = 1; 2.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔÉ E_1 \ E_2 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ (ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0) ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U É ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ K, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ U ⊃ E_1 \ E_2 ⊃ K É ¯(U \ K) ⩽ 2”: Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÏÇÄÁ

¯(E_1 \ E_2) − ¯(K) ⩽ ¯((E_1 \ E_2) \ K) ⩽ ¯(U \ K) ⩽ 2”:

ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ U = U_1 \ K_2 É K = K_1 \ U_2; ÔÏÇÄÁ

U \ K ⊂ (U_1 \ K_1) ∪ (U_2 \ K_2);

ÏÔËÕÄÁ ÐÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ 14.8 ÉÍÅÅÍ ¯(U \K) ⩽ ”+” = 2”, É ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

œÏÔ ÔÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÅÒÕ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ R.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.14. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E ⊂ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÏ ŒÓÑËÉÍ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 14.11.

åÓÌÉ E ⊂ R | ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÏ ÅÇÏ ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÎÅÛÎÑÑ ÍÅÒÁ ¯(E).

éÚ ÌÅÍÍÙ 14.13 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 14.15. ôÒÏÊËÁ (R; L; ¯), ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ L ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ R, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ó ÍÅÒÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÞÔÉ ŒÓÅ ÕÖÅ ÓÄÅÌÁÎÏ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÓÏÂÒÁÔØ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔÙ ŒÏÅÄÉÎÏ.

îÁÍ ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ L ÑŒÌÑÅÔÓÑ œ-ÁÌÇÅÂÒÏÊ É ÞÔÏ ¯ ÓÞÅÔÎÏ ÁÄ- ÄÉÔÉŒÎÁ ÎÁ L. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÌÅÍÍÙ 14.13 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ L ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÕÌÅŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ; ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÌÅÍÍÙ 14.12 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ {E_i} | ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ- ÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÔÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏ É ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ⋃ E_i. åÓÌÉ ÖÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ {E_i} ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ⋃ i E_i = E_1 ⊔ (E_2 \ E_1) ⊔ (E_3 \ (E_1 ∪ E_2)) : : : ;

ÐÒÉÞÅÍ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÉÚÍÅÒÉÍÙ, ÔÁË ËÁË ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÕÌÅŒÕ ÁÌÇÅÂÒÕ.

þÔÏÂÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÓÞÅÔÎÕÀ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÔÅ- ÐÅÒØ R ËÁËÉÍ-ÌÉÂÏ ÓÐÏÓÏÂÏÍ Œ ŒÉÄÅ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ- ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÎ- ÔÅÒŒÁÌÏŒ ŒÉÄÁ [n; n+1)) É ÚÁÐÉÛÅÍ ÜÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ R = ⨆_∞ i=1 S_i. éÚ ÌÅÍÍÙ 14.12 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ¯(E) = ∑ j ¯(E ∩ S_j ) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÉÚÍÅÒÉÍÉÏ- ÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ E. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ {E_i} | ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É E = ⋃ i E_i, ÔÏ ÉÍÅÅÍ

¯(E) = ∑ j ¯(E ∩ S_j ) = ∑ j ∑ i ¯(E_i ∩ S_j ) = ∑ i ∑ j ¯(E_i ∩ S_j ) = ∑ i ¯(E_i)

(ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÊ ÚÁËÏÎÎÁ, ÔÁË ËÁË ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ Ó ÒÑÄÁÍÉ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ). œÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 14.16. œÓÑËÏÅ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R ÉÚÍÅÒÉÍÏ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÓÑËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ œ-ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.