3. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÏÂÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ

ðÕÓÔØ M É N | ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ (ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ, ËÁË ŒÏÄÉÔÓÑ^1) ËÏÌØÃÏÍ A. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÉÈ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ | ÜÔÏ ĂÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÒÁÚ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ M × NĄ. œÏÔ ÔÏÞÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. ðÕÓÔØ M, N É P | ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A. ïÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ ˘: M × N → P ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ m ∈ M ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x → ˘(m; x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ ÉÚ N Œ P É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ n ∈ N ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x → ˘(x; n) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ ÉÚ M Œ P .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2. ðÕÓÔØ M, N É P | ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A. ðÁÒÁ (T; ˘), ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ A-ÍÏÄÕÌÑ T É ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ˘: M × N → T , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ M É N ÎÁÄ A, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ¯: M × N → P ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’: T → P , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ˘ = ’ ∘ ˘:

M × N^� � � � � � � T ’ � � � P: éÚ ÏÂÝÅËÁÔÅÇÏÒÎÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (ĂÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅ- ÇÏ ÏÂSSÅËÔÁĄ) ÐÏÞÔÉ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ (ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ). éÍÅÎÎÏ,

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.3. åÓÌÉ (T_1; ˘_1) É (T_2; ˘_2) | ÔÅÎÚÏÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ M É N, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ’: T_1^∼−→ T_2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ’ ∘ ˘_1 = ˘_2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏŒ ’^′ : T_1 → T_2 É ’^{′′} : T_2 → T_1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ’^′ ∘ ’_1 = ’_2 É ’^{′′} ∘ ’_2 = ’_1. éÚ ÜÔÉÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ (’^{′′} ∘ ’^′) ∘ ’_1 = ’_1, ÏÔ- ËÕÄÁ (ŒŒÉÄÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ) ÉÍÅÅÍ ’^{′′} ∘ ’^′ = id. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ’^′ ∘ ’^{′′} = id.

óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÎÅ- ÓÌÏÖÎÏ. éÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ, ÓÏÓÔÏÑ- ÝÉÍ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒ (m; n), ÇÄÅ m ∈ M, n ∈ N, É

1ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ É ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙ- ÍÉ ËÏÌØÃÁÍÉ; ÔÅÏÒÉÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÈÏÖÁÑ, ÎÏ ÎÅ ÓÏŒÓÅÍ ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. œ ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ ÍÙ ÜÔÉÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÎÅ ÂÕÄÅÍ.

ÏÔÆÁËÔÏÒÉÚÕÅÍ ÅÇÏ ÐÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÀ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ

a(m; n) − (am; n); a(m; n) − (m; an);

(m_1 + m_2; n) − (m_1; n) − (m_2; n); (m; n_1 + n_2) − (m; n_1) − (m; n_2)

ÄÌÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ m; m_1; m_2 ∈ M, n; n_1; n_2 ∈ N, a; b ∈ A. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÏ- ÌÕÞÉŒÛÉÊÓÑ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ A-ÍÏÄÕÌØ ÞÅÒÅÚ M ⊗_A N (ÉÎÏÇÄÁ ÉÎÄÅËÓ A Œ ÜÔÏÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ ÂÕÄÅÔ ÏÐÕÓËÁÔØÓÑ), Á ÏÂÒÁÚ ÐÁÒÙ (m; n) Œ M ⊗N ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ m ⊗ n. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘: M × N → M ⊗_A N, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (m; n) → m ⊗ n, ÂÕÄÅÔ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ. ôÅÐÅÒØ ÌÅÇ- ËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÁÒÁ (M ⊗_A N; ˘) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÏÄÕÌÅÊ M É N. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ¯: M × N → P | ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ, É ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’: M ⊗_A N → P ÉÍÅÅÍ ’ ∘ ˘ = ¯, ÔÏ ÄÏÌÖÎÏ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

’(m ⊗ n) = ¯(m; n); (3.1)

ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (3.1), ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÄŒÁ ŒÁÖÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÄÏËÁÚÙŒÁ- ÅÍÙÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3.2 (ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.4. ðÕÓÔØ M_1, M_2 É M_3 | ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ M_1 ⊗ M_2 ≃ M_2 ⊗ M_1 É M_1 ⊗ (M_2 ⊗ M_3) ≃ (M_1 ⊗ M_2) ⊗ M_3, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ m_1 ⊗ m_2 → m_2 ⊗ m_1 É m_1 ⊗ (m_2 ⊗ m_3) → (m_1 ⊗ m_2) ⊗ m_3.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.5. ðÕÓÔØ {M_i}_{i∈I} | ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ A-ÍÏÄÕÌÅÊ É N | ÅÝÅ ÏÄÉÎ A-ÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (⨁ M_i ) ⊗ N^∼−→ ⨁ (M_i ⊗ N);

ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ {m_i} ⊗ n → {m_i ⊗ n}.

ðÅÒŒÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ

ðÒÉÍÅÒ 3.6. ðÕÓÔØ A-ÍÏÄÕÌÉ M É N ÓŒÏÂÏÄÎÙ; ÅÓÌÉ {e_ff}_{ff∈I} É {f_fi}_{fi∈J} ÓÕÔØ ÂÁÚÉÓÙ Œ M É N ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÏ M ⊗_A N | ÔÁËÖÅ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ {e_ff ⊗ f_fi }_{(ff;fi)∈I×J}.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ M É N ÓŒÏÂÏÄÎÙ, ŒÓÑËÏÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ M × N Œ P ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÐÁ- ÒÁÈ (e_ff; f_fi), ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ; ÏÔÓÀÄÁ

ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ŒÙÛÅ ÍÏÄÕÌØ M ⊗_A N ŒÍÅÓÔÅ Ó ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÂÁÚÉÓÏŒ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ (e_ff; f_fi) → e_ff ⊗ f_fi , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3.2.

ðÒÉÍÅÒ 3.7. ðÕÓÔØ A = Z, M = Z=mZ, N = Z=nZ, ÇÄÅ (m; n) = 1. ôÏÇÄÁ M ⊗ N = 0.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ —x = x mod m ∈ Z=mZ, —y = y mod n ∈ Z=nZ, ÔÏ —x ⊗ —y = xy(—1 ⊗ —1), É ÐÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ um + vn = 1, ÇÄÅ u; v ∈ Z, ÔÏ

—1 ⊗ —1 = (um + vn)(—1 ⊗ —1) = um(—1 ⊗ —1) + vn(—1 ⊗ —1) =

= u(m—1 ⊗ —1) + v(—1 ⊗ n—1) = u(0 ⊗ —1) + v(—1 ⊗ 0) = 0:

ðÒÉÍÅÒ 3.8. åÓÌÉ M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A, É ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ A ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÓÏÂÏÊ, ÔÏ A ⊗_A M ≃ M, ÐÒÉÞÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ a ⊗ m → am.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (a; m) → am ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3.2.

ôÏÞÎÏÓÔØ ÓÐÒÁŒÁ

åÓÌÉ f : M_1 → M_2 | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ N ÏÎ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f ⊗ 1: M_1 ⊗ N → M_2 ⊗ N, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ m ⊗ n → f(m) ⊗ n. œÙÒÁÖÁÑÓØ ÂÏÌÅÅ ÐÏ-ÕÞÅÎÏÍÕ, ÏÐÅÒÁÃÉÑ ĂÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ NĄ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË- ÔÏÒÏÍ. ïÓÎÏŒÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎ ĂÔÏÞÅÎ ÓÐÒÁŒÁĄ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÂÕËŒÁÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.9. äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ A- ÍÏÄÕÌÅÊ M^{′ i}−→ M^ß−→ M^{′′} → 0 (3.2)

É ŒÓÑËÏÇÏ A-ÍÏÄÕÌÑ N ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

M^′ ⊗ N^{i⊗1}−−→ M ⊗ N^{ß⊗1}−−→ M^{′′} ⊗ N → 0 (3.3)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÍÅÅÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, (ß⊗1)∘(i⊗1) = (ß∘i)⊗1 = 0 (ÆÕÎË- ÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ!), ÔÁË ÞÔÏ ß ⊗ 1 ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ g : Coker(i ⊗ 1) → M^{′′} ⊗N (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÅÓÌÉ ’: U → V , ÔÏ Coker(’) = V= Im(’)), É ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. üÐÉÍÏÒÆÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ (M^{′′} ⊗ N ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ŒÉÄÁ m^{′′} ⊗ n, É ÅÓÌÉ m^{′′} = ß(m), ÔÏ m^{′′} ⊗ n = (ß ⊗ 1)(m ⊗ n)); ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÍÏÎÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ h: M^{′′} ⊗ N → Coker(i ⊗ 1). éÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ m^{′′} ∈ M^{′′}, n ∈ N É m^{′′} = ß(m), ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ

h(m^{′′} ⊗ n) = (m ⊗ n) mod (i ⊗ 1)(M^{′′} ⊗ N):

üÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÓÌÉ m^{′′} = ß(m_1) = ß(m_2), ÔÏ m_1 − m_2 = i(m^′) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m^′ ∈ M^{′′}, É

m_1 ⊗ n − m_2 ⊗ n = i(m^′) ⊗ n = (i ⊗ 1)(m^′ ⊗ n) ∈ Im(i ⊗ 1):

ñÓÎÏ, ÞÔÏ g ∘ h = h ∘ g = id.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.10. îÅŒÅÒÎÏ, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ ÎÁ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ N ŒÓÑËÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÅÔ- ÓÑ ÔÏÞÎÏÊ: ÜÔÏ ÎÅŒÅÒÎÏ ÕÖÅ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ŒÉÄÁ 0 → E^i−→ F . éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ i ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ i⊗ 1 ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ ÂÙÔØ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ. ðÒÏÓÔÏÊ ÐÒÉÍÅÒ: Œ Z-ÍÏÄÕÌÅ Z⊗(Z=nZ) ÉÍÅÀÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 3.8); Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ i: Z→ Z| ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ n ≠ 0, Á i ⊗ 1: Z⊗ (Z=nZ) → Z⊗ (Z=nZ) | ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ x ∈ Z, y ∈ Z=nZÉÍÅÅÍ

(i ⊗ 1)(x ⊗ y) = nx ⊗ y = x ⊗ ny = x ⊗ 0 = 0:

íÏÄÕÌÉ, ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÌÀ- ÂÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍÉ.

äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ

ðÒÉÍÅÒ 3.11. åÓÌÉ M | ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ {e_i}_{i∈I} , ÔÏ M ⊗ N ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÍÏÄÕÌÅÊ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ N, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ I.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.5 É ÐÒÉÍÅÒÁ 3.8. úÁ- ÍÅÔÉÍ, ËÓÔÁÔÉ, ÞÔÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ É ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ 0 → E^i−→ F | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ É M | ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → E ⊗M^{i⊗1}−−→ F ⊗M ÔÁËÖÅ ÔÏÞÎÁ (ĂÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍÉĄ).

ðÒÉÍÅÒ 3.12. åÓÌÉ a ⊂ A | ÉÄÅÁÌ É M | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, ÔÏ A=a ⊗_A M ≃ M=aM.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.9 Ë ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ a ,→ A → A=a → 0

É ÍÏÄÕÌÀ M, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ A=a ⊗_A M ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÁËÔÏÒÕ A ⊗ M = M ÐÏ ÏÂÒÁÚÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ a ⊗ M → M, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ a ,→ A. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ a ⊗ m ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ am (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 3.8), ÏÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÅÓÔØ aM.

ðÒÉÍÅÒ 3.13 (òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓËÁÌÑÒÏŒ). œÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ ’: A → B ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ B ËÁË A-ÍÏÄÕÌØ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÅ A ÎÁ B ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ a · b = ’(a)b (Œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÇÏŒÏ- ÒÑÔ, ÞÔÏ B ÑŒÌÑÅÔÓÑ A-ÁÌÇÅÂÒÏÊ). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ, ÐÏÍÉÍÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ, ÚÁÄÁÎ A-ÍÏÄÕÌØ M. ôÏÇÄÁ ÎÁ A-ÍÏÄÕÌÅ M ⊗_A B ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ É ÓÔÒÕËÔÕÒÕ B-ÍÏÄÕÌÑ! éÍÅÎÎÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ b_1 ∈ B ÎÁ m ⊗ b ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ b_1 · (m ⊗ b) = m ⊗ bb_1; ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ËÏÒÒÅÔËÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÚÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ B-ÍÏÄÕÌÑ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ M ⊗_A B Ó ÔÁËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ B-ÍÏÄÕÌÑ ÅÓÔØ B-ÍÏÄÕÌØ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÊ ÉÚ M Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÓËÁÌÑÒÏŒ ÏÔ A ÄÏ B. üÔÏÔ B-ÍÏÄÕÌØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ M_B .

òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓËÁÌÑÒÏŒ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ; ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (ÎÅ- ÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÀÝÅÇÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ M_B) ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.14. ðÕÓÔØ M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A É ’: A → B | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ B-ÍÏÄÕÌÑ N É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÂÅ- ÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ g : M → N, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏŒÉÀ g(am) = ’(a)g(m) ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ A, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ B-ÍÏÄÕÌÅÊ h: M_B → N, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏŒÉÀ h(m ⊗ 1) = g(m) ÄÌÑ ŒÓÅÈ m ∈ M.

çÏŒÏÒÑ ÐÏ-ÕÞÅÎÏÍÕ, ÆÕÎËÔÏÒ ĂÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓËÁÌÑÒÏŒĄ (ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ A- ÍÏÄÕÌÅÊ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ B-ÍÏÄÕÌÅÊ) ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÌÅŒÁ Ë ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÍÕ Œ ÐÒÏÔÉ- ŒÏÐÏÌÏÖÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÆÕÎËÔÏÒÕ ĂÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÓËÁÌÑÒÏŒĄ, ÓÔÁŒÑÝÅÍÕ Œ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÅ B-ÍÏÄÕÌÀ N ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ A, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÊ Ó N ËÁË ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ A ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ a · n = ’(a)n.

ðÒÉÍÅÒ 3.15 (ìÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ). åÓÌÉ S ⊂ A | ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ A, ÔÏ S^{−1}M ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ S^{−1}A ÐÏÌÕ- ÞÁÅÔÓÑ ÉÚ M Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÓËÁÌÑÒÏŒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁÎÏÎÉÞÅ- ÓËÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’: A → S^{−1}A.

ðÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.14. œ ÓŒÅÔÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.6 ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÔØ, ÞÔÏ S^{−1}A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÉÍ A- ÍÏÄÕÌÅÍ.

ðÒÉÍÅÒ 3.16. ðÕÓÔØ f : A → B, g : A → C | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÌÅÃ. üÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ B É C ÓÔÒÕËÔÕÒÕ A-ÍÏÄÕÌÅÊ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ A-ÍÏÄÕÌØ B⊗_AC. îÁ ÜÔÏÍ A-ÍÏÄÕÌÅ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÌØÃÁ. éÍÅÎÎÏ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÏ ÔÁËÏÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ: (b_1 ⊗ b_2)(c_1 ⊗ c_2) = (b_1c_1) ⊗ (b_2c_2).

ðÒÏŒÅÒËÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.

ðÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 3.16 ËÏÌØÃÏ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ. éÍÅÎÎÏ, ÚÁÍÅÔÉÍ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ,

ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g^′ : b → b⊗1 É f^′ : c → 1⊗c ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ

ÉÚ B É C ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ Œ B ⊗_A C, ÐÒÉÞÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

B_{g′} � � � �

A f � � � � �

g � � � � � B ⊗^A C

C f^′ � � � � ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ. éÍÅÑ ÜÔÏ Œ ŒÉÄÕ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.17. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÉÍÅÒÁ 3.16 ÐÕÓÔØ ~f : B → D É

~g : C → D | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÌÅÃ, ÄÅÌÁÀÝÉÅ ŒÎÅÛÎÉÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØ-

ÎÉË ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ (3.4) ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÕÓÔØ ~f ∘ g =

~g ∘ f). B g^′ � � � �_{g̃} � � � � � �

A f � � � � �

g � � � � � B ⊗^A C^h � D

C f^′ � � � �^{f̃} � � � � � �

(3.4)

ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ h: B ⊗_A C → D, ÄÅÌÁÀ-

ÝÉÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ (3.4) ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÓÐÏËÏÊÎÏ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÉÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÀ (ÓËÁÖÅÍ

ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ h ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ b ⊗ c → ~g(b) ~f(c)).