1 ìÅËÃÉÑ 8.

íÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ËÁË ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ T^∗M Ë ÇÌÁÄËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ M, ÉÓÈÏÄÑ, ÐÏ ÓÕÔÉ, ÔÏÌØËÏ ÉÚ ËÏÌØÃÁ ÆÕÎËÃÉÊ C^∞(M; R). äÌÑ ÐÏÌÎÏÔÙ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÐÏËÁÖÅÍ ÅÝÅ, ËÁË ÍÏÖÎÏ, ÓÔÁÒÔÕÑ Ó C^∞(M; R), ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÓÁÍÏ M ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ x ∈ M ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÌÅÃ ’_x : C^∞(M; R) { \ÚÎÁ- ÞÅÎÉÅ Œ ÔÏÞËÅ x" (ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ C^∞(M; R) ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÞÉÓÌÏ f(x) ∈ R).

ìÅÍÍÁ 1.1. ðÕÓÔØ M { ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ ’ : C^∞(M; R) → R ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ’ = ’_x ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÔÏÞËÉ x ∈ M.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. âÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÏÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏÇÏ: ÐÕÓÔØ ÄÁÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ ’ : C^∞(M; R) → R, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÒÁŒÅÎ ’_x ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ x ∈ M. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÑÄÒÏ ’ ÞÅÒÅÚ m ⊂ C^∞(M; R). ðÕÓÔØ x ∈ M { ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ. åÓÌÉ ŒÓÅ f ∈ m ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÏÌØ Œ x ∈ M, Ô.Å. ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’_x ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ÎÁ m, ÔÏ ’_x ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ’, Á ÐÏÔÏÍÕ ’_x = ’. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÓÕÛÃÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ f_x ∈ m, ÞÔÏ f(x) ≠ 0. äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌeÎÎÏÓÔÉ, ÐÕÓÔØ f(x) ¿ 0. ôÏÇÄÁ f ¿ 0 É ÎÁ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U_x ⊂ M ÔÏÞËÉ x.

œÙÂÅÒÅÍ ÇÌÁÄËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ _x ∈ C^∞(M; R), ËÏÔÏÒÁÑ ŒÓÀÄÕ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ, ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ŒÎÅ U_x, É ÒÁŒÎÁ 1 Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÅÎØÛÅÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U^′_X ⊂ U_x ÔÏÞËÉ x. ðÏÌÏÖÉÍ g_x = f_x_x. ôÏÇÄÁ ’(g_x) = ’(_x)’(f_x) = ’(_x)·0 = 0, Ô.Å. g_x ∈ m; Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ g_x ≥ 0 ŒÓÀÄÕ É g_x(x) ¿ 0 ÎÁ U^′_x.

ô.Ë. U^′_x ÐÏËÒÙŒÁÀÔ M, Á M ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ U_i Ó ÓÏÏÔÓÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ g_i. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ

g = g_1 + · · · + g_k ;

(1.1)

{ ÓÕÍÍÕ ŒÓÅÈ g_i. ôÏÇÄÁ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, g ∈ m, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, g ¿ 0 Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ M. ðÏÜÔÏÍÕ g^{−1} { ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ M, É ÉÍÅÅÍ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ: 1 = ’(1) = ’(g)’(g^{−1}) = 0. □ ðÒÁËÔÉÞÅÓËÁÑ ÃÅÎÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ìÅÍÍÙ ÎÅŒÅÌÉËÁ: ÈÏÔÑ ÍÙ É ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ M ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ ÎÅÍ, ÐÏ-ŒÉÄÉÍÏÍÕ, ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ. ïÄÎÁËÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÉÅÍ, ÉÓ- ÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÊ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ, Œ ÎÁÕËÅ ÐÒÏ ÇÌÁÄËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÏÞÅÎØ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎ. åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÞÕÔØ ÕÔÏÞÎÉÔØ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2. ðÕÓÔØ U_i { ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M. òÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÙÍ ÐÏËÒÙÔÉÀ M, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’_i ∈ C^∞(M; R), ÞÔÏ ’_i = 0 ŒÎÅ U_i, É 1 = ’_1 + · · · + ’_k.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ìÅÍÍÙ 1.1 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ ÅÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ: ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ _i ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ, É Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ

’_i =

_i _1 + · · · + _k : úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.3. åÓÌÉ ŒÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ìÅÍÍÙ 1.1, ÔÏ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÏ- ÎÅÞÎÏÓÔØ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÅ ŒÁÖÎÁ: ŒÁÖÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ x ∈ M ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌÁ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏËÒÙÔÉÑ. ôÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ (1.1) ÈÏÒÏÛÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. ôÁËÏÅ ÐÏ- ËÒÙÔÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ; ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁËÏÍ- ÐÁËÔÎÙÍ. ìÀÂÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ U ⊂ R^n ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÐÁÒÁËÏÍÐÁËÔÎÁ, ÎÏ ÜÔÏ { ÔÒÕÄÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ; ÍÙ ÅÅ ÎÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ É ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÅÊ ÎÅ ÂÕÄÅÍ, Á ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÔØÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ.

éÚÕÞÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÄÁÎÙ ÄŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑ M_1, M_2, É ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ æ : M_1 → M_2. ëÁË ŒÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÜÔÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ É ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ?

ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ŒÅÄÅÔ ÓÅÂÑ ÓÁÍÙÍ ÐÒÏÓÔÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ m ∈ M_1 ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ æ { ËÏÇÄÁ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÞÁÝÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ \ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ" { ÜÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Dæ_m : T_mM_1 → T_{æ(m)}M_2 (ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÅÇÏ, ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÁÒÔÙ É ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ). œÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Dæ_m ÍÏÖÎÏ ÓËÌÅÉÔØ Œ ÏÄÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Dæ : T M_1 → T M_2; ÏÐÑÔØ ÖÅ, ÐÒÏŒÅÒËÁ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÁÒÔÁÈ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÌÁÄËÏÅ { ÔÏÞÎÅÅ, ËÌÁÓÓÁ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ C^{k−1}, ÅÓÌÉ M_1, M_2 É æ ÂÙÌÉ ËÌÁÓÓÁ C^k.

ó ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ. ðÒÉÞÉÎÁ ÜÔÏÇÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ T^∗_mM_1, T^∗_{æ(m)}M_2 Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Dæ^∗_m, ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÏÅ Ë Dæ_m, Á ÏÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÅ Œ ÔÕ ÓÔÏÒÏÎÕ: ÎÅ ÉÚ T^∗_mM_1 Œ T^∗_{æ(m)}M_2, Á ÉÚ T^∗_{æ(m)}M_2 Œ T^∗_mM_1. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÕ ÔÏÔÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T^∗M_1 ÎÅËÕÄÁ ÏÔÏÂÒÁÚÉÔØ! ëÏÇÄÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÌÉ T^∗M ÓËÌÅÊËÏÊ ÐÏ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÁÒÔÁÍ, ÍÙ ÕÖÅ ŒÉÄÅÌÉ ÜÔÏ ÑŒÌÅÎÉÅ { ÎÏ Œ ÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ æ ÂÙÌÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ; ÐÏÜÔÏÍÕ Dæ^∗_m ÂÙÌÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, É ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ŒÚÑÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁË ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅÌØÚÑ, Á ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: (1) ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ æ^∗T^∗M_2, ÏÎ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÎÁÂÖÅÎ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅÍ æ^∗T^∗M_2 → T^∗M_2, É (2) ÓËÌÅÉÔØ ŒÓÅ Dæ^∗_m Œ ÏÄÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Dæ^∗ : æ^∗T^∗M_2 → T^∗M_2. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÁ ÓÅÞÅÎÉÑÈ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ { ËÏÔÏÒÙÅ, ËÓÔÁÔÉ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ { ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ff ∈ C^∞(M_1; T^∗M_1), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ

æ^∗ff(m) = Dæ^∗_m(ff(æ(m))):

(1.2)

œÓÅ ŒÍÅÓÔÅ ÄÁÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ æ^∗ff ∈ C^∞(M_1; T^∗M_1). üÔÁ ÆÏÒÍÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏÍ ÆÏÒÍÙ ff ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ æ : M_1 → M_2.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ æ : M_1 → M_2 ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, É ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ C^∞(M_2; T^∗M_2). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ æ^∗Df = Dæ^∗f.

îÁÄÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Dæ^∗_m ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÓÏŒÓÅÍ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ- ŒÁÔØ ÆÏÒÍÙ ÞÅÒÅÚ 1-ÓÔÒÕÉ: Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ æ^∗ : C^∞(M_2; T^∗M_2) → C^∞(M_1; T^∗M_1), É ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ æ^∗ : J^1_{æ(m)}M_2 → J^1_mM_1, ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÏÌØ ÄÏ 1-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Œ ÔÏÞËÅ æ(m) ∈ M_2, ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÏÌØ ÄÏ 1-ÐÏÒÑÄËÁ Œ ÔÏÞËÅ m ∈ M_1. ðÏÎÑÔÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, k ≥ 1; ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ J^k_{æ(m)}M_2 → J^k_mM_1 É æ^∗ : C^∞(M_2; J^kM_2) → C^∞(M_1; J^kM_1). îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÙ É k-ÓÔÒÕÉ { É ÆÕÎËÃÉÉ { ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÍÏÒÆÉÚÍÁÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ (Á ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ).

îÁËÏÎÅÃ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ { Ô.Å. Ó ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ C^∞(M; T M) ËÁÓÁÔÅÌØ- ÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T M? ôÏ ÖÅ, ÞÔÏ É Ó ÔÏÔÁÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ: ÎÉËÁËÏÇÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅÌØÚÑ.

åÓÔØ ÏÄÎÁ ÓÉÔÕÁÃÉÑ, ŒÐÒÏÞÅÍ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÞÔÏ-ÔÏ ÓËÁÚÁÔØ ÍÏÖÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.5. úÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M^′ ⊂ M ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k ÅÓÌÉ Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ m ∈ M^′ ÅÓÔØ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U_m ⊂ M É ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ÎÅÊ, ÞÔÏ U_m ∩M^′ ⊂ U_m Œ ÜÔÉÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÅÓÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k (Ô.Å. ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ x_1 = · · · = x_k = 0).

ìÀÂÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k { ÓÁÍÏ ÐÏ ÓÅÂÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÒÁŒÎÁ dim M^′ = dim M − k; ËÁÒÔÙ ÎÁ M^′ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ËÁÒÔ ÎÁ M ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ Ó M^′.

ìÅÍÍÁ 1.6. ðÕÓÔØ M^′ ⊂ M { ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k. ôÏÇÄÁ T M^′ ⊂ T M { ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2k.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ M^′ ⊂ M ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ x_1 = · · · = x_k = 0, ÔÏ T M^′ ⊂ T M ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÅÎÉÑÍÉ x_1 = · · · = x_k = Dx_1 = · · · = Dx_k = 0 { ÇÄÅ ÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ Dx_i ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ T M, ÌÉÎÅÊÎÙÅ ŒÄÏÌØ ÓÌÏÅŒ. □

œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ËÏÇÄÁ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÑ ¸ ÎÁ M ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ŒÅËÔÏÒ- ÎÏÅ ÐÏÌÅ ¸^′ ÎÁ M^′ { ÜÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ m ∈ M^′ ŒÅËÔÏÒ ¸(m) ⊂ T_xM ÌÅÖÉÔ Œ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ T_xM^′ ⊂ T_xM. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ¸ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏ Ë ÐÏÄÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÀ M^′ ⊂ M. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ R^n { ÔÁËÉÈ ËÁË ÓÆÅÒÁ. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÔÁËÏÍ M ⊂ R^n { ÜÔÏ ÇÌÁÄËÁÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ¸ : M → R^n, ÐÒÉÞÅÍ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ m ∈ M ŒÅËÔÏÒ ¸(m) ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M.

œÅÒÎÅÍÓÑ Œ ÏÂÝÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÎÁÒÑÄÕ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ É ÓÔÒÕÑÍÉ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÔÎÏ ŒÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ÔÁËÖÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÓÔÅÐÅ- ÎÅÊ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ ÄÁÎÏ Ø ∈ C^∞(M_2; T^{⊗k∗}M_2) { ÔÁËÉÅ ÏÂSSÅËÔÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ k { É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ æ : M_1 → M_2, ÐÒÁŒÉÌÏ (1.2) ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ æ^∗Ø ∈ C^∞(M_1; T^{⊗k∗}M_1). ôÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ. îÁ ÐÒÁËÔÉËÅ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ ŒÁÖÎÙ ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ 2, É ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ { ÅÝÅ ÇÏŒÏÒÑÔ \ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÉÅ" { ÔÅÎÚÏÒÙ ÌÀÂÏÊ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ k ≤ dim M.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.7. ðÕÓÔØ M { ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. òÉÍÁÎÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÁ M ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÅÎÚÏÒ g ∈ C^∞(M; S^2T^∗M), ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ M, g_x { ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ T_xM.

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ { ÜÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÍÅÔÒÉË ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ T_xM, ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÔÏÞËÉ x ∈ M.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.8. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M { ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ k-ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ M { ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅ ff ∈ ~^kT^∗M k-Ê ŒÎÅÛÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÑ T^∗M.

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, k-ÆÏÒÍÁ ÜÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ k-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍ ÎÁ ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ T_xM, ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ x ∈ M. æÏÒÍÁ ÓÔÅÐÅÎÉ 1 ÜÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ ŒÙÛÅ ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, ÂÅÚ ÓÔÅÐÅÎÉ { ÓÅÞÅÎÉÅ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.9. þÅÍÕ ÒÁŒÎÏ C^∞(M; ~^k T^∗M), ÅÓÌÉ k ¿ dim M?

òÉÍÁÎÏŒÙ ÍÅÔÒÉËÉ ŒÁÖÎÙ ŒÏÔ ÐÏ ËÁËÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ. ëÏÇÄÁ ÍÙ ÓÔÒÏÉÌÉ ÁÎÁÌÉÚ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÑÈ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÅŒËÌÉÄÏŒÕ ÍÅÔÒÉËÕ, ÎÏ ÞÔÏ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ { ÎÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÎÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ. îÁ ÕÒÏŒÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ, ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. îÏ ÐÒÉ ÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÏÍ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÉ ÞÁÓÔÏ ÐÏÌÅÚÎÏ-ÔÁËÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ÍÅÔÒÉËÕ (ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÐÏÔÏÍ ÏÔ ÎÅÅ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ). ë ÓÞÁÓÔØÀ, ÜÔÏ ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ.

ìÅÍÍÁ 1.10. ðÕÓÔØ M { ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ôÏÇÄÁ ÎÁ M ÓÕÛÃÅÓÔŒÕÅÔ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ g.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÅÔÒÉËÁ ŒÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x { ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÍÅÔÒÉËÕ Œ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÅ. œÙÂÅÒÅÍ ÎÁÂÏÒ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ U_x, ÍÅÔÒÉËÕ g_x

É ÓÒÅÚÁÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ _x ∈ C^∞(M; R), ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ ŒÎÅ U_x, ŒÓÀÄÕ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ, ÉÒÁŒÎÙ 1 Œ ÍÅÎØÛÉÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ U^′_x ⊂ M. œÙÂÅÒÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ U^′_i ÉÚ ÐÏËÒÙÔÉÑ U^′_x, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ g = _1g_1 + · · · + _kg_k ∈ C^∞(M; S^2T^∗M):

ôÏÇÄÁ g { ÇÌÁÄËÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÅÎÚÏÒ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ 2, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ m ∈ M É ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ T_mM ÉÍÅÅÍ g(v; v) ≥ _i(x)g_i(v; v) ¿ 0, ÇÄÅ m ∈ U^′_i . ðÏÜÔÏÍÕ g^′ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, Á ÐÏÔÏÍÕ É ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.11. õÓÌÏŒÉÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÍÏÖÎÏ ÏÓÌÁÂÉÔØ, ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.3.

óÒÅÄÉ ÐÒÏÞÅÇÏ, ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒŒÅÓÔÉ ÎÁ ÎÅÍ ÐÏÎÑÔÉÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ, Ô.Å. ÍÅÔÒÉËÕ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÏ). ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÐÏËÁ ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÜÔÏÇÏ ÓÄÅÌÁÔØ, Ô.Ë. ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ.

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÔÏÖÅ ŒÁÖÎÙ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÉÚ-ÚÁ ÉÈ ÓŒÑÚÉ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ- ŒÁÎÉÑ: ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÜÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÐÏ ËÏÍÐÁËÔ- ÎÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÞÉÓÌÏ. ðÒÏ ÜÔÏ ÍÙ ÎÁ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ, ÏÄÎÁËÏ; ÐÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÚÁÎÑÔØÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅÍ, ÏÂSSÑÓÎÉÍ, ËÁËÉÅ Ó ÆÏÒÍÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ: ËÁË ÉÈ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ, É ËÁË ÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ.

ðÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔ ÆÏÒÍÙ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÜÌÅÍeÎÔÙ ŒÎÅÛÅÎÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ÓÍ. ÌÉÓÔÏË áÌÇÅÂÒÁ 5). üÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÎÅÛÎÉÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÚÎÁÞËÏÍ ∧. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÐÏÍÎÉÔØ { ÜÔÏ ÞÔÏ ŒÎÅÛÅÎÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÚÎÁËÏŒ: ÅÓÌÉ ÄÁÎÙ ÆÏÒÍÙ ff, fi ÓÔÅÐÅÎÅÊ k É l, ÔÏ

ff ∧ fi = (−1)^k lfi ∧ ff:

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ÖÅ ÆÏÒÍÙ ÍÏÖÎÏ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÍÕ ÆÁËÔÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.12 (ëÏÍÐÌÅËÓ ÄÅ òÁÍÁ.). ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ d : C^∞(M;~

T^∗M) → C^∞(M;~ +1 T^∗M), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ

d(ff ∧ fi) = dff ∧ fi + (−1)^{deg ff}ff ∧ dfi;

d^2 = 0 d(f) = Df ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C^∞(M; R):

åÓÌÉ ÖÅ ÄÁÎÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ æ : M_1 → M_2, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ k-ÆÏÒÍÙ ff ÎÁ M_2 ÉÍÅÅÍ æ^∗dff = dæ^∗ff.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ { ÜÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ. ïÐÅÒÁÃÉÑ d ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÄÅ òÁÍÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ÍÙ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ U ⊂ R^n. ôÏÇÄÁ Õ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ M ÅÓÔØ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ⊂ M, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÄÅ òÁÍÁ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ, É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ k-ÆÏÒÍÙ ff ÎÁ M ÍÙ ÍÏÖÅÍ É ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÌÏÖÉÔØ (dff)|_U = d (ff|_U ) :

œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ, ÜÔÉ ÆÏÒÍÙ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ U ∩U^′ É ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ ÏÂÝÕÀ ÆÏÒÍÕ dff ÎÁ ŒÓÅÍ M.

éÔÁË, ÚÁÍÅÎÉÍ M ÎÁ ÏÔËÒÙÔÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ U ⊂ M, É ŒÙÂÅÒÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x_i Œ U. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ k-ÆÏÒÍÁ ff ∈ C^∞(M; ~^k T^∗M) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ff = ∑ I f_I (m)dx_{i1} ∧ · · · ∧ dx_{ik} ;

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÁÍ ÉÎÄÅËÓÏŒ I = ⟨i_1; : : : ; i_k⟩, i_1 ¡ · · · ¡ i_k. ôÏÇÄÁ ÐÏÓËÏÌØËÕ d^2 = 0, ÍÙ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÌÏÖÉÔØ ff = ∑ I df_I (m) ∧ dx_{i1} ∧ · · · ∧ dx_{ik} ;

ÐÒÉÞÅÍ df_I (m) = Df_I (m) ÔÏÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁË ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ d ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ d^2 = 0. îÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

d^2(ff ∧ fi) = d(dff ∧ fi + (−1)^{deg(ff)}ff ∧ dfi) = d^2(ff) ∧ fi + ff ∧ d^2fi;

Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÄŒÁ ÞÌÅÎÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ { Ô.Å. d^2 ÔÏÖÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ d^2 = 0 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ É ÄÌÑ ÆÏÒÍ ŒÉÄÁ dx_i { ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÎÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ. äÌÑ ÆÏÒÍ ŒÉÄÁ dx_i ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ d(dx_i) = 0, Á ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ d^2f = 0 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ f ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ { D_v D_v′ f = D_v′ D_v f. □