1 ìÅËÃÉÑ 5.

îÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n É ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÎÉÈ, Á ÔÁËÖÅ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ R^n { ÓÆÅÒÁ É Ô.Ä.) ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÄÁÎÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M É ÇÌÁÄËÁÑ R-ÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÁ ÎÅÍ. ëÁË ÐÒÉÄÁÔØ ÓÍÙÓÌ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ Df?

óÏÇÌÁÓÎÏ ÇÒÏÔÅÎÄÉËÏŒÓËÏÍÕ ÐÏÄÈÏÄÕ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ Œ R^n, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÏÌØËÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÌØÃÁ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÜÔÏ, ËÁË ÎÉ ÓÔÒÁÎÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ; ÎÏ ÍÙ ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÜÔÉÍ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ. ðÏËÁ ÞÔÏ ÂÕÄÅÍ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÐÏÄÈÏÄÕ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏÍÕ É ÄÕÍÁÔØ ÐÒÏ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÁË ÐÒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏËÒÙÔÏÅ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ. ôÏ- ÇÄÁ ÌÏËÁÌØÎÏ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ Œ ËÁÒÔÅ; Á ÞÔÏÂÙ ÐÒÉÄÁÔØ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÊ ÓÍÙÓÌ Df, ÎÁÄÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ËÁÒÔÙ Ë ÄÒÕÇÏÊ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÁÄÏ ÉÚÕÞÉÔØ, ËÁË ÍÅÎÑÅÔÓÑ Df ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÏÂÌÁÓÔÉ U_1; U_2 ⊂ R^n É ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ˘ : U_1 → U_2 ËÌÁÓÓÁ C^k. œÏÚØÍÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ f ∈ C^k(U_2; R) Ó ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ Df ∈ C^k(U_2; R^{n∗}). ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ D(f ∘ ˘) ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ f ∘ ˘ ∈ C^k(U_1; R) (ÜÔÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÅÝÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ˘^∗f) ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ:

D(˘^∗f)(x) = D˘_x(˘^∗Df(x)):

(1.1)

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÎÅÌØÚÑ ÄÕÍÁÔØ ËÁË ÐÒÏ ÆÕÎËÃÉÀ U → R^{n∗} { ÂÕÄØ ÏÎÁ ÐÒÏÓÔÏ ÆÕÎËÃÉÅÊ, Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÔÏÑÔØ ˘^∗Df(x), ÂÅÚ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ D˘_x. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ C^k(M; R), ÔÏ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ, ŒÙÞÉÓÌÅÎÎÙÈ Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÁÒÔÁÈ, ÎÅÌØÚÑ ÓËÌÅÉÔØ ÇÌÏÂÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ Df ∈ C^{k−1}(M; R^{n∗}).

äÌÑ ÂÏÒØÂÙ Ó ÜÔÉÍ ÑŒÌÅÎÉÅÍ, ÄÅÌÁÀÔ ŒÏÔ ÞÔÏ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ V , ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ T (U) ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ U × V { ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ⟨u; v⟩ ÔÏÞËÉ u ∈ U É ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ V . ôÏÇÄÁ T (U) { ÏÂÌÁÓÔØ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÓÔŒÅ V ⊕ V , ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ Ë U. åÓÌÉ ÄÁÎÙ ÄŒÅ ÏÂÌÁÓÔÉ U_1; U_2 ⊂ V É ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ˘ : U_1 → U_2 ËÌÁÓÓÁ C^k, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D˘ : T (U_1) → T (U_2) ËÁË

D˘(⟨u; v⟩) = ⟨˘(u); D˘_u(v)⟩:

(1.2)

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ (ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ!), ÞÔÏ D˘ { ÔÏÖÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ËÌÁÓÓÁ C^{k−1}. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, D˘ ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÏ Ó ÐÒÏÅËÃÉÑÍÉ ß_i : T (U_i) → U_i { ÉÍÅÅÍ ß_2 ∘ D˘ = ˘ ∘ ß_1. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ó ÐÒÏÅËÃÉÑÍÉ ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ V ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D˘ ÎÅ ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÏ { ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D˘_u ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÞËÉ u!) ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÁŒÉÌÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ U → T (U); ˘ → D˘ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏ { ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÏÂÌÁÓÔÉ U_1; U_2; U_3 ⊂ V É ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ˘_{12} : U_1 → U_2, ˘_{23} : U_2 → U_3, ÔÏ D(˘_{23} ∘˘_{12}) = D˘_{23} ∘D˘_{12}. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n É ËÌÁÓÓÁ C^k, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÐÏÌÎÙÍ ÁÔÌÁÓÏÍ ⟨U_ff; h_ff⟩, ÍÏÖÎÏ ÓËÌÅÉÔØ ŒÓÅ T (h_ff(U_ff)) Œ ÏÄÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ T (M), ÐÏÌÏÖÉŒ

T (M) = ⋃ T (h_ff(U_ff))= ∼;

ÇÄÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ∼ ÚÁÄÁÎÏ ÔÁË: y_1 ∈ T (h_1(U_1)) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ y_2 ∈ T (h_2(U_2)), ÅÓÌÉ ß_i(y_i) ∈ h_i(U_1 ∩ U_2 É D(h_2 ∘ h^{−1}_1 )(y_1) = y_2. ðÏÓËÏÌØËÕ D˘ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏ, ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÏÅËÃÉÉ h^{−1}_ff ∘ ß_ff : T (h_ff(U_ff)) → h_ff(U_ff) → U_ff ÓËÌÅÉŒÁÀÔÓÑ Œ ÏÂÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ß : T (M) → M, É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÁÒÔÙ U ⊂ M ÐÒÏ- ÏÂÒÁÚ ß^{−1}(U) ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó T (h_U (U)). üÔÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÁÒÔ ÎÁ T (M); ÏÎÉ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ É ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ T (M) ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÎÏÇÏÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2n É ËÌÁÓÓÁ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ k − 1.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ T (M) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑ M.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÓÌÏÅ ß^{−1}(m) ⊂ T M ÐÒÏÅËÃÉÉ T M → M ÅÓÔØ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. üÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T_mM É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ë M Œ ÔÏÞËÅ m ∈ M.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ Df ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÄÁÔØ ÓÍÙÓÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ìÏËÁÌØÎÏ, ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ U ⊂ V , Df ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ U → V^∗ { Ô.Å. ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ u ∈ U ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V → R. íÏÖÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÔÏÞËÕ ÚÒÅÎÉÑ É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ Df ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ R, ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁ T (U): Df(⟨u; v⟩) = Df_u(v) ∈ R. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ËÌÁÓÓÁ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ k − 1 ÅÓÌÉ f ËÌÁÓÓÁ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ k). é Œ ÜÔÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ, ÆÏÒÍÕÌÁ (1.1) ÐÅÒÅÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË D(˘^∗f) = D˘^∗(f). ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÄÁÎÁ f ∈ C^k(M; R), ÔÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ Df ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓËÌÅÉÔØ ÄÏ ÆÕÎËÃÉÉ Df ∈ C^{k−1}(T M; R). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÁ ÐÏ ÓÌÏÑÍ.

äÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÐÒÉÄÁÔØ ÓÍÙÓÌ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÔÁËÏÊ. œÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏÂÌÁ- ÓÔÉ U ⊂ V ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÏÂÌÁÓÔØ T (U) = U × V ⊂ V ⊕ V , ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÂÌÁÓÔØ T^∗(U) = U × V^∗ ⊂ V ⊕ V^∗. äÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ˘ : U_1 → U_2 ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ É ÎÁ T^∗(U) { ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ˘ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ D˘_u : V → V ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ u ∈ U, É Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (1.2) ŒÍÅÓÔÏ D˘_u : V → V ÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÓÏÐÒÑÖÅÎ- ÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (D˘^∗_u )^{−1} : V^∗ → V^∗. üÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÔÏÖÅ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏ { ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÏ Ó ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ { É ÐÏÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ËÌÁÓÓÁ C^k ÍÏÖÎÏ ÓËÌÅÉÔØ T^∗(h_ff(U_ff)) ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ËÁÒÔ U_ff Œ ÏÄÎÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ T^∗M ËÌÁÓÓÁ C^{k−1}.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ T^∗M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑ M.

ëÁË É ÄÌÑ T M, ÓÌÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ T^∗M → M ÎÁÄ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ m ∈ M ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ËÏÔÏÒÏÅ, ËÁË ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ T_mM.

äÁÌÅÅ, ÌÏËÁÌØÎÏ ŒÍÅÓÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ Df : U → V^∗ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÅÅ ÇÒÁÆÉË, Ô.Å. ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÓÅÞÅÎÉÅ (id ×Df) : U → U × V^∗ = T^∗(U) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ T^∗(U) → U. é Œ ÓÉÌÕ (1.1), ŒÓÅ ÜÔÉ ÓÅÞÅÎÉÅ ÓËÌÅÑÔÓÑ ŒÍÅÓÔÅ Œ ÏÄÎÏ ÓÅÞÅÎÉÅ Df : M → T^∗M ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ T^∗M → M.

éÔÁË, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÜÔÏ ÉÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÐÏ ÓÌÏÑÍ, ÉÌÉ ÓÅÞÅÎÉÅ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.