ôÅÏÒÉÑ íÅÒÙ 3: éÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ

3.1. éÚÍÅÒÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ ÎÅÍ ff-ÁÌÇÅÂÒÏÊ U. íÙ ÇÏŒÏ- ÒÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÉÚÍÅÒÉÍÏ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÌÅÖÉÔ Œ U.

ðÕÓÔØ í - ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. áÌÇÅÂÒÁ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ - ÜÔÏ ÓÉÇÍÁ- ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ ÐÏ âÏÒÅÌÀ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÌÅÖÉÔ Œ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÓÞÅÔÎÙÍÉ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑÍÉ É ÐÅÒÅ- ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ ÏÔËÒÙÔÙÈ É ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

ðÕÓÔØ M_1, M_2 - ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÎÁ ÎÉÈ ff-ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ U_1 É U_2. æÕÎËÃÉÑ f : M_1 −→ M_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÚÍÅÒÉÍ, ÔÏ ÅÓÔØ f^{−1}(U) ⊂ U_1, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ U ⊂ U_2.

åÓÌÉ M - ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÓÉÇÍÁ-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, Á f : M −→ R ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ f ÉÚÍÅÒÉÍÁ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÐÏ âÏÒÅÌÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÚÍÅÒÉÍ.

úÁÄÁÞÁ 3.1. ðÕÓÔØ M - ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÊ ÍÅÒÏÊ, Á f : M −→ R ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÉÚÍÅÒÉÍÁ.

úÁÄÁÞÁ 3.2. ðÕÓÔØ M ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ ÎÅÍ ff-ÁÌÇÅÂÒÏÊ U, Á f : M −→ R ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ

Á. f^{−1}[a; b] ÉÚÍÅÒÉÍÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b]

Â. f^{−1}[a; b] ÉÚÍÅÒÉÍÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ ]a; b[

Œ. f^{−1}[−∞; b] ÉÚÍÅÒÉÍÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÕÞÁ [−∞; b]

Ç. æÕÎËÃÉÑ f ÉÚÍÅÒÉÍÁ

úÁÄÁÞÁ 3.3 (*). ðÕÓÔØ M = Z_p - ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÃÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ, Á U - ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÔ- ËÒÙÔÏÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ M ÉÚÍÅÒÉÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ U.

úÁÄÁÞÁ 3.4 (!). ðÕÓÔØ

f_1; f_2 : M −→ R

ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÓÉÇÍÁ-ÁÌÇÅÂÒÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚÍÅÒÉ- ÍÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ

f_1 × f_2 : M −→ R^2

ÉÚÍÅÒÉÍÁ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÂÏÒÅÌÅŒÓËÏÊ ÓÉÇÍÁ-ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÁ R^2.

úÁÄÁÞÁ 3.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f_1; f_2 : M −→ R ÉÚÍÅÒÉÍÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ

úÁÄÁÞÁ 3.6 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ R ÐÏ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÂÏÌØÛÅ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2. æÕÎËÃÉÑ f : M −→ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ úÁÄÁÞÁ 3.7. Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚÍÅÒÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏ- ÇÄÁ f^{−1}(a) ÉÚÍÅÒÉÍÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ R.

Â. [*] ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÉÚÍÅÒÉÍÏÊ (É ÎÅÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ) ÆÕÎËÃÉÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÏ ŒÙÐÏÌ- ÎÑÅÔÓÑ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.3. ðÕÓÔØ f_i : M −→ R ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ f_i ÒÁŒ- ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f : M −→ R, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ › > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ N ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ |f − f_i| < › ÐÒÉ i > N.

úÁÄÁÞÁ 3.8. äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f : M −→ R, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ f_n ÆÕÎËÃÉÀ ŒÉÄÁ x −→^1_n [nf(x)], ÇÄÅ [:::] ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÃÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ {f_n} ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f. úÁÄÁÞÁ 3.9 (!). äÁÎÁ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : M −→ R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ ÒÁŒÎÏ- ÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ úÁÄÁÞÁ 3.10. ðÕÓÔØ f ÐÒÅÄÅÌ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÉÚÍÅÒÉÍÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÞÅÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÚÍÅÒÉÍÏ. ðÒÅÄÓÔÁŒØ- ÔÅ f^{−1}(] − ∞; c[) ËÁË ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ⋃ f^{−1}_i (] − ∞; c − ›[, ÇÄÅ |f − f_i| < ›.

úÁÄÁÞÁ 3.11. ðÕÓÔØ f_i : M −→ R ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ lim f_i ÉÚÍÅÒÉÍ (ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ). õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f^{−1}(] − ∞; c[) = ∪f^{−1}_i (] − ∞; c[).

úÁÄÁÞÁ 3.12. ðÕÓÔØ f_i ÓÞÅÔÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ sup{f_i} É inf{f_i} ÔÁËÖÅ ÉÚÍÅÒÉÍÙ.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÕÍ É ÍÉÎÉÍÕÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ- ÍÅÒÉÍ. úÁÔÅÍ ÎÁÐÉÛÉÔÅ inf_i {f_i} = lim_{j −→ ∞} inf_{i¡j} {f_i} É ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 3.13 (!). ðÕÓÔØ f ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {f_i} ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÉÚÍÅÒÉÍÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. óŒÅÄÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ f_i ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ lim f_i = lim_{i −→ ∞} sup_{j¿i} {f_j } ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.4. ðÕÓÔØ f_i : M −→ R ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. íÙ ÇÏŒÏ- ÒÉÍ, ÞÔÏ {f_i} ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ Ë f, ÅÓÌÕ f_i ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f ŒÎÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ 0.

úÁÄÁÞÁ 3.14 (!). ðÕÓÔØ {f_i} ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ Ë f. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÉÚÍÅÒÉÍÏ.

úÁÄÁÞÁ 3.15 (*). (ôÅÏÒÅÍÁ åÇÏÒÏŒÁ) ðÕÓÔØ (M; —) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ff-ÁÌÇÅÂÒÏÊ É ÍÅÒÏÊ, Á {f_i : M −→ R} ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ Ë f. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ —(M) < ∞. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ › ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E_ffl ⊂ M, —(E_ffl) ≤ ›, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ {f_i} ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ŒÎÅ E_ffl Ë f.

3.2. éÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

ðÕÓÔØ f : M −→ R - ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Á {¸_i} ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÉ. úÁÐÉÛÅÍ f Œ ŒÉÄÅ f = ∑ ¸_iffl_{Ui} , ÇÄÅ U_i := f^{−1}(¸_i), Á ffl_{Ui} ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_i.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.5. ðÕÓÔØ M ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ff-ÁÌÇÅÂÒÏÊ É ÍÅÒÏÊ —, Á f = ∑ ¸_iffl_{Ui} ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. æÕÎËÃÉÑ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÒÑÄ ∑ |¸_i|—(U_i) ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

úÁÄÁÞÁ 3.16 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.6. ðÕÓÔØ f - ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ f ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÐÏÞÔÉ ŒÅÚÄÅ, ÅÓÌÉ f = 0 ŒÎÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ. íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f É g ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ f − g ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÐÏÞÔÉ ŒÅÚÄÅ, œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÉÔÓÑ, ÞÔÏ f ÒÁŒÎÏ g ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ ÆÕÎËÃÉÉ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑ- ÀÔÓÑ. œ ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÐÏÎÑÔÎÏ, Ï ÞÅÍ ÒÅÞØ, ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÏÇÏŒÁÒÉŒÁÔØ ÜÔÏÇÏ

úÁÄÁÞÁ 3.17 (!). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÓÔÕÐÅÎÞÁ- ÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

|f|_1 := ∑ |¸_i|—(U_i):

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ - ÎÏÒÍÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

úÁÄÁÞÁ 3.18. ðÕÓÔØ f ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ R, Á {f_i} ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ Ë f. œÓÅÇÄÁ ÌÉ {f_i} ÂÕÄÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ëÏÛÉ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÍÅÔÒÉËÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ | · |_1?

úÁÄÁÞÁ 3.19. ðÕÓÔØ f ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ R, Á {f_i} ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ {f_i} ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ | · |_1, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë f. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ {f_i} ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.7. ðÕÓÔØ f ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M. íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ f ÆÕÎËÃÉÑ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ, ÅÓÌÉ f = 0 ŒÎÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M.

úÁÄÁÞÁ 3.20 (!). ðÕÓÔØ f - ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÎÁ R^n.

Á. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ {f_i}, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ Œ úÁÄÁÞÅ 3.8.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ {f_i} ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÔÒÉËÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÏÒ- ÍÏÊ | · |_1.

Â. ðÕÓÔØ {f_i} - ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ Œ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ K, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë f. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ {f_i} ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÔÒÉËÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ | · |_1.

úÁÄÁÞÁ 3.21 (*). ðÕÓÔØ M ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ff-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÎÁÄÅÌÅÎÎÏÅ ÍÅÒÏÊ — ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ M = ⋃ U_i, ÇÄÅ U_0 ⊂ U_1 ⊂ U_2 ⊂ ::: ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÅÒÙ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : M −→ R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {g_i} ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÉÚ- ÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f, ÐÒÉÞÅÍ {g_i} ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ | · |_1.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÍÅÒÁ U_i\U_{i−1} ÒÁŒÎÁ a_i, Á f_i ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÉÚ f ËÁË Œ úÁÄÁÞÅ 3.8. ðÏÌÏÖÉÍ g_k ÎÁ U_l\U_{l−1} ÒÁŒÎÙÍ f_2l_{[kal]+1}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ {g_i} ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f, É lim |f − g_i|_1 = 0.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.8. ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÓÔÕÐÅÎÞÁ- ÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f. ôÏÇÄÁ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÅÊ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ L_1-ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ L_1(M).

úÁÄÁÞÁ 3.22. ðÕÓÔØ M ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÒÏÊ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ —(M) < ∞. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ M ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ.

úÁÄÁÞÁ 3.23 (!). ðÕÓÔØ {f_i}, {g_i} ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÒÁŒÎÏ-

ÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ Ë ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÉ h. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ lim | | | |f^i | |_A −g_i | |_A | | | |_1 = 0 ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚÍÅÒÉÍÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ A ⊂ M ËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÅÒÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ h ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÏÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ {f_i}.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ h ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ f_i

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.9. ðÕÓÔØ f - ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, f = ∑ ¸_iffl_{Ui} .

éÎÔÅÇÒÁÌ f ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ∫ M f— := ∑ ¸_i—(U_i):

úÁÄÁÞÁ 3.24. ðÕÓÔØ {f_i} - ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∫ M f_i— ÓÈÏÄÉÔÓÑ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.10. ðÕÓÔØ f ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ {f_i}. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ f ËÁË ∫ f— := lim ∫ M f_i—:

úÁÄÁÞÁ 3.25. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÚÁÄÁÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

úÁÄÁÞÁ 3.26. ðÕÓÔØ f : M −→ R - ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∫ f— ≥ 0, É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ f = 0 ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ.

úÁÄÁÞÁ 3.27. ðÕÓÔØ f, g ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÉÞÅÍ f ≥ |g|, Á f ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ g ÔÁËÖÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ, É ∫ f— ≥ ∫ g—.

ôÅÏÒÉÑ íÅÒÙ 3: éÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ

úÁÄÁÞÁ 3.28. ðÕÓÔØ f : M −→ R ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f | |_{M ′} ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅ- ÍÁ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M^′ ⊂ M.

úÁÄÁÞÁ 3.29 (!). ðÕÓÔØ f : M −→ R - ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÉÎÔÅÇÒÉÒÕ- ÅÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ |f|.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.11. ðÕÓÔØ M - ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ff-ËÏÌØÃÏ U ⊂ 2^M ÎÁ M ÅÓÔØ ËÏÌØÃÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÞÅÔÎÙÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÊ. úÁÒÑÄÏÍ, ÉÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ÎÁ U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÞÅÔÎÏ-ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ) ÆÕÎËÃÉÑ U −→ R.

úÁÄÁÞÁ 3.30. ðÕÓÔØ ff ÚÁÒÑÄ ÎÁ ff-ËÏÌØÃÅ U ⊂ 2^M , Á E_i ∈ U - ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁ- ÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ ff(E_i) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

úÁÄÁÞÁ 3.31 (*). (ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ öÏÒÄÁÎÁ) ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ff^+(E) ËÁË ÓÕÐÒÅÍÕÍ sup_F +_{⊂E} ff(F^+) ÐÏ ŒÓÅÍ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ F^+ ⊂ E, É ff^−(E) ËÁË − inf_F −_{⊂E} ff^′(F^−). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ff^+, ff^− - ÜÔÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÍÅÒÙ ÎÁ (M; U), É ff = ff^+ − ff^−.

úÁÄÁÞÁ 3.32 (*). (ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ èÁÎÁ) œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

sup_{F +⊂E} ff(F^+) É inf_{F − ⊂E} ff^′(F^−)

ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ F^− É F^+. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÉÈ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ F^− ∐ F^+ = E.