íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ëïíðìåëóîùê áîáìéú

ìåëãéñ 4

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ U ⊂ C | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É f : U → C | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÅÒÅŒÏ- ÄÑÝÁÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ. ôÏÇÄÁ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f^{−1} : f(U ) → U ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f^′(a) ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÏÍ a ∈ U | ÔÏÇÄÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÁŒÉÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f^′(a) = 0 É f(a) = b. ôÏÇÄÁ a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅÍ ÐÏÒÑÄËÁ k ≥ 2 ÆÕÎËÃÉÉ f(z)−b, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ËÁË É Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ h : V → C ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f(z) = b + ((z − a)h(z))^k É h(a) ≠ 0; ÚÄÅÓØ V ⊂ U | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ f = s ∘ r, ÇÄÅ s(w) = b + w^k, r(z) = (z − a)h(z). óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÙÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÞÉÓÌÁ w_1 ≠ w_2 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ w^k_1 = w^k_2 ; Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, r^′(a) ≠ 0 É ÐÏÜÔÏÍÕ r ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a ÎÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ 0 = r(a). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÄŒÅ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÉÅ Ë a ÔÏÞËÉ z_1 ≠ z_2 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ r(z_1) = w_1 É r(z_2) = w_2, ÏÔËÕÄÁ f(z_1) = b + w^k_1 = b + w^k_2 = f(z_2), ŒÏÐÒÅËÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ Ï ÆÕÎËÃÉÉ f. □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2 (ÌÅÍÍÁ ûŒÁÒÃÁ). ðÕÓÔØ D = {z ∈ C | |z| ¡ 1} É f : D → D | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ f(0) = 0. ôÏÇÄÁ |f(z)| ≤ |z| ÄÌÑ ŒÓÅÈ z ∈ D. åÓÌÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |f(z)| = |z| ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ z ∈ D, z ≠ 0, ÔÏ f(z) ≡ ffz ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ff ∈ C , |ff| = 1.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÌÅÍÍÙ ûŒÁÒÃÁ |f^′(0)| ≤ 1; ÅÓÌÉ |f^′(0)| = 1, ÔÏ f(z) ≡ ffz.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ ûŒÁÒÃÁ É ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ f(0) = 0, ÆÕÎËÃÉÑ g(z) = f(z)=z ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ŒÏ ŒÓÅÍ ËÒÕÇÅ D. ðÕÓÔØ 0 ¡ r ¡ 1, É D_r ⊂ D | ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ôÏÇÄÁ max_{z∈Dr} |g(z)| ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ z_r ∈ @D_r , ÏÔËÕÄÁ |g(z)| ≤ |f(z_r )| = |z_r | ≤ 1=r ÄÌÑ ŒÓÅÈ z ∈ D_r. ðÏÓËÏÌØËÕ r ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÉÍ Ë 1, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ |g(z)| ≤ 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ z ∈ D.

åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ |g(z)| = 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ z_0 ∈ D, ÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ |g(z)| ÉÍÅÅÔ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÕÍ. ïÔÓÀÄÁ g(z) = const: = ff ÐÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÍÏÄÕÌÑ; ÏÞÅŒÉÄÎÏ, |ff| = 1.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ z → 0. □

ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÏÊ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ U_ff (ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ), É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ff | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V_ff ⊂ C^n É ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) r_ff : U_ff → V_ff ÔÁË, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’_{fffi} = r_fir^{−1}_ff : V_ff → V_fi ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ ÔÁÍ, ÇÄÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : M → N ÄŒÕÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ r^M_ff Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U^M_ff ∋ a É r^N_fi Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ^N_fi ∋ f(a) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’^N_fi ∘ f ∘ (’^M_ff )^{−1} ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ, äŒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M É N ÂÉÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : M → N ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f^{−1} : N → M ÔÁËÖÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ. (éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÉÚ- ÌÉÛÎÅ.)

ðÒÉÍÅÒ 1. ïÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ: ÁÔÌÁÓ ÓÏ- ÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ËÁÒÔÙ U , V = U , r = id. çÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : M → U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÌÏ- ÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ.

ðÒÉÍÅÒ 2. C P^1 ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ËÒÉ- ŒÏÊ). áÔÌÁÓ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ËÁÒÔ: U_0 = {[w_0 : w_1] | w_1 ≠ 0} É U_∞ = {[w_0 : w_1] | w_0 ≠ 0}. äÌÑ ÏÂÅÉÈ ËÁÒÔ V = C , Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÜÔÏ r_0([w_0 : w_1])^{def}= w_0=w_1 É r_∞([w_0 : w_1])^{def}= w_1=w_0. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ’_{0∞} ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ’_{0∞}(z) = 1=z.

ðÕÓÔØ ´ | ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ. íÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ´ ÜÔÏ ÐÁÒÁ (f; S), ÇÄÅ S ⊂ ´ | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË, f : ´ \ S → C | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, É Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ a ∈ S ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓ. íÅÒÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~f : ´ → C P^1 , ÐÏÌÏÖÉŒ ~f (a) = ∞(^{def}= [1 : 0]) Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÐÏÌÀÓÅ a ∈ S. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ k | ÐÏÒÑÄÏË ÐÏÌÀÓÁ f Œ ÔÏÞËÅ a. œŒÅÄÅÍ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ a ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ z; ÔÏÇÄÁ ÐÒÉ p ∈ U ÉÍÅÅÍ f(p) = g(z(p))=(z(p)−z(a))^k , ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ g ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ É g(z(a)) ≠ 0. œ ËÁÒÔÅ U_∞ ⊂ C P^1 ÉÍÅÅÍ: r_∞( ~f (z(p))) = (z(p) − z(a))^k=g(z(p)) | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ a. œÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ÅÓÌÉ ~f : ´ → C P^1 | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÎÅ ÒÁŒÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ∞, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S = {p ∈ ´ | ~f (p) = ∞} ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ 1

ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ f^{def}= r_0 ∘ ~f : ´ \ S → C | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f(p) → ∞ ÐÒÉ p → a ∈ S, ÔÏ ÅÓÔØ a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÀÓÏÍ.

ðÏÓËÏÌØËÕ C^n = R^{2n} É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÍ, ŒÓÑËÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ 2n-ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ (ÇÌÁÄËÏÇÏ) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ðÏ- ÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÍÏÖÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ M ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ É dim M ÞÅÔÎÁ. üÔÏÇÏ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ: ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÎÁ S^4 ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

åÓÌÉ ÄŒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÂÉÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÔÏ ÏÎÉ É ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅŒÅÒÎÏ ÄÁÖÅ Œ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1:

ðÒÉÍÅÒ 3. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ C É D = {z ∈ C | |z| ¡ 1} ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ, ÎÏ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÉÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ: ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÉÕŒÉÌÌÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : C → D ÏÂÑÚÁÎÏ ÂÙÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ.

ðÒÉÍÅÒ 4. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ D ÐÒÉÍÅÒÁ 3 (ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ) É ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ H = {z ∈ C | Im(z) ¿ 0} (ŒÅÒÈÎÑÑ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ) ÂÉÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. œÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : D → H É g = f^{−1} : H → D ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ f(z) = i(1 + z)=(1 − z) É g(z) = (z − i)=(z + i).

ôÅÏÒÅÍÁ 1. çÒÕÐÐÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ (Ô.Å. ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÊ) D, H, C É C P^1 ÏÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÔÁË:

(1) áŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ D ÜÔÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ŒÉÄÁ f(z) = (z − a)=(1 − z—a), ÇÄÅ || = 1 É |a| ¡ 1.

(2) áŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ H ÜÔÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ŒÉÄÁ f(z) = (az + b)=(cz + d) ÇÄÅ a; b; c; d ∈ R É ad − bc ¿ 0.

(3) áŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ C ÜÔÏ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ f(z) = ˘z + ¯, ˘; ¯ ∈ C , ˘ ≠ 0. (4) áŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ C P^1 ÜÔÏ ŒÓÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ f(z) = (pz + q)=(rz + s), p; q; r; s ∈ C , ps − qr ≠ 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. D. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ J : C \ {0} → C \ {0} ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ (ÉÎŒÅÒÓÉÀ), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ J(z) = 1=—z. ðÕÓÔØ A_D | ÏÐÉÓÁÎÎÏÅ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ f ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÉÎŒÅÒÓÉÅÊ (f ∘ J = J ∘ f) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ A_D . ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ A_D | ÇÒÕÐÐÁ.

ôÏÞËÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ, ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÉÎŒÅÒÓÉÉ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÒÏÂÎÏ- ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ f ∈ A_D ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Œ ÓÅÂÑ. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ D ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f ÌÉÂÏ ÌÅÖÉÔ Œ D, ÌÉÂÏ ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ ŒÎÅ D. îÏ f(0) = a ∈ D, ÐÏÜÔÏÍÕ f(D) ⊂ D.

äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ D ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ G_a ∈ A_D, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ G_a(a) = 0. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ D. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ a = f(0) ∈ D. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ g = G_a ∘ f | ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ D, É g(0) = 0. ðÏ ÌÅÍÍÅ ûŒÁÒÃÁ |g(z)| ≤ |z| ÄÌÑ ŒÓÅÈ z ∈ D, ÏÔËÕÄÁ |g^{−1}(z)| ≥ |z|. îÏ g^{−1} ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ D, ÏÔËÕÄÁ |g^{−1}(z)| ≤ |z|, ÔÏ ÅÓÔØ |g(z)| = |z|. éÚ ÌÅÍÍÙ ûŒÁÒÃÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ g(z) = z ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ , || = 1. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ g ∈ A_D, ÏÔËÕÄÁ f = G^{−1}_a ∘ g ∈ A_D.

H. ëÁË ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 4, ŒÓÑËÉÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ g ËÒÉŒÏÊ H ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ p^{−1} ∘ f ∘ p, ÇÄÅ p(z) = (z−i)=(z+i), Á f | ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ g | ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, g ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÏÓØ Œ ÓÅÂÑ, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ g(z) ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ (az + b)=(cz + d), ÇÄÅ a; b; c; d ∈ R. ôÁËÏÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ H ÌÉÂÏ Œ ÓÅÂÑ, ÌÉÂÏ Œ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ g(i) ∈ H. îÏ Im(g(i)) = (ad − bc)=2(c^2 + d^2), ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.

C . ðÕÓÔØ f | ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ C . íÎÏÖÅÓÔŒÏ f(D) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÕ ŒÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÔÏÞËÕ b, ËÏÔÏÒÁÑ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ f(C \ D). ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ f : C → C | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. ðÏÓËÏÌØËÕ f ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÏÌÖÅÎ ÉÍÅÔØ ÓÔÅÐÅÎØ 1.

C P^1 . éÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 2 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑÍÉ C → C P^1 ; ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÑÑ f(∞) = [p : r], ÐÏÌÕÞÉÍ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C P^1 → C P^1 . îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ.

äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ C ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ G_a, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ G_a(a) = ∞ | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ G_a(z) = 1=(z − a) ÐÒÉ a ≠ ∞, É G_∞(z) = z. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f | ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ C P^1 É f(∞) = a. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ g = G_a ∘ f | ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ C P^1 , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ g(∞) = ∞, ÏÔËÕÄÁ g|_C | ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ C , ÔÏ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ f = G^{−1}_a ∘g ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏ. □