ìÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ

ìÅËÃÉÑ 5.

ôÅÏÒÅÍÁ èÁÎÁ-âÁÎÁÈÁ.

œ ÐÒÏÛÌÙÊ ÒÁÚ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ X ÅÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ X^∗ = B(X; C ), Á ËÁÖÄÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÕ T ∈ B(X; Y ) | ÅÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ T^∗ ∈ B(Y^∗; X^∗). þÔÏÂÙ ÜÔÉ ÐÏÎÑÔÉÑ ÂÙÌÉ ÓÏÄÅÒ- ÖÁÔÅÌØÎÙÍÉ, ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ, ÞÔÏÂÙ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X ÉÍÅÌÏÓØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ. ïÄÎÁËÏ ÐÏËÁ ÎÅ- ÑÓÎÏ, ÐÏÞÅÍÕ ÔÁËÏŒÙÅ ŒÏÏÂÝÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ. üÔÏ, Á ÔÁËÖÅ ÍÎÏÇÏÅ ÄÒÕÇÏÅ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ èÁÎÁ-âÁÎÁÈÁ, Ë ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ É ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ X | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K = R ÉÌÉ K = C , ‖ · ‖ | ÐÒÅÄÎÏÒÍÁ ÎÁ X, X_0 ⊂ X | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É f_0 : X_0 → K | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ |f_0(x)| ⩽ ‖x‖ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ X_0. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f : X → K, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ f_0 É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ |f(x)| ⩽ ‖x‖ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÌÕÞÁÊ I: K = R.

a) ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ X = X_0 ⊕Rx_0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x_0 =∈ X_0. ôÏÇÄÁ ÚÁÄÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ÎÁ X, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ f_0 | ÜÔÏ ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÔØ ÞÉÓÌÏ c = f(x_0). ðÕÓÔØ f | ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ. ôÏÇÄÁ

|f(x)| ⩽ ‖x‖ ∀ x ∈ X ⇐⇒ |f(x_0 − x)| ⩽ ‖x_0 − x‖ ∀ x ∈ X_0

(ŒŒÉÄÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ f). ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ Œ ŒÉÄÅ

f_0(x) − ‖x_0 − x‖ ⩽ c ⩽ f_0(x) + ‖x_0 − x‖ (1)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÛÁ ÚÁÄÁÞÁ ÓŒÅÌÁÓØ Ë ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÀ ÔÁËÏÇÏ c ∈ R, ÞÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (1) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ X_0. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ c ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

f_0(x_1) − ‖x_0 − x_1‖ ⩽ f_0(x_2) + ‖x_0 − x_2‖ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x_1; x_2 ∈ X_0: (2)

îÏ, ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, f_0(x) ⩽ ‖x‖ ÐÒÉ x ∈ X_0, ÔÁË ÞÔÏ

f_0(x_1) − f_0(x_2) ⩽ ‖x_1 − x_2‖ ⩽ ‖x_1 − x_0‖ + ‖x_0 − x_2‖;

ÞÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ (2). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c ∈ R, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ (1), ÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f : X → R, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f(x + ˘x_0) = f_0(x) + ˘c ÄÌÑ x ∈ X_0 É ˘ ∈ R | ÉÓËÏÍÙÊ.

b) ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÌÅÍÍÙ ãÏÒÎÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÐÁÒ (Z; g), ÇÄÅ Z ⊃ X_0 | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ Œ X, Á g : Z → R | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ f_0 É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ |g(x)| ⩽ ‖x‖ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ Z. œŒÅÄÅÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ M, ÐÏÌÁÇÁÑ

ðÒÉ ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ËÏÎÓÐÅËÔÁ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÙ ÎÅÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎÎÙÅ ÚÁÐÉÓËÉ ÌÅËÃÉÊ á. ñ. èÅÌÅÍÓËÏÇÏ ĂìÅËÃÉÉ É ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÐÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕĄ (Ó ÓÏÇÌÁÓÉÑ ÁŒÔÏÒÁ).

(Z_1; g_1) ≺ (Z_2; g_2), ÅÓÌÉ Z_1 ⊂ Z_2 É g_2|_{Z1} = g_1. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {(Z_ff; g_ff)} ⊂ M ÉÍÅÅÔ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎÉÃÕ (Z; g), ÇÄÅ Z = ∪_ffZ_ff, Á ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌ g ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ g|_{Zff} = g_ff ÄÌÑ ŒÓÅÈ ff. ðÏÜÔÏÍÕ Œ M ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (Z; f). ðÒÉÍÅÎÑÑ Ð. a), ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ Z = X. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, f | ÉÓËÏÍÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ.

óÌÕÞÁÊ II: K = C . ðÏÌÏÖÉÍ g_0 = Re f_0. ôÏÇÄÁ g_0 | R-ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ X_0, ÐÒÉÞÅÍ |g_0(x)| ⩽ ‖x‖ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ X_0. ðÏ Ð. I, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ R-ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ g : X → R, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ g_0 É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ |g(x)| ⩽ ‖x‖ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ X. úÁÄÁÄÉÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f : X → C ÆÏÒÍÕÌÏÊ f(x) = g(x) − ig(ix) É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÝÅÍ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, f R-ÌÉÎÅÅÎ, É f(ix) = if(x) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x. úÎÁÞÉÔ, f C -ÌÉÎÅÅÎ. åÓÌÉ x ∈ X_0, ÔÏ ÉÚ C -ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ f_0 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f(x) = g_0(x) − ig_0(ix) = Re f_0(x) − i Re f_0(ix) = Re f_0(x)−i Re(if_0(x)) = Re f_0(x)+i Im f_0(x) = f_0(x). ðÏÜÔÏÍÕ f ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ f_0.

îÁËÏÎÅÃ, ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ x ∈ X É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ |f(x)| ⩽ ‖x‖. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ f(x) Œ ŒÉÄÅ f(x) = re^{i’}, ÇÄÅ r ⩾ 0, É ÐÏÌÏÖÉÍ y = e^{−i’}x. ôÏÇÄÁ r = f(y) ∈ R, ÐÏÜÔÏÍÕ f(y) = g(y). ïÔÓÀÄÁ |f(x)| = r = f(y) = g(y) ⩽ ‖y‖ = ‖x‖, ËÁË É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÓÕÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ èÁÎÁ-âÁÎÁÈÁ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÕÄÁÅÔÓÑ ÓÏÈÒÁÎÉÔØ ÏÃÅÎËÕ |f(x)| ⩽ ‖x‖, ËÏÔÏÒÁÑ ŒÙÐÏÌÎÑÌÁÓØ ÎÁ X_0. âÅÚ ÜÔÏÇÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ÂÙÌÁ ÂÙ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ŒÍÅÓÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÔÏÇÄÁ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÌÀÂÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Y . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÏ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÂÁÚÉÓÁ çÁÍÅÌÑ (ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ), Á ÔÁËÖÅ ÔÏ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ ÏÂSSÅÍÌÀÝÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X_0 ⊂ X É ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T_0 : X_0 → Y ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T : X → Y , ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ T_0. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÂÙÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ

X_0 //

T_0 fflffl X T ~~— — — — Y É ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Y ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. ðÕÓÔØ X | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, X_0 ⊂ X | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f_0 ∈ X^∗_0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ f ∈ X^∗, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ f É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ‖f‖ = ‖f_0‖.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÍÎÏÖÉÍ ÎÏÒÍÕ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X ÎÁ ‖f_0‖ É ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ èÁÎÁ-âÁÎÁÈÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ X | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, X_0 ⊂ X | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É x =∈ X_0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ f ∈ X^∗ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f|_{X0} = 0 É f(x) ≠ 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. úÁÄÁÊÔÅ f ÎÁ X_0 + Kx, ÄÏËÁÖÉÔÅ ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ É ÐÒÏÄÏÌÖÉÔÅ ÎÁ X ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ èÁÎÁ-âÁÎÁÈÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. îÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ I ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X_0 ⊂ X É ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÁ T_0 ∈ B(X_0; I) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ∈ B(X; I), ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ T_0. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔØ, ÞÔÏÂÙ ‖T ‖ ⩽ C‖T_0‖ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C ⩾ 1, ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ I, ÔÏ I ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ C-ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ èÁÎÁ-âÁÎÁÈÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ K 1-ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ‘^∞(S) 1-ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, 1-ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ) | ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Norm (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Œ Norm_1). ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÂÕÄÕÞÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Œ Norm ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ (K^n ; ‖ · ‖_∞) = ‘^∞({1; : : : ; n}), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R 1-ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Œ ÎÅÍ ÌÀÂÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÛÁÒÏŒ ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ. ïÔÓÀÄÁ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ (R^2; ‖ · ‖_2) ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ 1-ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. (íÏÖÅÔ ÂÙÔØ, œÁÍ ÕÄÁÓÔÓÑ ÐÒÉÄÕÍÁÔØ ÐÒÏ- ÓÔÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ?)

îÅÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ | ÏÔÎÀÄØ ÎÅ ÒÅÄ- ËÏÓÔØ; ÔÁËÏŒÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, c_0. íÙ ÅÝÅ ŒÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ, ËÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÐÒÏÅË- ÔÏÒÁÈ É ÄÏÐÏÌÎÑÅÍÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ.

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÐÒÏÓÉÔØ: Á ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÎÏÒÍÙ, ÕËÁÚÁÎÎÏÅ Œ ÓÌÅÄÓÔŒÉÉ 1? ïÔŒÅÔ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ X.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ X = (R^2; ‖·‖_p) | ÐÌÏÓËÏÓÔØ É X_0 = {(x; 0) : x ∈ R} ⊂ X | ĂÏÓØ ÁÂÓÃÉÓÓĄ. úÁÄÁÄÉÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f_0 : X_0 → R ÆÏÒÍÕÌÏÊ f_0(x; 0) = x. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ‖f_0‖ = 1. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÎÁ X, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÈ f_0 É ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÏÒÍÕ 1? (òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÔÅ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ p ∈ [1; +∞].)

ðÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ | ÜÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÆÁËÔÁ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X_0 ⊂ X É ËÁÖÄÏÇÏ f_0 ∈ X^∗_0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ f ∈ X^∗ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ‖f‖ = ‖f_0‖. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X^∗ | ÓÔÒÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÅ (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 2).

ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÉÚŒÌÅËÁÔØ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ èÁÎÁ-âÁÎÁÈÁ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. ðÕÓÔØ X | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ 0 ≠ x ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ f ∈ X^∗ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f(x) = ‖x‖ É ‖f‖ = 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÄÁÄÉÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f_0 : Kx → K ÆÏÒÍÕÌÏÊ f_0(˘x) = ˘‖x‖ É ÐÒÏ- ÄÏÌÖÉÍ ÅÇÏ ÎÁ X Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÎÏÒÍÙ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3. ðÕÓÔØ X | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É x_1; x_2 ∈ X | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ f ∈ X^∗ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f(x_1) ≠ f(x_2). (éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÒÁÚÄÅÌÑÀÔ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ X ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ‖x‖ = max

f ∈X^∗;‖f ‖⩽1

|f(x)|: (3)

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 5. ðÕÓÔØ T : X → Y | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ÎÏÒÍÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ. ôÏÇÄÁ ‖T^∗‖ = ‖T ‖. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ T^∗ É ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (3) ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

‖T^∗‖ = sup_{‖f ‖⩽1} ‖T^∗(f)‖ = sup_{‖f ‖⩽1} sup_{‖x‖⩽1} |T^∗(f)(x)| = sup_{‖x‖⩽1} sup_{‖f ‖⩽1} |f(T x)| = sup_{‖x‖⩽1} ‖T x‖ = ‖T ‖:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 6. åÓÌÉ S; T ∈ B(X; Y ) É S ≠ T , ÔÏ É S^∗ ≠ T^∗. (éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÆÕÎËÔÏÒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ Norm^∗−→Norm | ÓÔÒÏÇÉÊ.)

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (‘^∞)^∗ ≇ ‘^1:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÐÌÏÔÎÙÍ ÓÞÅÔÎÏÍÅÒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ‘^p (ÐÒÉ p ¡ ∞), c_0, (C[a; b]; ‖ · ‖_p) (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ p) ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙ, Á ‘^∞, B(‘^p), B(c_0), (C[a; b]; ‖ · ‖_∞)^∗ | ÎÅÔ. õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ Œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÕÄÁÌÏÓØ ÎÁÊÔÉ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÏ- ÐÁÒÎÙÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ” ¿ 0, ÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X^∗ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ, ÔÏ É X ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ. (á ŒÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ?)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (‘^∞)^∗ ≇ ‘^1.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ‘^∞ ∼= (c_0)^{∗∗} (ÓÍ. ÐÒÏÛÌÕÀ ÌÅËÃÉÀ), É ÞÔÏ c_0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ Œ ‘^∞ (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ), ÈÏÔÑ É ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÉÍ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÀÂÏÅ ÎÏÒÍÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ĂÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑĄ Œ ÓŒÏÅ ŒÔÏÒÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ÜÔÏÍ, ÏÂÓÕÄÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÓÌÏŒÁ ĂÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏĄ.

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ (ÆÕÎËÔÏÒÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ). ðÕÓÔØ C , D | ËÁÔÅÇÏÒÉÉ É F; G : C → D | ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ (ÉÌÉ ÆÕÎËÔÏÒÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ) ff : F → G | ÜÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ff_X : F (X) → G(X) Œ D, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ X ∈ Ob(C ), ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ : X → Y Œ C ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

F (X)^{F (’)}−−−→ F (Y )

ff_X ffY G(X)^{G(’)}−−−→ G(Y ) ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

åÓÌÉ ff_X | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ X ∈ Ob(C ), ÔÏ ff ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ (ÉÌÉ ÆÕÎËÔÏÒÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. åÓÌÉ ÎÁ ŒÒÅÍÑ ÚÁÂÙÔØ Ï ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÒÅÄÏÓÔÏÒÏÖÎÏÓÔÑÈ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ĂËÁÔÅÇÏÒÉÀĄ Funct(C ; D), ÏÂSSÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÆÕÎË- ÔÏÒÙ ÉÚ C Œ D, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Œ ÜÔÏÊ ĂËÁÔÅÇÏÒÉÉĄ ÂÕÄÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ. úÁÍÅÔÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÏŒÁÎÉÑ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ Œ ÄÒÕÇÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á ËÌÁÓÓ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, Funct(C ; D) ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 1.

ðÒÉÍÅÒ 1. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ B(C ; X) → X; T → T (1), ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÂÉÅËÔÉŒÎÏ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ | ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÂÉÅËÃÉÑ, Á ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ B(C ; · ) → 1_{Norm}, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÈ ÉÚ Norm Œ Norm. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÔÏÔ ÖÅ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏÄÈÏÄÉÔ É ÄÌÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Lin, É ÄÌÑ Norm_1, Á ÐÏÓÌÅ ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÊ (ËÁËÉÈ?) | ÄÌÑ Set É ÄÌÑ A b.

ðÒÉÍÅÒ 2. ëÁÖÄÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ’ : X_1 → X_2 Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÎÔÒÁŒÁ- ÒÉÁÎÔÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ h_{X1} → h_{X2} (ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÈ, ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÉÚ C Œ Set) ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

h_{X1} (Y ) = h(Y; X_1) → h_{X2} (Y ) = h(Y; X_2); → ’ ∘ :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ h_{X1} → h_{X2} ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ, ÕËÁÚÁÎÎÙÊ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 2, ÐÒÉÞÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ ’ : X_1 → X_2 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÉÅËÃÉÑ

h_C (X_1; X_2) ∼= h_{Funct(C} ∘_{;Set)}(h_{X1} ; h_{X2} ):

(äÁÎÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ | ÜÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÆÏÒÍ ÌÅÍÍÙ éÏÎÅÄÙ.)

õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ ff : h_{X1} → h_{X2} | ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ, ÔÏ ’ = ff_{X1} (1_{X1} ) ∈ h_{X2} (X_1) | ÉÓËÏÍÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ Œ C .

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ C = Lin. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ŒËÌÁ- ÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÓŒÏÅ (ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ) ŒÔÏÒÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ X^{∗∗} ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

i_X : X → X^{∗∗}; i_X (x)(f) = f(x)

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!), ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ {i_X ; X ∈ Ob(Lin)} | ÜÔÏ ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ 1_{Lin} →^{∗∗}, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÈ ÉÚ Lin Œ Lin. üÔÏÔ ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ (ÐÏÞÅÍÕ? ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ i_X ÎÅ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ). ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ ÎÁÛÉ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÎÁ ÐÏÌÎÕÀ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÀ FLin, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ É ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ĂÄŒÏÊÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑĄ. œ ÜÔÏÍ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÓÍÙÓÌ ÆÒÁÚÙ \ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÓŒÏÅÍÕ ŒÔÏÒÏÍÕ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÍÕ".

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ i_X ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ T : C → X ÅÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ T^∗ : X^∗ → C (ÓÒ. ÐÒÉÍÅÒ 1). üÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 1 ÉÚ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ (É ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 13, ÓÍ. ÎÉÖÅ).

ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ŒÏ ŒÔÏÒÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ.

òÅÆÌÅËÓÉŒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 3 ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ Norm ÉÌÉ Norm_1. ëÏÎÅÞÎÏ, ÎÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ ÐÏÄ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ X^∗ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ (Á ÎÅ ŒÓÅÈ, ËÁË Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 3) ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÎÁ X.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. æÏÒÍÕÌÁ i_X : X → X^{∗∗}; i_X (x)(f) = f(x) ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X Œ X^{∗∗}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁË É Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 3, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÆÕÎËÔÏ- ÒÏŒ 1_{Norm1} →^{∗∗}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÉ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ‘^∞(S) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S. õËÁÚÁÎÉÅ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ S ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ Œ X^∗.

ðÏÓËÏÌØËÕ ‘^∞(S) | ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2), ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÉÎSSÅË- ÔÉŒÎÏÅ. üÔÏÔ ŒÁÖÎÙÊ ÆÁËÔ ÉÎÏÇÄÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÆÒÁÚÏÊ \Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Norm ÉÍÅÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ".

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ C-ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C ⩾ 1.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. îÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ i_X ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ (ÉÌÉ, ÞÔÏ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ).

ðÒÉÍÅÒ 4. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏ.

ðÒÉÍÅÒ 5. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ‘^p ÐÒÉ 1 ¡ p ¡ ∞ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÙ. þÔÏÂÙ Œ ÜÔÏÍ ÕÂÅÄÉÔØ- ÓÑ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ff_{qp} : ‘^q → (‘^p)^∗ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÏ- ÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ (ÚÄÅÓØ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, 1=p + 1=q = 1). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ff^∗_{qp} : (‘^p)^{∗∗} → (‘^q)^∗ É (ff^∗_{qp})^{−1} ∘ ff_{pq} : ‘^p → (‘^p)^{∗∗} | ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, É, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (ŒÓÅ ÖÅ ÐÒÏŒÅÒØÔÅ), ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÚ ÎÉÈ | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ËÁÎÏÎÉ- ÞÅÓËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ i_‘p : ‘^p → (‘^p)^{∗∗}.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÅÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÙÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ (Œ Norm_1) ÓŒÏÉÍ ŒÔÏÒÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ŒÉÄÁ ! \(‘^p)^∗ ∼= ‘^q , (‘^q)^∗ ∼= ‘^p, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, (‘^p)^{∗∗} ∼= ‘^p" ÅÝÅ ÎÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ‘^p ÒÅÆÌÅËÓÉŒ- ÎÏ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ c_0, ‘^1 É C[a; b] ÎÅÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÙ.

õËÁÚÁÎÉÅ. þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ‘^1 É C[a; b], ÔÏ ÍÏÖÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 7.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ Norm^∗−→Norm ÐÏÌÎÙÍ?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14. ðÕÓÔØ X_0 | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X_0 ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ Œ X ⇐⇒ ÌÀÂÏÊ f ∈ X^∗, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÊÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ X_0, ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ‘^1 ÎÅÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏ: ÐÏÌÏÖÉÔÅ X = ‘^∞, ŒÏÚØÍÉÔÅ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ X_0 ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ŒÓÅÈ e_n-ÙÈ, É ÄÏÇÁÄÁÊÔÅÓØ, ÞÔÏ ÄÅÌÁÔØ ÄÁÌØÛÅ.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 12 | ÜÔÏ ĂÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÅĄ ÐÒÉÍÅÒÙ ÎÅÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. íÏÖÎÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÃÅÌÙÊ ËÌÁÓÓ ĂÎÅÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈĄ ÐÒÉÍÅÒÏŒ (ÐÏÞÅ- ÍÕ ĂÎÅÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈĄ | ŒÙÑÓÎÉÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÄÅÌÁÊÔÅ ÅÝÅ ÄŒÁ (ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ) ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15. ðÕÓÔØ X_0 | ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅ X_0 Œ X ÞÅÒÅÚ j. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ j^∗ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ Norm_1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÏÒÍÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÙÍ.

çÄÅ ÏÂ ÜÔÏÍ ÐÏÞÉÔÁÔØ. ôÅÏÒÅÍÁ èÁÎÁ-âÁÎÁÈÁ | ÜÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ĂÔÒÅÈ ËÉÔÏŒĄ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÅÓÔØ Œ ÌÀÂÏÍ ÕÞÅÂÎÉËÅ. ï ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑÈ É ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ Œ ËÎÉÇÅ üÄŒÁÒÄÓÁ ĂæÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÎÁ- ÌÉÚĄ. ï ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ (É ÏÂ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ ÉÚ Lin) ÎÁÐÉÓÁÎÏ Œ ËÎÉÇÅ ëÏÓÔÒÉËÉÎÁ É íÁÎÉÎÁ ĂìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÑĄ. ëÏÅ- ÞÔÏ ÏÂ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÅÓÔØ Œ ÌÅËÃÉÑÈ N. Carothers’Á (ÓÍ. ÓÓÙÌËÕ Œ ÌÅËÃÉÉ 2) É | ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ | Œ ÏÂÚÏÒÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ M. Zippin’Á \Extension of bounded linear operators" (http://www.ma.huji.ac.il/~zippin/). ï ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÎÏÒÍÙ ÎÁÐÉÓÁÎÏ Õ æÅÄÏÒÏŒÁ (ÓÍ. ÓÓÙÌËÕ Œ ÌÅËÃÉÉ 2). ðÏ ÐÏŒÏÄÕ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÓÍ. ËÎÉÇÉ íÁÎÉÎÁ ĂìÅËÃÉÉ ÐÏ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÞÁÓÔØ IĄ, ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ, çÅÌØÆÁÎÄÁ É íÁÎÉÎÁ ĂíÅÔÏÄÙ ÇÏÍÏÌÏÇÉ- ÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙĄ, âÕËÕÒÁ É äÅÌÑÎÕ ĂœŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÔÅÏÒÉÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ É ÆÕÎËÔÏÒÏŒĄ; ÔÁÍ ÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÌÅÍÍÁ éÏÎÅÄÙ. ðÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ Ï ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ É ÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒÁÈ ÓÍ. Œ ÐÅÒŒÏÍ ÔÏÍÅ äÁÎÆÏÒÄÁ É ûŒÁÒÃÁ (ĂìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙĄ).