íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 2 óåíåóôò

ìåëãéñ 1

Abstract. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ.

ìÉÎÅÊÎÙÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÏÒÍÁ | ÆÕÎËÃÉÑ ‖·‖ : V → R_{≥0} ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

1. ‖v‖ = 0 ⇔ v = 0.

2. ‖˘v‖ = |˘| ‖v‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ∈ V , ˘ ∈ R. 3. ‖u + v‖ ≤ ‖u‖ + ‖v‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ u; v ∈ V .

ìÉÎÅÊÎÏÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ (É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ): ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ %(a; b) = ‖b − a‖ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ !).

ðÒÉÍÅÒÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ:

ðÒÉÍÅÒ 1. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÏÒÍÕ ‘_1: ‖(x_1; : : :; x_n)‖_1^{def}=

∑_n i=1 |x_i|; ÎÏÒÍÕ ‘_2: ‖(x_1; : : : ; x_n)‖_2^{def}= (∑_n i=1 |x_i|^2

)_{1=2}

; ÎÏÒÍÕ ‘_∞: ‖(x_1; : : : ; x_n)‖_∞^{def}= max^n_{i=1} |x_i|. ðÒÏŒÅÒËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÏÒÍÙ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ, ÚÁ ÉÓ- ËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 3 ÄÌÑ ÎÏÒÍÙ ‘_2. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ u; v ∈ R^n É ÐÕÓÔØ (u; v)^{def}=

∑_n i=1 u_iv_i (ÔÁË ÞÔÏ ‖u‖^2 = (u; u)).

ìÅÍÍÁ. |(u; v)| ≤ ‖u‖_2 · ‖v‖_2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ p(t) = ‖u − tv‖^2 = ‖u‖^2 − 2t(u; v) + t^2 ‖v‖^2. üÔÏÔ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒÅÈÞÌÅÎ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ ÐÒÉ ŒÓÅÈ t, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ: (u; v)^2 − ‖u‖^2 · ‖v‖^2 ≤ 0.

éÚ ÌÅÍÍÙ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ: ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ‖u + v‖^2 = ‖u‖^2 + ‖v‖^2 + 2(u; v) ≤ ‖u‖^2 + ‖v‖^2 + 2 ‖u‖_2 · ‖v‖_2 = ( ‖u‖_2 + ‖v‖_2)^2.

îÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÕÀ ÎÏÒÍÕ ‘_p; p ≥ 1 ÆÏÒÍÕÌÏÊ ‖(x_1; : : : ; x_n)‖_p^{def}= ( ∑_n

i=1 |x_i|^p)^{1=p}; ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ 3 ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÎÏÒÍÙ.

ðÒÉÍÅÒ 2. œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C(X) ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÅ X, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÏÒÍÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ‖y‖_C^{def}= max_{t∈X} |y(t)| (ÍÙ ÕÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ ÒÁÎÅÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ É ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ X = [0; 1]). œ ÔÏÍ ÖÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÒÉ X = [0; 1] ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÎÏÒÍÕ L_p; p ∈ R_+: ‖y‖_{Lp}^{def}= (∫_1 0 |y(t)|^p dt

)_{1=p} . ðÒÏŒÅÒËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÏÒÍÙ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 1 (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ ÄÌÑ C, L_1 É L_2 !).

äŒÅ ÎÏÒÍÙ ‖·‖_1 É ‖·‖_2 ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ U ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C ¿ 0 É c ¿ 0, ÞÔÏ c ‖u‖_1 ≤ ‖u‖_2 ≤ C ‖u‖_1 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ u ∈ U . îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÎÏÒÍÙ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ.

ðÒÉÍÅÒ 3. œÓÅ ÎÏÒÍÙ ÐÒÉÍÅÒÁ 1 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ‖u‖_∞ ≤ ‖u‖_p ≤ n^{1=p} ‖u‖_∞, ÐÏÜÔÏÍÕ ‖·‖_p É ‖·‖_∞ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ ÎÏÒÍÙ ‖·‖_p ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

ðÒÉÍÅÒ 4. îÏÒÍÙ C É L_1 ÐÒÉÍÅÒÁ 2 ÎÅÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ‖y‖_{L1} ≤ ‖y‖_C . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ

ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ y_n(t) = { 1 − nt; 0 ≤ t ≤ 1=n 0; 1=n ≤ t ≤ 1:

. éÍÅÅÍ: ‖y‖_C = 1, ÎÏ ‖y‖_{L1} = 1=2n → 0 ÐÒÉ

n → ∞, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ‖y‖_C ≤ C ‖y‖_{L1} ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y ∈ C[0; 1] ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ (ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÒÉÍÅÒÙ !), ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÎÏÒÍÙ L_p Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ p ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

ðÒÉÍÅÒ 3 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n (ÔÏ ÅÓÔØ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ) ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÎÏÒÍÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

ìÅÍÍÁ 1. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n ŒÓÑËÁÑ ÎÏÒÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ (Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏŒ R). 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 2 óåíåóôòìåëãéñ 1

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ e_1; : : :; e_n | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ R^n, Ô.Å. (x_1; : : : ; x_n) = x_1e_1 + · · · + x_ne_n. éÚ ÓŒÏÊÓÔŒ 2 É 3 ÎÏÒÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ‖(x_1; : : : ; x_n)‖ ≤ |x_1| ‖e_1‖ + · · · + |x_1| ‖e_1‖. ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÏŒ x^{(k)} = (x^{(k)}_1 ; : : : ; x^{(k)}_n ) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÅËÔÏÒÕ x^∗ = (x^∗_1; : : : ; x^∗_n) ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏ, Ô.Å. x^{(k)}_i → x^∗_i ÐÒÉ k → ∞ ÄÌÑ ŒÓÅÈ i = 1; : : : ; n. ôÏÇÄÁ ‖x^{(k)} − x^∗‖ → 0. éÚ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 3 ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ | ‖x^{(k)}‖ − ‖x^∗‖| ≤ ‖x^{(k)} − x^∗‖ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ‖x^{(k)}‖ → ‖x^∗‖. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x^{(k)} ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÎÏÒÍÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÎÏÒÍÁ ‖·‖ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÎÏÒÍÅ ‖·‖_2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ S = {x ∈ R^n | ‖x‖_2 = 1}. üÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ çÅÊÎÅ{âÏÒÅÌÑ, ÜÔÏ ËÏÍÐÁËÔ. æÕÎËÃÉÑ ‖·‖ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁ ÜÔÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ ÓŒÏÅÇÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ c É ÓŒÏÅÇÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ C. œ ÓÉÌÕ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ 1 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÏÒÍÙ C ¿ 0 É c ¿ 0. œ ÓÉÌÕ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ 2 ÉÍÅÅÍ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ x ≠ 0: ‖ ‖^x_{‖x‖2} ‖ ‖_2 = 1, ÐÏÜÔÏÍÕ^x_{‖x‖2} ∈ S. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, c ≤ ‖ ‖^x_{‖x‖2} ‖ ‖ ≤ C, ÞÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ c ‖x‖_2 ≤ ‖x‖ ≤ C ‖x‖_2.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ôÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n ŒÓÅÍÉ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÎÏÒÍÁÍÉ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÏÒÍÙ ‖·‖ ÛÁÒ B_R(a)^{def}= {a ∈ R^n | ‖x − a‖ ≤ R} | ËÏÍÐÁËÔ.

ðÕÓÔØ U; V | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, f : U → V | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÅ), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x ∈ U . ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^′(x) ∈ Lin(U; V ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f Œ ÔÏÞËÅ x, ÅÓÌÉ ‖!(x; h)‖_V = o( ‖h‖_U ) ÐÒÉ ‖h‖_U → 0, ÇÄÅ !(x; h)^{def}= f(x + h) − f(x) − f^′ (x)h. ëÏÒÏÔËÏ ÐÉÛÕÔ: f(x + h) = f(x) + f^′ (x)h + o( ‖h‖). åÓÌÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÏÎÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ (ÄÏËÁÖÉÔÅ !). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÎÏÒÍÙ ÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÎÅ ÍÅ- ÎÑÅÔÓÑ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ o( ‖h‖)). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ÒÁÂÏÔÅ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÎÏÒÍÕ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÕËÁÚÙŒÁÔØ.

ðÒÉÍÅÒ 5. ðÕÓÔØ U = V = R. ôÏÇÄÁ f^′(x) | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ R → R, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ Œ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÞÉÓÌÏ f^′(x) (ÜÔÉÍ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ).

ðÒÉÍÅÒ 6. ðÕÓÔØ U = R^n, V = R^m. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : U → V ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÎÁÂÏÒ ÆÕÎËÃÉÊ f_1(x_1; : : : ; x_n); : : :; f_m(x_1; : : : ; x_n).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ f_i, i = 1; : : :; m ÉÍÅÀÔ Œ ÔÏÞËÅ (x^∗_1; : : : ; x^∗_n) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ, É ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f^′(x) ÒÁŒÎÁ (a_{ij}) = (^{@fi}_{@xj} ), i = 1; : : : ; m, j = 1; : : :; n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ h = (h_1; : : : ; h_n) ∈ R^n. ôÏÇÄÁ f(x + h) − f(x) = (f(x^∗_1 + h_1; : : : ; x^∗_n + h_n) − f(x^∗_1 + h_1; : : : ; x^∗_{n−1} + h_{n−1}; x^∗_n)) + (f(x^∗_1 + h_1; : : : ; x^∗_{n−1} + h_{n−1}; x^∗_n) − f(x^∗_1 + h_1; : : : ; x^∗_{n−2} + h_{n−2}; x^∗_{n−1}; x^∗_n)) + · · ·+ (f(x^∗_1 + h_1; x^∗_2; : : :; x^∗_n) − f(x^∗_1; x^∗_2; : : : ; x^∗_n)) =^{@f}_{@xn} (x^∗_1 + h_1; : : : ; x^∗_{n−1} + h_{n−1}; x^∗_n)h_n + o(h_n) + · · · +^{@f}_{@x1} (x^∗_1; : : : ; x^∗_n)h_1 + o(h_1) =^{@f}_{@xn} (x^∗)h_n + · · · +^{@f}_{@x1} (x^∗)h_1 + o( ‖h‖) (Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ).

ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A : U → V (ÇÄÅ U; V | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C ¿ 0 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ‖Au‖_V ≤ C ‖u‖_U ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ u ∈ U .

ôÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U:V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A : U → V ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ŒÅÌÉÞÉÎÕ max_{‖x‖U ≤1} ‖Ax‖_V , ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÎÏÒÍÏÊ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÁ A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÕÀ ‖A‖. îÏÒÍÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ | ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÉÚ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ C. îÏÒÍÁ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Lin(U; V ). îÏÒÍÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ‖AB‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÛÁÒ B = {x ∈ U | ‖x‖_U ≤ 1} | ËÏÍÐÁËÔ, Á ÆÕÎËÃÉÑ ‖Ax‖_V ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁ B ÓŒÏÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ, ÒÁŒÎÏÇÏ ‖A‖. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Œ ÔÏÞËÅ x_∗ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ‖x_∗‖ = 1. œ ÓÉÌÕ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ 2 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÏÒÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÏÇÏ x ≠ 0:^x_{‖x‖} ∈ B ⇒ ‖ ‖ ‖A^x_{‖x‖} ‖ ‖ ‖ ≤ ‖A‖, ÞÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖. œ ÔÏÞËÅ x∗ Œ ÜÔÏÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ C ¡ ‖A‖ ŒÚÑÔØ ÎÅÌØÚÑ. ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ ÄÌÑ ÎÏÒÍÙ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ: ‖ABx‖ ≤ ‖A‖ ‖Bx‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖ ‖x‖, ÏÔËÕÄÁ ‖AB‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖.

ðÒÏŒÅÒËÁ ÓŒÏÊÓÔŒ 1, 2 É 3 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÏÒÍÙ | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3 (\ÐÒÁŒÉÌÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ"). ðÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : U → V ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ Œ ÔÏÞËÅ u, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : V → W ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ Œ ÔÏÞËÅ v = f(u), É ÏÂÅ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÙÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ.ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h = g ∘ f : U → W ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ Œ ÔÏÞËÅ u, É h^′(u) = g^′(v) ∘ f^′(u).

ëÏÒÏÔËÏ: ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÒÁŒÅÎ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ.

íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 2 óåíåóôòìåëãéñ 13

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ‖w‖ → 0. ôÏÇÄÁ h(u + w) − h(u) = g(f(u + w)) − g(f(u)) = g(f(u) + f^′ (u)w + o( ‖w‖) − g(f(u)) = g^′(v)(f^′(u)w + o( ‖w‖)) + o(‖f^′(u)w + o( ‖w‖)‖) = (g^′(v) ∘ f^′(u))w + o( ‖w‖) | Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ f^′(u) É g^′(v).

ôÅÏÒÅÍÁ 4 (\ÐÒÁŒÉÌÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ"). ðÕÓÔØ f : U → V | ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f^′(u) ÏÂÒÁÔÉÍÁ, É ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (f^′(u))^{−1} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ. ðÕÓÔØ v = f(u). ôÏÇÄÁ (f^{−1})^′(v) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÒÁŒÎÁ (f^′(u))^{−1}.

ëÏÒÏÔËÏ: ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁŒÎÁ ÏÂÒÁÔÎÏÍÕ Ë ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ‖w‖ → 0. ôÏÇÄÁ w = (u + w) − u = f^{−1}(f(u + w)) − f^{−1}(f(u)) = f^{−1}(f(u) + f^′(u)w + o( ‖w‖)) − f^{−1} (f(u)). œ ÓÉÌÕ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ f^′(u) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ r ∈ V ÎÁÊÄÅÔÓÑ w ∈ U ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f^′(u)w = r. œ ÓÉÌÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ (f^′(u))^{−1} ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ f^{−1}(v +r+o( ‖r‖))−f^{−1}(v) = (f^′(u))^{−1}r; ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ % = r + o( ‖r‖), ÐÏÌÕÞÉÍ f^{−1}(v + %) − f^{−1}(v) = (f^′(u))^{−1}% + o( ‖%‖), ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.