ìÅËÃÉÑ 18. úÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ

üÔÁ ÌÅËÃÉÑ ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ÏÄÎÏÊ-ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ (ÎÏ ÏÞÅÎØ ŒÁÖÎÏÊ) ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÚÁÍÅÎÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÅÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ, ŒŒÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ h: U → V | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÇÄÅ U, V ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ôÏÇÄÁ ÞÅÒÅÚ J(h) ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÔØÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ U Œ R, ÓÔÁŒÑÝÁÑ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÔÏÞËÅ x ∈ U ÑËÏÂÉÁÎ ÆÕÎËÃÉÉ h Œ ÔÏÞËÅ x. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÓÌÉ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÆÕÎËÃÉÑ h ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (t_1, . . ., t_n) → (φ_1(t_1, . . ., t_n), . . ., φ_n(t_1, . . ., t_n)), ÔÏ J(h) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

J(h): (t_1, . . ., t_n) → | | | | | ∂φ1 ∂t1 . . .^{∂φ1}_{∂t}n . . . . . . . . . . . . . . ∂φn ∂t1 . . .^{∂φ}n_{∂t}n

| | | | | .

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 18.1 (Ï ÚÁÍÅÎÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ). ðÕÓÔØ h: U → V = h(U) | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ (ËÌÁÓÓÁ C^1) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ R^n É f : V → R | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ∫ V f dx_1 . . . dx_n = ∫ U (f ∘ h)|J(h)| dt_1 . . . dt_n. (18.1) ðÒÅÖÄÅ, ÞÅÍ ÐÒÉÓÔÕÐÁÔØ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ, ÏÂÓÕÄÉÍ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ. ïÔÍÅÔÉÍ ÓÒÁÚÕ ÖÅ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ ÂÏÌØÛÏÊ ÒÏÌÉ ÎÉ ÔÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U É V ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, ÎÉ ÔÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ | ŒÓÅ ÜÔÏ ÉÚÄÅÒÖËÉ ÐÒÉÎÑÔÏÇÏ Œ ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ (ÕŒÙ, ÎÅÐÏÌÎÏÃÅÎÎÏÊ) ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ (ÐÒÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÍ ÐÏÎÉÍÁÎÉÉ ÓÌÏŒÁ ĂÉÎÔÅÇÒÁÌĄ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ĂÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁĄ). ëÓÔÁÔÉ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÒÉ ÎÁÛÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÉÎ- ÔÅÇÒÁÌÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÁËÖÅ ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ËÏÒÒÅËÔÎÁ: ÍÏÄÕÌØ ÑËÏÂÉÁÎÁ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ (ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÓÏÏÔ- ŒÔÅÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÉ n = 1), ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (18.1) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. üÔÕ ÎÅËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÒÁÎÉÔØ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 12.16 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ, Á ÐÒÏÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÉÚ ÒÑÄÏŒ (12.2) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÎÏ ÜÔÉ ĂÏÂÏÓÎÏŒÁÔÅÌØÓËÉÅĄ ÐÒÏÂÌÅ- ÍÙ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÐÒÏÉÇÎÏÒÉÒÕÅÍ. œ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÚÁÍÅÎÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁ (18.1).

äÁÌÅÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h: U → V | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ A: R^n → R^n. ôÏÇÄÁ ÑËÏÂÉÁÎ h ÐÏ- ÓÔÏÑÎÅÎ É ÒÁŒÅÎ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ,

ÄÌÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A: R^n → R^n ÉÍÅÅÍ ∫ A(U ) f dx_1 . . .dx_n = | det A| ∫ U f ∘ A dx_1 . . . dx_n. òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ f ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÏ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÄÌÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ A, μ(A(U)) = | det A| · μ(U), ÇÄÅ μ | ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ- ÎÁÑ Œ ÌÅËÃÉÉ 12 (ÜÔÁ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ŒÅÒÎÁ É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ĂÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÐÏ ìÅ- ÂÅÇÕĄ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÔÅÏÒÅÍÁ 18.1 ÄÁÅÔ, Œ ÞÉÓÌÅ ÐÒÏÞÅÇÏ, ÇÅÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ: ÁÂÓÏ- ÌÀÔÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ | ÜÔÏ ÔÏ ÞÉÓÌÏ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÅ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÏÂSSÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ (ÚÎÁË ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ĂÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀĄ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ R).

îÁËÏÎÅÃ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 18.1 ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ, ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ŒÅÒÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ f | ÆÕÎË- ÃÉÑ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ C , Á ÎÅ R (ÄÌÑ ÓŒÅÄÅÎÉÑ ĂËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏĄ ŒÁÒÉÁÎÔÁ ÔÅÏÒÅÍÙ Ë ĂÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÍÕĄ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÔÄÅÌÉÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔØ).

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ^1. íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÓŒÏÄÉÔØ ÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ë ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÐÒÏÓÔÙÍ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÑÍ.

ìÅÍÍÁ 18.2. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ f | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ R^n Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÓÑ Œ V .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f : V → R | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, É ÐÕÓÔØ {ψ_i}_{i∈}N | ÓÞÅÔÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁ V Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉÓÑ Œ V . óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÀ 12.16 ÉÍÅÅÍ ∫ V f dx_1 . . . dx_n = ∞∑ i=1 ∫ R^{n fψi dx1 . . . dxn =} ∞∑ i=1 ∫ V fψ_i dx_1 . . . dx_n = (ÔÁË ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁ 18.1 ŒÅÒÎÁ, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÆÕÎË- ÃÉÊ fψ_i) = ∞∑ i=1 ∫ U (f ∘ h)(ψ_i ∘ h)|J(h)| dx_1 . . .dx_n = ∫ U (f ∘ h)|J(h)| dx_1 . . . dx_n (ÐÏÓËÏÌØËÕ h | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, {ψ_i ∘ h}_{i∈}N ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ ÎÁ U). õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

1œ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÍÙ ÓÌÅÄÕÅÍ ÕÞÅÂÎÉËÕ œ.á. úÏÒÉÞÁ.

ìÅÍÍÁ 18.3. ôÅÏÒÅÍÁ 18.1 ŒÅÒÎÁ ÐÒÉ n = 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÏŒÅÄÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ⊂ R (ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, É ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÅ ÅÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U) ÓŒÑÚÎÏ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏÍ | ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÅ 5.7. œŒÉÄÕ ÛÁÇÁ 18.2 ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ supp f ⊂ [a; b] ⊂ V ; ÔÏÇÄÁ ∫ U f dx = ∫_b a f dx. ðÏÓËÏÌØËÕ h | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÎÁ U ÌÉÂÏ ŒÓÀÄÕ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÌÉÂÏ ŒÓÀÄÕ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ. òÁÚÂÅÒÅÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ f^′(t) < 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ t ∈ U. ðÏÓËÏÌØËÕ h | ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙŒÁÀ- ÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ U, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÏÔÒÅÚÏË [p; q] ⊂ U, ÞÔÏ f(p) = b É f(q) = a (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ f([p; q]) = [a; b]). åÓÌÉ F^′(x) = f(x) ÎÁ [a; b], ÔÏ F ∘ h | ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ (f ∘ h) · h^′ ÎÁ [p; q]; ÐÏÜÔÏÍÕ ∫ U f(x) dx = F (b) − F (a) = F (h(p)) − F (h(q)) = ∫_p q f(h(t))h^′(t) dt = = ∫_q p f(h(t)) · (−h^′(t)) dt = ∫ U f ∘ h · |J(h)| dt. óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ÎÅÓŒÑÚÎÏ, ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ (ÎÁÄÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÍ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ).

ìÅÍÍÁ 18.4. ðÕÓÔØ h: U → V É k : V → W | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. åÓÌÉ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÚÁÍÅÎÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ŒÅÒÎÁ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ h É k, ÔÏ ÏÎÁ ŒÅÒÎÁ É ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÁ k ∘ h: U → W . äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ U. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ ∫ W f dy_1 . . . dy_n = ∫ V (f ∘ k)|J(k)| dt_1 . . . dt_n = = ∫ U (f ∘ k ∘ h)|J(k) ∘ h| · |J(h)| dy_1 . . . dy_n = = ∫ U (f ∘ (k ∘ h))|J(k ∘ h)| dy_1 . . . dy_n, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 14.4) É ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ t ∈ U ŒÙÐÏÌ- ÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ J(k ∘ h)(t) = J(k)(h(t)) · J(h(t)). œÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

œŒÅÄÅÍ (ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÄÌÑ ÃÅÌÅÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 18.5. äÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ h: U → V ÏÂÌÁÓÔÅÊ Œ R^n ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÎÏÍÅÒ k, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ t ∈ U ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍÉ ŒÓÅ ÅÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ËÒÏÍÅ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÏÍÅÒ k.

ìÅÍÍÁ 18.6. ôÅÏÒÅÍÁ 18.1 ŒÅÒÎÁ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ h: U → V ÚÁ- ÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (t_1, . . ., t_n) → (t_1, . . ., t_{k−1}, φ(t_1, . . ., t_n), t_{k+1}, . . ., t_n). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ J(h)(t_1, . . ., t_n) = ∂φ(t_1, . . ., t_n)/∂t_k, É ÐÕÓÔØ

p: R^n → R^{n−1} | ÐÒÏÅËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ËÁË ĂÚÁÂÙŒÁÎÉÅĄ k-ÏÊ ËÏÏÒ-

ÄÉÎÁÔÙ: p: (t_1, . . ., t_n) → (t_1, . . ., t_{k−1}, t_{k+1}, . . ., t_n). ðÏÌÏÖÉÍ V^′ = p(V ) ⊂ R^{n−1}. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÍÎÖÅÓÔŒÏ V^′ ÏÔËÒÙ- ÔÏ; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÔÁË ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h ÎÅ ÔÒÏÇÁÅÔ ÎÉËÁËÉÅ ËÏÏÄÉÎÁ- ÔÙ, ËÒÏÍÅ k-ÏÊ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ p(U) = p(V ) = V^′ É p ∘ h = p. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ V^′ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ h(p^{−1}(y) ∩ U) = p^{−1}(y) ∩ V ; ÅÓÌÉ ÏÔÏÖÄÅÔÓŒÉÔØ p^{−1}(y) ∩ U É p^{−1}(y) ∩ V Ó ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ Œ R, ÔÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÅÒŒÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÁ ŒÔÏÒÏÅ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ h, ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ t → φ(t_1, . . ., t_{k−1}, t, t_{k+1}, . . ., t_n), ÇÄÅ y = (t_1, . . ., t_{k−1}, t_{k+1}, . . ., t_n) ∈ V^′. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f | ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ V . ðÏÓÞÉÔÁÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ f ÐÏ V Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓŒÅÄ«ÅÎÉÑ Ë ÐÏŒÔÏÒÎÏÍÕ (ÔÅÏÒÅÍÁ (12.20)); Œ ÎÉÖÅÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ y = (x_1, . . ., x_{k−1}, x_{k+1}, . . ., x_n) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÏÞËÕ ÏÂÌÁÓÔÉ V^′, Á dy ÏÚÎÁÞÁÅÔ dx_1 . . . x_{k−1}dx_{k+1} . . . dx_n. ∫ V f dx_1 . . . dx_n = ∫ V 0 dy (∫ p�1_{(y)∩V} f(x_1, . . ., x_k, . . ., x_n) ) . (18.2)

ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ ÓËÏÂËÁÈ ÞÅÒÅÚ I(y), ÐÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÎÅÍÕ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÚÁÍÅÎÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ n = 1: I(y) = ∫ p�1_{(y)∩U} f(x_1, . . ., x_{k−1}, φ(t_1, . . ., t_n), x_{k+1}, . . ., x_n) | | ∂φ ∂t_k | | dtk = = ∫ p�1_{(y)∩U} f(x_1, . . ., x_{k−1}, φ(t_1, . . ., t_n), x_{k+1}, . . ., x_n)|J(h)| dt_k. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ I(y) Œ (18.2) É ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÅÝÅ ÒÁÚ ÔÅÏÒÅÍÕ 12.20, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ (18.2) ÒÁŒÎÁ ∫ U f(t_1, . . ., t_{k−1}, φ(t_1, . . ., t_n), t_{k+1}, . . ., t_n) · |J(h)| dt_1 . . . dt_n, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

åÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ, ÔÅÏÒÅÍÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÂÙ ÓÌÅ- ÄÏŒÁÌÁ ÉÚ ÌÅÍÍ 18.4 É 18.6. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅŒÅÒÎÏ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ŒÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÏËÁÌØÎÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 18.7. ðÕÓÔØ h: U → V | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ R^n. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÔÓŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ U = ⋃ α U_α, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ f |_Uff : U_α → f(U_α) ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÔÅÓÑ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÞÎÅÍ Ó ÐÒÏÓÔÏÊ ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 18.8. ðÕÓÔØ σ : {1, . . ., n} → {1, . . ., n} | ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ. åÓÌÉ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A: R^n → R^n ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (t_1, . . ., t_n) → (t_{σ(1)}, . . ., t_{σ(n)}), ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔÅÓÑ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÑŒÌÑÔÅÓÑ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ σ | ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÇÄÁ A ÍÅÎÑÅÔ ÍÅÓÔÁÍÉ ŒÓÅÇÏ ÄŒÅ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÙ. œÏÔ ËÁË ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÔÉÞØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÃÅÐÏÞËÉ ĂÜÌÅÍÎÅÔÁÒÎÙÈĄ (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÅÎÑÀÝÉÈ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ) ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ (ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÎÅ ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÏÂÍÅÎÅ, ÍÙ ÎÅ ÐÉÛÅÍ): (x, y) → (x + y, y) → (x + y, (x + y) − y) = (x + y, x) → ((x + y) − x, x).

œÙÂÅÒÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÔÏÞËÕ p ∈ U, É ÐÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h ÚÁ- ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (t_1, . . ., t_n) → (φ_1(t_1, . . ., t_n), . . ., φ_n(t_1, . . ., t_n)). ðÏÓËÏÌØËÕ Dh(p) ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, ÓÕÝÅÔÓŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÎÏÍÅÒ k, ÞÔÏ (∂φ_1/∂t_k)(p) ≠ 0. ðÕÓÔØ A: R^n → R^n | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÍÅ- ÎÑÀÝÅÅ ÍÅÓÔÁÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÏÍÅÒ k É ÎÏÍÅÒ 1 (ÅÓÌÉ ÎÁÍ ÔÁË ÐÏŒÅÚÌÏ, ÞÔÏ k = 1, ÔÏ ÐÕÓÔØ A | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ). ïÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ A ∘ h: U → R^n. ÂÕÄÅÔ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁ ÓŒÏÊ ÏÂÒÁÚ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ e: U_1 → R^n ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (t_1, . . ., t_n) → (φ_k(t_1, . . ., t_n), t_2, . . ., t_n). ñËÏÂÉÁÎ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ h_1 ÒÁŒÅÎ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ∂ψ_1/∂t_1 É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÎÅ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ Œ ÔÏÞËÅ p. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_1 ⊂ U, ÞÔÏ h_1|_{U1} | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ ÓŒÏÊ ÏÂÒÁÚ; ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÏÔ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ:

U_1 //^h fflffl e h(U_1) fflffl A h_1(U_1) //^{h1}˙˙˙ A(h(U_1)).

(18.3) œ ÎÅÊ ŒÓÅ ÓÐÌÏÛÎÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÎËÔÉÒÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ h_1, ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ É ÄÅÌÁÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ĂËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊĄ (ÐÏÐÒÏÓÔÕ ÇÏŒÏÒÑ, h_1 = A ∘ h ∘ e^{−1}). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h_1 ÐÅÒŒÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÉÚ (18.3) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ h, ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÙÊ ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_1 ∋ p, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔÅÓÑ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ (ÉÍÅÎÎÏ, h^{−1}_1 É ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ- ÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÁŒÌÑÔÅ p) É ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ h_1, ÎÅ ÍÅÎÑÀÝÅÇÏ ÐÅÒŒÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ. åÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÑÅÔÓÑ ÄŒÕÍ, ÎÁ ÜÔÏÍ ŒÓÅ É ËÏÎÞÁÅÔÓÑ, ÔÁË ËÁË ÄÉÆÆÅÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ h_1 ÔÏÇÄÁ ÔÏÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÅÎ. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÓÔÕÐÉÍ ŒÏÔ ËÁË. åÓÌÉ h_1 : (t_1, . . ., t_n) → (t_1, η_2(t_1, . . ., t_n), . . ., η_n(t_1, . . ., t_n)), ÔÏ J(h_1) = | | | | ∂η2 ∂t2 . . .^{∂η2}_{∂t}n . . . . . . . . . . . . . . ∂ηn ∂t2 . . .^{∂η}n_{∂t}n

| | | | . ðÏÓËÏÌØËÕ J(h)(p) ≠ 0, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÎÏÍÅÒ k, ÞÔÏ 2 6 k 6 n É (∂η_k/∂t_2)(p) ≠ 0. ôÅÐÅÒØ ÐÏŒÔÏÒÉÍ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ B, ÍÅÎÑÀÝÅÅ ÍÅÓÔŒÁÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÏÍÅÒ ÄŒÁ É ÎÏÍÅÒ k, ÐÏÌÏÖÉÍ h_2(t_1, . . ., t_n) = (t_1, η_k(t_1, . . ., t_n), t_3, . . ., t_n)

ŒÙÂÅÒÅÍ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÔÏÞËÕ p ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_2 ⊂ U_1, . . . | Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ h, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÎÁ U_2, ÐÒÅÄÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÓËÏÌØËÉÈ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ É ÄÉÆÆÅÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÕÖÅ ÄŒÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÄÕÈÅ, ÄÏÈÏÄÉÍ ÄÏ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ.

úÁŒÅÒÛÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÕÓÔØ, Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÔÅÏÒÅ- ÍÙ 18.1, U = ⋃ Uff , ÇÄÅ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ α ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ h|_{Uff} : U_α → h(U_α) = V_α ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔÅÓÑ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. ðÕÓÔØ {π_i} | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁ V , Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ, ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÀ {V_α}. ôÏÇÄÁ, ŒŒÉÄÕ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ, ∫ V fπ_i dx = ∫ U (f ∘ h)(π_i ∘ h)|J(h)| dt (18.4) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ i. ðÏÓËÏÌØËÕ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, {π_i ∘ h} | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ, ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÀ {U_α}, ŒÓÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (18.4) É ÎÁÛÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÏ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ.