ìÅËÃÉÑ 11. ëÒÁÔÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ

œ ÐÒÏÛÌÏÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ ÍÙ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ, Á ÓÅÊÞÁÓ ÂÕÄÅÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÕ Œ R^n. îÁÞÎÅÍ Ó ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11.1. ðÕÓÔØ a_1 < b_1; a_2 < b_2; : : :; a_n < b_n | n ÐÁÒ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ôÏÇÄÁ n-ÍÅÒÎÙÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ

X = { (x_1; : : :; x_n) ∈ R^n | a_1 6 x_1 6 b_1; : : :; a_n 6 x_n 6 b_n } :

ïÂSSÅÍÏÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ

vol(X) = (b_1 − a_1) : : :(b_n − a_n):

œÓÐÏÍÎÉÍ ÅÝÅ ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÅÍÅÓÔÒÁ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÍ (ÉÌÉ ÄÅËÁÒÔÏŒÙÍ) ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ X É Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÕÐÏÒÑÄÏ- ÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒ (x; y), ÇÄÅ x ∈ X, Á y ∈ Y . åÓÌÉ X É Y | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÔÏ X × Y ÎÁÄÅÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÑ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.12). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, R^n = R × · · · × R

n ÒÁÚ

, Á n-ÍÅÒÎÙÊ

ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ X ⊂ R^n ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 11.1 ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË [a_1; b_1] × · · · × [a_n; b_n]. åÓÌÉ X ⊂ R^m É Y ⊂ R^n | ÄŒÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅ- ÄÁ, ÔÏ X × Y ⊂ R^n | ÔÁËÖÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ, ÐÒÉÞÅÍ, ËÁË ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, vol(X × Y ) = vol(X) × vol(Y ).

þÔÏÂÙ ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ÂÙÌÏ ÂÙ ÒÁÚÕÍÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÕ, ŒÓÐÏÍÎÉÍ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÉÎ- ÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ. åÓÌÉ f : [a; b] → R | ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÔÏ ∫_b a f(x) dx ÅÓÔØ ÐÌÏÝÁÄØ ĂËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉĄ | ÆÉÇÕÒÙ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÇÒÁÆÉ- ËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x), ÏÓØÀ ÁÂÓÃÉÓÓ É ÐÒÑÍÙÍÉ x = a É x = b.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ ÎÁ ÄŒÕÍÅÒÎÏÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÅ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ) X = [a_1; b_1] × [a_2; b_2] ⊂ R^2 (ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÏÂÏÚÎÁÞÅ- ÎÉÊ, ÞÔÏ a_1 = a_2 = 0). ôÏÇÄÁ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ z = f(x; y) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ, É ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ∫ X f(x; y) dxdy ÒÁŒÅÎ ÏÂSSÅÍÕ ÔÅÌÁ, ÚÁËÌÀÞÅÎÎÏÇÏ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍ ÇÒÁÆÉËÏÍ É ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏÍ X (ÒÉÓ 11.1). ïÄÎÁËÏ ÖÅ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂSSÅÍÏŒ ÔÅÌ Œ R^3 ÅÓÔØ ÉÚŒÅÓÔÎÙÊ ÒÅÃÅÐÔ (ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÊ ĂÐÒÉÎÃÉÐÕ ëÁŒÁÌØÅÒÉĄ): ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ c ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S(c) ÐÌÏÝÁÄØ ÆÉÇÕÒÙ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÔÅÌÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ Ó ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x = c (ÎÁ ÒÉÓ. 11.1 ÜÔÁ ÆÉÇÕÒÁ ÚÁÛÔÒÉÈÏŒÁÎÁ); ÔÏÇÄÁ ÏÂSSÅÍ ÔÅÌÁ ÒÁŒÅÎ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ∫ S(x) dx.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÚÁÛÔÒÉÈÏŒÁÎÎÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÉŒÏÌÉÎÅÊÎÏÊ

6

         q

             1

O

X f(X; Y )

Y

Ó

òÉÓ. 11.1. óŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Ë ÐÏŒÔÏÒÎÏÍÕ

ÔÒÁÐÅÃÉÅÊ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ y → f(c; y), É ÅÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÒÁŒÎÁ ∫_{b2} a2 f(c; y) dy. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÂSSÅÍ ÐÏÄ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f ÒÁŒÅÎ ∫ X f(x; y) dxdy = ∫_{b1} a1 S(x) dx = ∫_{b1} a1 (∫_{b2} a2 f(x; y) dy ) dx: (11.1)

éÔÁË, ÍÙ ŒÙÑÓÎÉÌÉ, ËÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÄÏÌÖÅÎ, ÐÒÉ ÒÁÚÕÍÎÏÍ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÉ, ÏÂÌÁÄÁÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉ- ËÕ. ôÅÐÅÒØ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ (11.1), ŒÙÂÅÒÅÍ ÌÏÂÏŒÏÊ ÐÕÔØ: ÏÂSSÑŒÉÍ ÓÁÍÕ ÆÏÒÍÕÌÕ (11.1) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ! ðÏ- ÓËÏÌØËÕ ÎÁÍ ÎÕÖÎÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ n-ÍÅÒÎÙÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁÍ ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÇÏ n, ÔÏÞÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11.2. åÓÌÉ n = 1, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ f ÐÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÕ (Ô. Å. ÏÔÒÅÚËÕ) [a; b] ⊂ R ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ∫_b a f(x) dx.

åÓÌÉ X = [a_1; b_1] × ~X ⊂ R^n | n-ÍÅÒÎÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ, ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÎÙÊ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÁ n − 1-ÍÅÒÎÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ, É f : X → C | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ f ÐÏ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

ÞÉÓÌÏ ∫ X f(x_1; : : :; x_n) dx_1 : : :dx_n = ∫_{b1} a1 (∫ ~X f(x_1; x_2; : : :; x_n) dx_2 : : :dx_n ) dx_1:

(11.2)

ë ÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ.

œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÎÁÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÏ n-ÍÅÒÎÏÍÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉ- ÐÅÄÕ ĂÒÅËÕÒÓÉŒÎÏĄ: ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÕÖÅ ÉÍÅÀÝÅÇÏÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÌÑ n = 1, ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÄÌÑ n = 2, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÌÑ n = 2, ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÄÌÑ n = 3, É. Ô. Ä.

œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ dx_1 Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (11.2) ÉÍÅÌ ÓÍÙÓÌ, Á ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÞÔÏ-ÔÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÆÕÎËÃÉÀ

x_1 → ∫ ~X f(x_1; x_2; : : :; x_n) dx_2 : : :dx_n

(ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÅŒÏÚÍÏÖ- ÎÏ!). éÔÁË, ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÐÒÏŒÅÒËÏÊ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÔÁËÏÊ ÌÅÍÍÙ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ C(Y ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Y ):

ìÅÍÍÁ 11.3. ðÕÓÔØ X | ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Y | ËÏÍÐÁËÔ- ÎÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ f : X × Y → C | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ X ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f_x : Y → C , ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÕÀ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ f_x(y) = f(x; y). ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘: X → C(Y ), ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ x → f_x, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ (ÅÓÌÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ C(Y ) ÚÁÄÁŒÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ sup-ÎÏÒÍÙ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ˘ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÞÉÓÌÏ " > 0; ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ y ∈ Y ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_y ⊂ X É V_y ⊂ Y , ÞÔÏ U_y ∋ x, V_y ∋ y, É |f(x_1; y_1) − f(x; y)| 6 ", ËÁË ÔÏÌØËÏ x_1 ∈ U_y É y_1 ∈ V_y. ðÏÓËÏÌØËÕ Y ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÉÍÅÅÍ Y = V_{y1} ∪ · · · ∪ V_{yn} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ y_1; : : :; y_n ∈ Y . ðÏÌÏÖÉÍ U = U_{y1} ∩ · · · ∩ U_{yn} ⊂ X; ÅÓÌÉ x^′ ∈ U, ÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÉÊ y ∈ Y ÌÅÖÉÔ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÉÚ V_{yj} , ÉÍÅÅÍ |f(x; y) − f(x^′; y)| 6 " ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ y ∈ Y . óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ‖f_x0 − f_x‖ 6 " ÐÒÉ ŒÓÅÈ x^′ ∈ U, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 11.4. ðÅÒÅÈÏÄ ÏÔ f Ë ˘ | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÔÒÀË: ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ ÉÚ X × Y Œ Z ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ Y Œ Z, ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏŒÁÎÎÏÅ ÔÏÞËÁÍÉ ÉÚ X.

ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11.5. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ n ∈ N ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ:

A_n: ðÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (11.2) ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ X = [a_1; b_1] × ~X ⊂ R^n, ÇÄÅ ~X | n − 1-ÍÅÒÎÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ.

B_n: œÅÒÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ A_n, É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C(X), ÇÄÅ X | n-ÍÅÒÎÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ | | ∫ X f dx_1 : : :dx_n | | 6 vol(X) · ‖f ‖:

C_n: œÅÒÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ A_n, É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅ- ÐÉÐÅÄÁ X ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ C(X) Œ C , ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f → ∫ X f dx_1 : : :dx_n, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ.

ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ n ¿ 1 ŒÅÒÎÁ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ B_n ⇒ C_n É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ

n ¿ 2 ŒÅÒÎÙ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ Cn−1 ⇒ An É An ∧ Bn−1 ⇒ Bn.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

B_n ⇒ C_n: ÄÌÑ f; g ∈ C(X) ÉÍÅÅÍ | | | ∫ X f dx_1 : : :dx_n − ∫ X g dx_1 : : :dx_n | | | = | | | ∫ X (f − g) dx_1 : : :dx_n | | | 6 vol(X)·‖f −g‖;

ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÉ ‖f − g‖ < "= vol(X) ÉÍÅÅÍ | | | ∫ X f dx_1 : : :dx_n − ∫ X g dx_1 : : :dx_n | | | < ";

ÏÔËÕÄÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ.

C_{n−1} ⇒ A_n: ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ C_{n−1} É ÌÅÍÍÙ 11.3 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅ- ËÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ x_1 →

∫_~

X f(x_1; x_2; : : :; x_n) dx_2 : : :dx_n ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a_1; b_1], Á ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ, ÍÙ ÚÎÁÅÍ.

A_n ∧ B_{n−1} ⇒ B_n: ÅÓÌÉ ÄÌÑ c ∈ [a_1; b_1] ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ f_c : ~X → C ÆÕÎËÃÉÀ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÕÀ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ (x_2; : : :; x_n) → f(x_1; x_2; : : :; x_n), ÔÏ ‖f_c‖ 6 ‖f ‖ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ c, ÔÁË ÞÔÏ ŒŒÉÄÕ B_{n−1} ÉÍÅÅÍ |∫ ~X f_c dx_2 : : :dx_n

| 6 vol(^~X) · ‖fc‖ 6 vol(^~X) · ‖f ‖. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÍ^1 | | ∫ X f(x_1; : : :; x_n) dx_1 : : :dx_n | | 6^{∫ b1}_{a1}^|^∫_{~X} fx_1 (x2; : : :; xn) dx2 : : :dxn^| dx1 6

6^{∫ b1}_{a1} vol(^~X) · ‖f ‖ dx1 = vol(^~X) · (b1 − a1)‖f ‖ = vol(X) · ‖f ‖;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

1œ ÎÉÖÅÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ŒÙËÌÁÄËÅ ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ fi fi fi R_b a f(x) dx fi fi fi 6^{R b}_a jf(x)j dx, ËÏÔÏÒÏÅ, ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ ÎÅ

ÄÏËÁÚÙŒÁÌÏÓØ. ðÒÉ ÐÒÉÎÑÔÏÍ Œ ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÄÌÑ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÁÌÅÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ B_1 ÚÁŒÅÄÏÍÏ ŒÅÒÎÏ (ÜÔÏ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.18(2) ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÅÍÅÓÔÒÁ), ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ- ËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ, ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ ÐÏ ÓÈÅÍÅ

B_1 ⇒ C_1 ⇒ A_2 ⇒ B_2 ⇒ C_2 ⇒ A_3 ⇒ : : :;

ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ A_n ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ¿ 2 É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ.

ôÁ ÖÅ ÃÅÐÏÞËÁ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÊ B_n É C_n. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÜÔÏ ŒËÕÐÅ Ó ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, ÂÅÓÈÉÔÒÏÓÔÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ËÏÔÏÒÙÈ (ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ) ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11.6. ðÕÓÔØ X | n-ÍÅÒÎÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ.

1) åÓÌÉ f; g | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ X É –; — ∈ C | ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÔÏ ∫ X (–f + —g) dx_1 : : :dx_n = – ∫ X f dx_1 : : :dx_n + — ∫ X g dx_1 : : :dx_n:

2) äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C(X) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ | | ∫ X f dx_1 : : :dx_n | | 6 vol(X) · ‖f ‖:

3) äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C(X) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ | | ∫ X f dx_1 : : :dx_n | | 6^∫_X |f | dx1 : : :dxn:

4) åÓÌÉ f; g | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ X Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ- ÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ É f(x) ¿ g(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ X, ÔÏ ∫ X f dx_1 : : :dx_n ¿ ∫ X g dx_1 : : :dx_n.

5) åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ f_n ∈ C(X) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏ- ÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f, ÔÏ ∫ X f dx_1 : : :dx_n = lim_{n→∞} ∫ X f_n dx_1 : : :dx_n.

5^′) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f → ∫ X f dx_1 : : :dx_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÚ C(X) Œ C .

éÔÁË, ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÕ ÍÙ ÎÁÕÞÉÌÉÓØ. ïÄÎÁËÏ ÖÅ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÃÅÌØ | ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ- ŒÁÎÉÑ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ËÒÁÔÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÏŒÔÏÒÎÏÍÕ | ŒÓÅ ÅÝÅ ÎÅ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÁ: ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÎÁÛÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÔÁËÏÅ ÓŒÅÄÅÎÉÅ ÇÁÒÁÎ- ÔÉÒÕÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÉ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ (ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏ x_n, ÚÁÔÅÍ ÐÏ x_{n−1}, É Ô. Ä.). œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ÂÙÌÏ ÂÙ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏÂÙ

Œ ĂÐÒÁŒÉÌØÎÏÊĄ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (11.1) ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÎÑÌÉÓØ ÔÁËÖÅ ∫_{b2} a2 (∫_{b1} a1 f(x; y) dx ) dy, Á ÔÁËÖÅ ŒÙÐÏÌÎÑÌÉÓØ É ÄÒÕÇÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÙÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÎÁÐÏÄÏÂÉÅ ∫ f(x; y; z) dxdydz = ∫ (∫ f(x; y; z) dxdz ) dy: óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÕÔ ŒÓÅ ÁÎÁÌÏ- ÇÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ:

ôÅÏÒÅÍÁ 11.7. ðÕÓÔØ X = [a_1; b_1] × · · · × [a_n; b_n] | n-ÍÅÒÎÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅ- ÌÅÐÉÐÅÄ, É ÐÕÓÔØ {1; 2; : : :; n} = {i_1; : : :; i_k} ∪ {j_1; : : :; j_l}, ÇÄÅ k + l = n. ðÏÌÏÖÉÍ X_1 = [a_{i1} ; b_{i1}] × · · · × [a_{ik} ; b_{ik} ] É X_2 = [a_{j1} ; b_{j1} ] × · · · × [a_{jl} ; b_{jl}]. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C(X) ÉÍÅÅÍ ∫ X f(x_1; : : :; x_n) dx_1 : : :dx_n = = ∫ X1 (∫ X2 f(x_1; : : :; x_n) dx_{j1} : : :dx_{jl} ) dx_{i1} : : :dx_{ik} : (11.3)

(œÙÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÓËÏÂËÁÈ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ x_{i1} , : : : , x_{ik} , É ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÔÓÑ ÐÏ X_1.)

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 11.8. ôÅÏÒÅÍÁ 11.7 | ÜÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÅÏÒÅÍÙ æÕ- ÂÉÎÉ. äÒÕÇÏÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÓÔÒÅÔÉÌÓÑ ÎÁÍ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ (ÌÅËÃÉÑ 8).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÌÅŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (11.3) ÞÅÒÅÚ I_1(f), Á ÐÒÁŒÕÀ | ÞÅÒÅÚ I_2(f). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C(X) ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ |I_1(f)| 6 ‖f ‖ · vol(X) É |I_2(f)| 6 ‖f ‖ · vol(X) (ÄÌÑ I_1 ÜÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11.6(2), ÄÌÑ I_2 ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÔÅÍÉ ÖÅ ÒÁÓÓÕ- ÖÄÅÎÉÑÍÉ, ÞÔÏ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 11.5).

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C(X) É ÄÌÑ ŒÓÑ- ËÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ g ∈ C(X), ÞÔÏ ‖f − g‖ < " É I_1(g) = I_2(g). ôÏÇÄÁ ÎÁÛÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÂÕÄÅÔ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÁ: ÃÅÐÏÞËÁ ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒ

|I_1(f) − I_2(f)| 6 |I_1(f) − I_1(g)| + |I_1(g) − I_2(g)| + |I_2(f) − I_2(g)| = = |I_1(f − g)| + |I_2(f − g)| 6 2 vol(X) · ‖f − g‖ 6 2" vol(X)

ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ŒŒÉÄÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÓÔÉ ", ÞÔÏ I_1(f) = I_2(f) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f.

ëÁË ÖÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÁÊÔÉ ÔÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ g? ðÕÓÔØ h_1 : [a_1; b_1] → C , : : : , h_n : [a_n; b_n] → C | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÏÌÏÖÉÍ

h(x_1; x_2; : : :; x_n) = h_1(x_1)h_2(x_2) : : :h_n(x_n): (11.4) ôÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ

I_1(h) = I_2(h) = ∫_{b1} a1 h_1(x_1) dx_1 ∫_{b2} a2 h_2(x_2) dx_2· · · ∫_{bn} an h_1(x_n) dx_n;

ÏÔÓÀÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ I_1 É I_2 ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÑŒÌÑÀÝÅÊÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÊ ŒÉÄÁ (11.4). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ŒÓÅ ÓŒÅÌÏÓØ Ë ÔÁËÏÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ:

ìÅÍÍÁ 11.9. ðÕÓÔØ X = [a_1; b_1]×· · ·×[a_n; b_n] | n-ÍÅÒÎÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉ- ÐÅÄ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C(X) É ŒÓÑËÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ g, ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÊ ŒÉÄÁ (11.4), ÞÔÏ ‖f − g‖ < ".

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 11.9 | ÜÔÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÐÒÉÑÔÉÅ. äÌÑ ÎÁ- ÞÁÌÁ ÄÁŒÁÊÔÅ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÂSSÑÓÎÉÍ, ÐÏÞÅÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÐÒÁŒÄÏÐÏÄÏÂÎÏ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÎÁ ÍÇÎÏŒÅÎÉÅ, ÞÔÏ C(X) ÓÏÓÔÏÉÔ ÎÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÅ X, Á ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. ôÏ- ÇÄÁ ŒÅÒÎÏ ÄÁÖÅ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÞÅÍ ÌÅÍÍÁ 11.9: ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁŒÅÎ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ, Á ËÁÖÄÙÊ ÏÄÎÏÞÌÅÎ ÉÍÅ- ÅÔ ŒÉÄ (11.4). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÌÅÍÍÁ 11.9 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ĂÔÅÏÒÅÍÙ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁĄ, ÕÔŒÅÒÖÄÁÀÝÅÊ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÐÌÏÔÎÏ Œ C(X), ÇÄÅ X | ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ. íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ œÅÊ- ÅÒÛÔÒÁÓÓÁ (ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÓÅÊÞÁÓ); ŒÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ŒÙŒÅÄÅÍ ÌÅÍ- ÍÕ 11.9 ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÅ (ÌÅÍÍÙ) ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ. îÁÞÎÅÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÕÅÍ ÜÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ X É Y | ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÐÒÏ ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, É ÐÕÓÔØ f ∈ C(X), g ∈ C(Y ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f ⊗ g : X × Y → C (ÞÉ- ÔÁÅÔÓÑ Ăf ÔÅÎÚÏÒ gĄ), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÕÀ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ (x; y) → f(x)g(y). þÅÒÅÚ C(X)⊗C(Y ) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X ×Y , ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ Œ ŒÉÄÅ f_1 ⊗ g_1 + · · · + f_m ⊗ g_m, ÇÄÅ ŒÓÅ f_i ÌÅÖÁÔ Œ C(X), Á ŒÓÅ g_i ÌÅÖÁÔ Œ C(Y ). ïÞÅŒÉÄÎÏ, C(X) ⊗ C(Y ) ⊂ C(X × Y ).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11.10. åÓÌÉ X É Y | ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÔÏ C(X) ⊗ C(Y ) ÐÌÏÔÎÏ Œ C(X × Y ) (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏ- ÐÏÌÏÇÉÉ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÊ sup-ÎÏÒÍÏÊ).

œÙŒÏÄ ÌÅÍÍÙ 11.9 ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 11.10. ðÒÉ n = 2 ÌÅÍÍÁ 11.9 ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 11.10. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ n.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÄÌÑ n − 1-ÍÅÒÎÙÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁ- ÎÁ, É ÐÕÓÔØ F ∈ C(X), ÇÄÅ X = [a_1; b_1] × · · · × [a_n; b_n]. éÍÅÅÍ X = X^′ × [a_n; b_n], ÇÄÅ X^′ = [a_1; b_1] × · · · × [a_{n−1}; b_{n−1}]. œŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÑ 11.10, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f_1; : : :; f_m ∈ C(X^′)

É g_1; : : :; g_m ∈ C[a_n; b_n], ÞÔÏ ‖f − (f_1 ⊗ g_1 + · · · + f_m ⊗ g_m)‖ < "=2. ðÕÓÔØ M = max{‖g_i‖}; ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÆÕÎË- ÃÉÉ h_1; : : :; h_m ∈ C([a_1; b_1]) ⊗ · · ·⊗ C([a_{n−1}; b_{n−1}]), ÞÔÏ ‖f_i − h_i‖ < "=2mM ÄÌÑ ŒÓÅÈ i. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ‖f − ∑ h_i ⊗ g_i‖ 6 ‖f − ∑ f_i ⊗ g_i‖ + ∑ ‖f_i − h_i‖ · ‖g_i‖ 6

6 "=2 + m · ("=2mM) · M = ";

Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ∑ h_i ⊗ g_i ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (11.4), ÞÔÏ É ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 11.11. äÌÑ ÔÅÈ, ËÔÏ ÕÖÅ ÚÎÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ: ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ | ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C(X) ⊗ C(Y ) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ C(X) É C(Y ), É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ f ⊗ g Œ ÎÁÛÅÍ ÓÍÙÓÌÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ f ⊗ g Œ ÓÍÙÓÌÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 11.10 ÂÕÄÅÔ ÄÁÎÏ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ.