œÙÓÛÉÊ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ 2-Ê ËÕÒÓ 15 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 1999 ÇÏÄÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M → N ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ, ÇÄÅ M ⊂ R^m,

N ⊂ R^n | ÇÌÁÄËÉÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÅÓÌÉ Œ ËÁÖÄÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÅ ÏÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ. ðÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M É N ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄÉÆ- ÆÅÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÉÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÇÌÁÄËÏÅ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÏÂÒÁÔÎÙÍ.

üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÉŒÏÄÉÔ ÎÁÓ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÏÂÝÅÍÕ ÐÏÎÑÔÉÀ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÌÁÄËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÑÚÎÏÅ

ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÏÅ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ M = S U_α, ŒÍÅÓÔÅ Ó ÚÁÄÁÎ- ÎÙÍÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑÍÉ φ_α : U_α → V_α, ÇÄÅ V_α ⊂ R^n | ÏÔ- ËÒÙÔÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_α ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÁÒ- ÔÁÍÉ, Á ÉÈ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ | ÁÔÌÁÓÏÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÎÙÅ ËÁÒÔÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÓÏ- ÇÌÁÓÏŒÁÎÙ: ÅÓÌÉ U_{αβ} = U_α ∩U_β ≠ ∅, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ φ_{αβ} = φ_β ∘φ�^1_α : φ�^1_α (U_{αβ}) → φ_β(U_{αβ}) ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. îÁÌÉÞÉÅ ÁÔÌÁÓÁ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ïÂÙÞÎÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ (É ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÜÔÉÍ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÑÍ) ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ: ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÓÔÉ É ÏÔÄÅÌÉÍÏÓÔÉ. îÁ ÑÚÙËÅ ËÁÒÔ ÐÅÒŒÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÔÌÁÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÁÒÔ. œÔÏÒÏÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÊ ÁÔÌÁÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁ- ÀÝÉÍÓÑ ËÁÒÔÁÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ËÌÁÓÓÁ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ φαβ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-

ÚÉÑ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ, C^p-ÇÌÁÄËÉÅ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÅ É ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ- ÓËÉÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÔÒÉ ËÌÁÓÓÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ: ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ ÎÁ ÎÉÈ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ ŒŒÅÓÔÉ (ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÅ Ó ÉÓ- ÈÏÄÎÙÍÉ) ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ (ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ) ÇÌÁÄËÏÓÔÉ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÓÎÏŒÁ ÂÙÌÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ. îÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅ- ÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÌØÚÑ ŒŒÅÓÔÉ ÄÁÖÅ C^1-ÇÌÁÄËÏÊ (ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÊ Ó ÉÓÈÏÄÎÏÊ) ÓÔÒÕËÔÕÒÙ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÓÔÁÌÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ.

1. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÇÌÁÄËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÄÉÆÆÅÏ- ÍÏÒÆÎÙÈ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÏ M ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÏÄ- ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^N ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ N ∈ N.

3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÕ ÉÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

4. (a) œÓÐÏÍÎÉÔÅ, ËÁËÉÅ ÂÙŒÁÀÔ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÅ ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (ŒÓÅ ÏÎÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÒÉËÌÅÉŒÁÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÌÉ- ÞÅÓÔŒÁ ÒÕÞÅË Ë ÓÆÅÒÅ).

(b) ëÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÅ ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÉÚ ÓÆÅÒÙ ÐÒÉËÌÅÉŒÁÎÉÅÍ ÒÕÞÅË É ŒËÌÅÉŒÁÎÉÅÍ (ÐÏ ÇÒÁÎÉÃÁÍ) ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÌÉÓÔÏŒ í-ÅÂÉÕÓÁ Œ ŒÙ- ÒÅÚÁÎÎÙÅ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÙÒËÉ (ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙÅ ÄÉÓËÁÍ). ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÏ- ÌÕÞÁÅÍÙÈ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÂÕÄÕÔ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ? ëÁË Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁËÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔØ RP^2 É ÂÕÔÙÌËÕ ëÌÅÊÎÁ Kl?

5. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÌÁÄËÏÇÏ (ÔÒ-ÅÈÍÅÒÎÏÇÏ) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ. ëÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ?

(a) óÆÅÒÁ S^3.

(b) ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ RP^3 (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ Œ R^4). (c) ðÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ S^1 × S^2.

(d) çÒÕÐÐÁ SO(3) ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ 3 × 3 ÍÁÔÒÉÃ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÅÎ 1).

(e) çÒÕÐÐÁ SU(2) ÜÒÍÉÔÏŒÙÈ 2 × 2 ÍÁÔÒÉÃ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÅÎ 1. (f) ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Ë ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ. (g) ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^6 = C^3, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ z^2_1 + z^2 + z^2_3 = 0;

|z_1|^2 + |z_2|^2 + |z_3|^2 = 2.

(h) ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÊ ÔŒÅÒÄÏÇÏ ÔÅÌÁ Ó ÏÄÎÏÊ ÚÁËÒÅÐÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ Œ R^{n+1}, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ 0, ÓÎÁÂÖ-ÅÎÎÏÅ

ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ n-ÍÅÒÎÙÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: RP^n.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, RP^n = (R^{n+1} \ {0})/ ∼, ÇÄÅ (x_0, . . . , x_n) ∼ (y_0, . . . , y_n) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x_i = λy_i, 0 ≤ i ≤ n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ λ ≠ 0. œÙÒÁÖÅÎÉÅ [x_0 : · · · : x_n] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÐÒÑÍÏÊ ⟨0, (x_0, . . . , x_n)⟩ ⊂ Rn+1. úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ.

6. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÄÌÑ RP^n:

(a) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ;

(b) ËÁÒÔÙ É ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ; (c) ÐÒÉ ËÁËÉÈ n ÏÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n, ÐÒÏÈÏ-

ÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ 0, ÓÎÁÂÖ-ÅÎÎÏÅ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ çÒÁÓÓÍÁÎÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ G_{k,n}. úÁÍÅÞÁÎÉÅ. G1,n+1 = RP^n, Gk,n = Gn�k,n.

7. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÄÌÑ G_{k,n}:

(a) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ;

(b) ËÁÒÔÙ É ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ; (c) ÐÒÉ ËÁËÉÈ k, n ÏÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ.

8. ðÕÓÔØ M^n ⊂ R^N | ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ N > 2n + 1, ÔÏ ∃l ∈ RP^N�^1 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ P_l : M → R^N�^1 | ŒÌÏÖÅÎÉÅ (ÚÄÅÓØ P_l | ÐÒÏÅËÃÉÑ ŒÄÏÌØ ÐÒÑÍÏÊ l).