Ňăšěňăšĺůěśłĺľ Łőńńěďę ŊŇŞ Čěőňěšřĺ£, 1 śěňěśšř

Ńěłűĺ£ 10

10 ŋő£ąř£ 1997 č.

Ŕşśšĳ M | ňŋőčőőąřăğĺě. Ŋăÿă űěńĳ śőśšőĺš ć ĺğşůěŋĺĺ śŕőśőąőć ŕřěćřăšĺšĳ M ć ňěšřĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő, š.ě. ććěśšĺ ŋă ŋěň ťşŋłűĺ¿ ϱ(p, q) | řăśśšő£ŋĺě ňěęďş šőůłăňĺ p ĺ q | şďőćńěšćőř£¿źş¿ śšăŋďăřšŋżň ăłśĺőňăň řăśśšő£ŋĺ£ ĺ şćăęă¿źěľ śšřşłšşřş ňŋőčőőąřăğĺ£. Şšőůŋĺň ŕőśńěďŋěě šřěąőćăŋĺě.

Ćő-ŕěřćżţ, řăśśňőšřĺň řăśśšő£ŋĺě ňěęďş őůěŋĳ ąńĺğłĺňĺ šőůłăňĺ p ĺ q. Šőčďă ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő őŋĺ ńěęăš ć ŕřěďěńăţ őďŋőľ łăřšż (śĺśšěňż łőőřďĺŋăš), ĺ łőőřďĺŋăšż p řăćŋż (x_1, . . . , x_n), ă q řăćŋż (x_1 + dx_1, . . . , x_n + dx_n). Řăśśňőšřĺň łćăďřăš řăśśšő£ŋĺ£ ϱ^2(p, q) łăł ťşŋłűĺ¿ dx_1, . . . , dx_n ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ x_1, . . . , x_n. Ŕěřćőě šřěąőćăŋĺě śőčńăśőćăŋŋőśšĺ śőśšőĺš ć šőň, ůšőąż ϱ^2(p, q) ć 1 ŕőř£ďłě ňăńőśšĺ ŕő dx_1, . . . , dx_n ćěńő śěą£ łăł ŕőńőęĺšěńĳŋő őŕřěďěńěŋŋă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňăg: ϱ^2(p, q) = g(x)(dx) + o( |dx_1| + . . . + |dx_n|). İšă ťőřňă ňőęěš ğăćĺśěšĳ őš łőőřďĺŋăš x_1, . . . , x_n šőůłĺ p.

Ć ŕřĺŋűĺŕě, ďăŋŋőě őŕĺśăŋĺě śńěďşěš şšőůŋĺšĳ | ŋě śőćśěň ŕőŋ£šŋő, ŋă łăłőň ńĺŋěľŋőň ŕřőśšřăŋśšćě őŕřěďěńěŋă ťőřňă g(x). Ĺŋă£ ťőřňşńĺřőćłă ¡šőčő ęě ćőŕřőśă šăłă£: ŕşśšĳ šőůłă p ŕřĺŋăďńěęĺš ŕěřěśěůěŋĺ¿ ďćşţ łăřš ĺ,šěň śăňżň, ş ŋěě ěśšĳ ďćă ŋăąőřă łőőřďĺŋăš, ść£ğăŋŋżě őšőąřăęěŋĺěň ŕěřěţőďă. Łăł ŕřĺ ¡šőň ść£ğăŋż ťőřňż g (ŋăŕřĺňěř, ĺţ ňăšřĺűż Čřăňă) ć řăğńĺůŋżţ łőőřďĺŋăšăţ ? Ňż ć ďăńĳŋěľÿěň, őďŋăłő, ąşďěň ąřăšĳ ć łăůěśšćě ňŋőčőőąřăğĺ£ ŕńőśłőśšĳ Ńőąăůěćśłőčő, ůšő ŕőğćőń£ěš ŋăň ĺčŋőřĺřőćăšĳ ¡šş šřşďŋőśšĳ | ŋă ¡šőň ňŋőčőőąřăğĺĺ ěśšĳ čńőąăńĳŋă£ łăŋőŋĺůěśłă£ śĺśšěňă łőőřďĺŋăš.

Ć ŕřĺŋűĺŕě, ŋě śşźěśšćşěš śŕőśőąă ćőśśšăŋőćĺšĳ ťşŋłűĺ¿ ϱ, ğŋă£ šőńĳłő g(x), š.ě., řăśśšő£ŋĺ£ ňěęďş ąěśłőŋěůŋő ąńĺğłĺňĺ šőůłăňĺ. Ťőřňż g(x) (ďń£ ćśěţ x) ďőśšăšőůŋő, őďŋăłő, ůšőąż ĺğňěř£šĳ ďńĺŋż čńăďłĺţ łřĺćżţ | łřĺćş¿ ňőęŋő řăğąĺšĳ ŋă ąěśłőŋěůŋő ňăńżě őšřěğłĺ. Ćšőřżň şśńőćĺěň, łőšőřőě ňż ŋăńőęĺň ŋă ňěšřĺłş ϱ, ąşďěš šřěąőćăŋĺě, ůšőąż řăśśšő£ŋĺě ňěęďş šőůłăňĺ p ĺ q řăćŋ£ńőśĳ ďńĺŋě łřăšůăľÿěľ łřĺćőľ, śőěďĺŋ£¿źěľ ¡šĺ šőůłĺ. Ŕřĺ ćżŕőńŋěŋĺĺ ¡šĺţ ďćşţ šřěąőćăŋĺľ ňěšřĺłă ϱ ŋăğżćăěšś£ řĺňăŋőćőľ; ůăźě, őďŋăłő, řĺňăŋőćőľ ňěšřĺłőľ ŋăğżćă¿š ŋě ϱ, ă śěňěľśšćő ťőřň g(x) (ĺ čőćőř£š, śőőšćěšśšćěŋŋő, ő řĺňăŋőćőľ ňěšřĺłě ć ďăŋŋőľ šőůłě x). Ğăňěůăŋĺě Ďń£ řĺňăŋőćőľ ňěšřĺłĺ ăłśĺőňż ňěšřĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋ-

śšćă ćżŕőńŋěŋż ćśěčďă. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ĺğ šőčő, ůšő łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă g(x) őąńăďăěš (łăł ĺ ćś£łă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă) śćőľśšćőň g(x)(−dx) = g(x)(dx), śńěďşěš, ůšő ďńĺŋă ń¿ąőľ łřĺćőľ ŋě ĺğňěŋĺšś£, ěśńĺ ¡šş łřĺćş¿ ŕřőľšĺ ć őąřăšŋőň ŕőř£ďłě, ĺ ŕő¡šőňş ϱ(a, b) = ϱ(b, a). Łřăšůăľÿă£ łřĺćă£, śőěďĺŋ£¿źă£ šőůłĺ a ĺ c, ŋě ňőęěš ĺňěšĳ ďńĺŋş, ąőńĳÿş¿ ϱ(a, b)+ϱ(b, c), ŕőśłőńĳłş šăłş¿ ďńĺŋş ĺňěěš őąžěďĺŋěŋĺě łřăšůăľÿĺţ łřĺćżţ, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ a, b ĺ b, c. Ăłśĺőňż ŋěőšřĺűăšěńĳŋőśšĺ šăłęě ŕřőćěř£ěšś£ ŋěśńőęŋő.

Šěőřěňă 1 Ŋă ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋă£, ś šőů-

ŋőśšĳ¿ ďő şňŋőęěŋĺ£ ŋă łőŋśšăŋšş, řĺňăŋőćă ňěšřĺłă, śőţřăŋ£ěňă£ łăęďżň ăťťĺŋŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő Ŋăň ŋşęŋő ŋăşůĺšĳś£ ĺğňěř£šĳ, ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ćěńĺ-

ůĺŋ 2 ŕőř£ďłă ňăńőśšĺ, ďńĺŋş ąěśłőŋěůŋő ňăńőčő ćěłšőřă dz = dx + idy, ŕřĺńőęěŋŋőčő ć šőůłě z = x + iy ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő. Ďń£ ¡šőčő ğăťĺłśĺřşěň ŋěłőšőřżľ ąěśłőŋěůŋő ňăńżľ ćěłšőř v, ŕřĺńőęěŋŋżľ ć šőůłě a. Ŕřőćěďěň ůěřěğ a ŕř£ňş¿ L ć ŋăŕřăćńěŋĺĺ ćěłšőřă v, ă ůěřěğ z | ŕř£ňş¿ M ć ŋăŕřăćńěŋĺĺ dz. Śşźěśšćşěš ěďĺŋśšćěŋŋőě ăťťĺŋŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě I řőďă, ŕěřěćőď£źěě b ć a, ă M ć L, ŕřĺůěň šăł, ůšőąż őąřăğ ćěłšőřă dz ążń śőŋăŕřăćńěŋ ćěłšőřş v. Šěň śăňżň őąřăğ ćěłšőřă dz ěśšĳ λv, čďě λ | ŋěłőšőřőě ŕőńőęĺšěńĳŋőě ůĺśńő. Šőčďă ňż ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ćěłšőř dz ć λ řăğ ďńĺŋŋěě ćěłšőřă v.

Ďń£ ŕřőćěřłĺ šőčő, ůšő ŕőśšřőěŋŋă£ ŋăňĺ ťşŋłűĺ£ \ďńĺŋă ąěśłőŋěůŋő ňăńőčő ćěłšőřă" ŕőřőęďăěšś£ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňőľ (¡šő ążńő ŋăÿě ŕěřćőě šřěąőćăŋĺě), ŋşęŋő şąěďĺšĳś£ (śň. ńěłűĺ¿ 3), ůšő őŋă şďőćńěšćőř£ěš šőęďěśšćş ŕăřăńńěńőčřăňňă. Łřőňě šőčő, śńěďşěš ěźě ŕřőćěřĺšĳ ěě ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ őšŋőśĺšěńĳŋő ăťťĺŋŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ II řőďă. Ňż řěÿĺň őąě ¡šĺ ğăďăůĺ, ŕőśšřőĺć ĺŋćăřĺăŋšŋş¿ řĺňăŋőćş ňěšřĺłş £ćŋő. Ďń£ ¡šőčő ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£

Ńěňňă Ŕşśšĳ z∗ £ćń£ěšś£ ŋěŕőďćĺęŋőľ šőůłőľ ăťťĺŋŋőčő ŕřěőąřăğő-

ćăŋĺ£ I řőďă z →^{az+b}_{cz+d} . Šőčďă^d_{dz}^{az+b}_{cz+d} | |_{z�} ŕő ňőďşń¿ řăćěŋ 1.

Ďőłăğăšěńĳśšćő^d_{dz}^{az+b}_{cz+d}^|_{z�} =^{ad−bc}_{(cz�+d)}2 . Ş řăćěŋśšćă z∗ =^{az�+b}_{cz�+d} řăśśňő-

šřĺň ňŋĺňş¿ ůăśšĳ:

Im z_∗ = Im az_∗ + b cz_∗ + d = Im

(az_∗ + b)(cz_∗ + d) |cz_∗ + d|^2 = Im bcz_∗ + adz_∗ |cz_∗ + d|^2 = ad − bc |cz_∗ + d|^2 Im z_∗, őšłşďă śńěďşěš šřěąşěňőě.

Ŕőď ďěľśšćĺěň ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ f, őśšăćń£¿źěčő ŋă ňěśšě šőůłş z = x + iy, ćś£łĺľ ąěśłőŋěůŋő ňăńżľ ćěłšőř dx + idy, ŕřĺńőęěŋŋżľ ć ¡šőľ šőůłě, şňŋőęăěšś£ ŋă f^′(z_∗). Ŕő¡šőňş ć śĺńş ńěňňż ěčő ěćłńĺďőćă ďńĺŋă √ dx^2 + dy^2 ŋě ĺğňěŋ£ěšś£; šő ęě śăňőě ćěřŋő ĺ ďń£ ăťťĺŋŋő ĺŋćăřĺăŋšŋőľ ňěšřĺłĺ. Ŕő¡šőňş ¡šĺ ďćě ňěšřĺłĺ ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋż. Łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋőśšĺ ňőęěš, řăğşňěěšś£, ğăćĺśěšĳ őš x ĺ y, ŋő ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ ňěšřĺłĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕěřěŋőśőć z → z + a (a ∈ IR) ŕőłăğżćăěš, ůšő őš x ¡šőš łő¡ťťĺűĺěŋš ŋă śăňőň ďěńě ŋě ğăćĺśĺš.

Ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ ğăćĺśĺňőśšĺ őš y ćżąěřěň ć łăůěśšćě \śšăŋďăřšŋőčő ćěłšőřă" v ŋěłőšőřżľ ćěłšőř idy, ŕřĺńőęěŋŋżľ ć šőůłě z = i. Ŕşśšĳ šěŕěřĳ šőůŋő šăłőľ ęě (ć śšăŋďăřšŋżţ łőőřďĺŋăšăţ) ćěłšőř w = idy ŕřĺńőęěŋ ć šőůłě ki, čďě k ∈ IR. Ŕřěőąřăğőćăŋĺě z → z/k ŕěřěćőďĺš ki ć i, ă w ć idy/k. Ŕő¡šőňş ďńĺŋă ćěłšőřă w řăćŋă 1/k, ĺ ďń£ ăťťĺŋŋő ĺŋćăřĺăŋšŋőľ řĺňăŋőćőľ ňěšřĺłĺ ťőřňă g(x + iy) (łćăďřăš ďńĺŋż) ĺňěěš ćĺď^{dx2+dy2}_{y2} . Ŕěřěď ¡šĺň ćżřăęěŋĺěň ňőęŋő ŕőśšăćĺšĳ ŕřőĺğćőńĳŋş¿ łőŋśšăŋšş.

Šěőřěňă 2 Łřăšůăľÿěľ łřĺćőľ (ć őŕĺśăŋŋőľ ćżÿě ăťťĺŋŋő ĺŋćăřĺăŋš-

ŋőľ ňěšřĺłě), śőěďĺŋ£¿źěľ šőůłĺ z_1, z_2 ∈ ˝, £ćń£ěšś£ ŕř£ňă£, śőěďĺŋ£- ¿źă£ ¡šĺ šőůłĺ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő Ăťťĺŋŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺěň ňőęŋő ďőąĺšĳś£ šőčő, ůšőąż

šőůłĺ z_1 ĺ z_2 ńěęăńĺ ŋă őďŋőň ćěřšĺłăńĳŋőň ńşůě. Ŕőśłőńĳłş ňěšřĺłă ăťťĺŋŋő ĺŋćăřĺăŋšŋă (ĺ ŕőŋ£šĺě ŕř£ňőľ | šőęě, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿), šő ďőśšăšőůŋő ďőłăğăšĳ šěőřěňş ďń£ šăłĺţ šőůěł. Śőěďĺŋĺň z_1 ĺ z_2 ŕřőĺğćőńĳŋőľ łřĺćőľ γ. Řăğőąĳěň ŕńőśłőśšĳ Ńőąăůěćśłőčő ŋă ąěśłőŋěůŋő şğłĺě čőřĺğőŋšăńĳŋżě ŕőńőśłĺ. Ŋěšřşďŋő ğăňěšĺšĳ, ůšő ĺğ ťőřňşńż g(x + iy)(dx, dy) = dx2+dy2 y2 śńěďşěš, ůšő ŕěřěśěůěŋĺě łřĺćőľ γ ś łăęďőľ šăłőľ ŕőńőśłőľ ŋě łőřőůě, ůěň ŕěřěśěůěŋĺě ś šőľ ęě ŕőńőśłőľ ćěřšĺłăńĳŋőčő ńşůă. Ŕő¡šőňş ćěřšĺłăńĳŋżľ ńşů | łřăšůăľÿă£ ńĺŋĺ£, śőěďĺŋ£¿źă£ z_1 ĺ z_2.

Ćżůĺśńĺň šěŕěřĳ řăśśšő£ŋĺě ňěęďş šőůłăňĺ £ćŋő. Ŕşśšĳ śŋăůăńă z_1 = iy_1, z_2 = iy_2 ĺ, ďń£ őŕřěďěńěŋŋőśšĺ, y_2 > y_1. Šőčďă ϱ(z_1, z_2) = ∫_{y2} y1 dy y = ln y_2/y_1. Ğăňěšĺň šěŕěřĳ, ůšő ŕř£ňă£ (z_1z_2) ŕěřěśěłăěš ăąśőń¿š ć šőůłăţ 0 ĺ ∞, ĺ őšŋőÿěŋĺě y_1/y_2 řăćŋő ďćőľŋőňş őšŋőÿěŋĺ¿ [z_2, z_1, 0, ∞]. Ŕőśłőńĳłş ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě śőţřăŋ£ěšś£ ŕřĺ ăťťĺŋŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ţ, ŕőńşůăěšś£ šăłă£ ťőřňşńă: ϱ(z_1, z_2) = |ln |[z_2, z_1, a, b]||, čďě a, b | šőůłĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňőľ (z_1z_2) ś ăąśőń¿šőň. §ćŋőě ćżůĺśńěŋĺě šőůěł a ĺ b ďăěš őłőŋůăšěńĳŋő ϱ(z_1, z_2) = Arch(1 +^{|z1−z2|2}_{2 Im z1 Im z2} ), čďě Arch(t)^{def}= ln(t + √ t^2 − 1) | ťşŋłűĺ£, őąřăšŋă£ čĺŕěřąőńĺůěśłőňş łőśĺŋşśş.

Ňěšřĺłă ŕőğćőń£ěš ĺğňěř£šĳ ŕńőźăďĺ ťĺčşř ŋă ŕńőśłőśšĺ Ńőąăůěćśłőčő. Ŕńőźăďĳ ąěśłőŋěůŋő ňăńőčő ŕř£ňőşčőńĳŋĺłă śő śšőřőŋăňĺ dx ĺ dy, şčőń łőšőřőčő řăśŕőńőęěŋ ć šőůłě z = x + iy, řăćŋă dxdy/y^2. Ďń£ šőčő, ůšőąż ŕőďśůĺšăšĳ ŕńőźăďĳ ťĺčşřż ˘, ŋşęŋő řăğąĺšĳ ěě ŋă šăłĺě ŕř£ňőşčőńĳŋĺłĺ ĺ śńőęĺšĳ ĺţ ŕńőźăďĺ, š.ě., ŋăľšĺ ∫ Φ 1 y2 dxdy. Ŕńőźăďĳ, łăł ĺ ďńĺŋă, ăťťĺŋŋő ĺŋćăřĺăŋšŋă | ŕńőźăďĳ ťĺčşřż řăćŋă ŕńőźăďĺ ěě őąřăğă ŕřĺ ăťťĺŋŋőň ŕřěőąřăğőćăŋĺĺ. Ąőńěě šőčő, śőćěřÿěŋŋő ăŋăńőčĺůŋő šěőřěňě 1 ďőłăğżćăěšś£, ůšő śşźěśšćşěš řőćŋő őďĺŋ, ś šőůŋőśšĳ¿ ďő łőŋśšăŋšż, śŕőśőą őŕřěďěńĺšĳ ŕńőźăďĺ ťĺčşř šăł, ůšőąż ăťťĺŋŋă£ ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ ĺňěńă ňěśšő.