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Â ýòîé ëåêöèè íà÷èíàåòñÿ îáçîð ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé êðèâûõ íàä
ïðîèçâîëüíûì àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì. Ìû áóäåì ñâîáîäíî ïîëüçî-
âàòüñÿ àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèìè ïîíÿòèÿìè â îáú¼ìå êíèã [Ìàíèí2012] è
[Øàôàðåâè÷2007]. Ðàáîòàÿ ñ êðèâûìè, ìû â îñíîâíîì ñëåäóåì [Ñåðð1968].

1.0. Íàïîìèíàíèÿ

1.0.0. Îáîçíà÷åíèÿ. Îñíîâíîå ïîëå k = k ïðåäïîëàãàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çà-
ìêíóòûì. Îáû÷íî ìû ðàáîòàåì íàä k = C è èíîãäà íàä k = Q èëè k = Fp, íî
ñåãîäíÿ k ïðîèçâîëüíî.

Èíîãäà ïîëå äëÿ äàííîé ñõåìû (èëè, èíîãäà òî÷íåå, äëÿ ôóíêòîðà òî÷åê)
ÿâëÿåòñÿ �ïåðåìåííûì�, è òîãäà îíî ïðè íåîáõîäèìîñòè óêàçûâàåòñÿ â ñêîá-
êàõ, êàê â ñëó÷àå ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà Pn(k). Äëÿ íàñ íàèáîëåå âàæíû
ïðèìåðû ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé1Mg, à ôóíêòîðèàëüíîñòü áóäåò ïðîÿâëÿòüñÿ â
î÷åâèäíûõ âêëþ÷åíèÿõ âðîäå

Mg(Q) ⊂Mg(C).

Ïîä êðèâîé ïî óìîë÷àíèþ áóäåò ïîíèìàòüñÿ íåïðèâîäèìàÿ (è, ñëåäîâàòåëü-
íî, ñâÿçíàÿ) ïîëíàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ íàä k. Âàæíóþ ðîëü èãðàåò ïîëå ðàöèî-

íàëüíûõ ôóíêöèé k(X), ñíàáæ¼ííîå äëÿ âñåõ òî÷åê P ∈ X íîðìèðîâàíèÿìè

ordP : k(X)× → Z.

Ïî êàæäîé êðèâîé X ñòðîèòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííàÿ ñâîáîäíàÿ àáåëåâà
ãðóïïà äèâèçîðîâ Div(X), ïîðîæä¼ííàÿ å¼ òî÷êàìè:

Div(X) :=
⊕
P∈X

ZP.

1ïîñêîëüêó íèêàêèõ äðóãèõ ìû ðàññìàòðèâàòü íå ñîáèðàåìñÿ, ñëîâî êðèâûõ â ñî÷åòàíèè
ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé êðèâûõ ìû îòíûíå áóäåì îïóñêàòü
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Îïðåäåë¼í ìîðôèçì ãðóïï

div : k(X)× −→ Div(X) : f 7→
∑
P∈X

ordP (f),

ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ñòðîèòñÿ âàæíåéøèé èíâàðèàíò

Pic(X) :=
Div(X)

div
(
k(X)×

) .
Äèâèçîðû, ëåæàùèå îáðàçå ìîðôèçìà div, íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè. Äâà äèâè-
çîðà, îòëè÷àþùèåñÿ íà ãëàâíûé, íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíûìè; äëÿ
äâóõ äèâèçîðîâ D1, D2 ∈ Div(X) èõ ëèíåéíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, òî åñòü ïðè-
íàäëåæíîñòü D1 −D2 ∈ div

(
k(X)

)
, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå D1 ≡ D2.

Îïðåäåë¼í òàêæå ìîðôèçì ãðóïï

deg : Div(X) −→ Z :
∑
P∈X

nPP 7→
∑
P∈X

nP .

Ñîâñåì äðóãîå îòîáðàæåíèå ñ òåì æå îáîçíà÷åíèåì2:

deg : k(X) \ k→ N : x 7→
[
k(X) : k(x)

]
ñîïîñòàâëÿåò íåïîñòîÿííîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè íà êðèâîé å¼ ñòåïåíü, òî
åñòü (åñëè ïîíèìàòü ôóíêöèþ êàê ìîðôèçì X → P1) ìîùíîñòü ïî÷òè âñåõ
ëèíèé óðîâíÿ.

Ñòðóêòóðà (àáñòðàêòíîé) àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé X, êàê è äðóãèõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ìíîãîîáðàçèé, êîòîðûå íàì âñòðåòÿòñÿ, çàäà¼òñÿ ñòðóêòóðíûì ïó÷êîì

OX, ñîïîñòàâëÿþùèì êàæäîìó îòêðûòîìó ìíîæåñòâó U ⊂ X êîíå÷íî ïîðîæ-
ä¼ííóþ k-àëãåáðó O(U) ⊆ k(X) ôóíêöèé, ðåãóëÿðíûõ íà U .

1.0.1. Ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ è ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà-Ðîõà. Âñå ðåãó-
ëÿðíûå ôóíêöèè íà ïîëíûõ êðèâûõ ïîñòîÿííû. ×òîáû èññëåäîâàòü êðèâûå ñ
ïîìîùüþ ôóíêöèé íà íèõ, ïðèõîäèòñÿ îñëàáèòü òðåáîâàíèå ðåãóëÿðíîñòè. Ýòî
äåëàåòñÿ îäíèì èç äâóõ, íà ïåðâûé âçãëÿä ðàçíûõ, ñïîñîáîâ:

• Ðàçðåøèòü ïîëþñà; ýòî çàìåíÿåò ôóíêöèè íà ïî÷òè ôóíêöèè, òî åñòü ôóíê-
öèè, îïðåäåë¼ííûå âíå êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ òî÷åê (èõ, âïðî÷åì, ïîëåçíî ñ÷èòàòü
âñþäó îïðåäåë¼ííûìè íàêðûòèÿìè ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé P1(k) ' k

∐
{∞, íî

íà ìíîæåñòâàõ íàêðûòèé íåò òðàäèöèîííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð);

• Îòíîñèòüñÿ ê îáû÷íûì ôóíêöèÿì êàê ê ñå÷åíèÿì òðèâèàëüíîãî ëèíåéíî-

ãî ðàññëîåíèÿ; òîãäà ñðåäè íåòðèâèàëüíûõ íàéäóòñÿ ðàññëîåíèÿ ñ äîñòàòî÷íî
áîãàòûìè çàïàñàìè ñå÷åíèé.

Óêàçàííûå ïîäõîäû îêàçûâàþòñÿ ïî ñóùåñòâó ðàâíîñèëüíûìè. Ëèíåéíûå ðàñ-
ñëîåíèÿ íà êðèâîé X ïàðàìåòðèçóþòñÿ äèâèçîðàìè D ∈ Div(X): åñëè â ïîêðû-
òèèX =

⋃
i∈I Ui äèâèçîð çàäà¼òñÿ ëîêàëüíûìè óðàâíåíèÿìèD

∣∣
Ui

= div(fi)
⋂
Ui,

òî ðàññëîåíèå LD çàäà¼òñÿ ôóíêöèÿìè ïåðåõîäà tij = fi
fj
; âàæíî ïîä÷åðêíóòü,

2èñïîëüçóåìûå øðèôòû äëÿ àðãóìåíòîâ, áóäåì íàäåÿòüñÿ, ïðåäîòâðàòÿò íåäîðàçóìåíèÿ...
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÷òî tij ∈ O×(Uij). Ñå÷åíèÿ òàêîãî ðàññëîåíèÿ çàäàþòñÿ íàáîðàìè ðåãóëÿð-
íûõ ôóíêöèé si ∈ O(Ui), óäîâëåòâîðÿþùèõ íà ïåðåñå÷åíèÿõ ñîîòíîøåíèÿì
sj = sitij . Ïîñêîëüêó ïîëþñà ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ìîæíî �ãàñèòü� ôóíêöè-
ÿìè ïåðåõîäà (êîòîðûå ìîãóò èìåòü íóëè íà ìíîæåñòâàõ Ui \Uij), íå âñþäó (à
ïî÷òè âñþäó...) îïðåäåë¼ííûå ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè òàêèì îáðàçîì ïðåâðà-
ùàþòñÿ âî âñþäó îïðåäåë¼ííûå ñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé.

Ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíûå äèâèçîðû îïðåäåëÿþò èçîìîðôíûå ðàññëîåíèÿ: åñëè
D1 ≡ D2, òî LD1 ' LD2 .

Êàæäîìó ëèíåéíîìó ðàññëîåíèþ L
π→ X ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïó÷îê åãî ñå÷åíèé

L : U 7→ {s : U → L | π ◦ s = idU}.

Åñòåñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûå ñå÷åíèÿ òàêèõ ïó÷êîâ3. Äëÿ ìíîæå-
ñòâà âñåõ òàêèõ ñå÷åíèé, îáëàäàþùåãî ñòðóêòóðîé 1-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà íàä k(X), îáùåïðèíÿòîãî îáîçíà÷åíèÿ íå âûðàáîòàíî, è ìû áóäåì
åãî èñïîëüçîâàòü ëèøü â ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ, à ñåé÷àñ ëèøü îòâåòèì, ÷òî
äëÿ òàêîãî íåíóëåâîãî ñå÷åíèÿ s : X 99K L ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò
îïðåäåëÿåòñÿ äèâèçîð div(s) ∈ Div(X).

Ñðåäè ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé íàä äàííîé êðèâîé X, ïîìèìî òðèâèàëüíîãî, âû-
äåëÿþòñÿ êàñàòåëüíîå è êîêàñàòåëüíîå. Ôóíêöèè ïåðåõîäà äëÿ íèõ ïðè íàëè-

÷èè ëîêàëüíûõ ïàðàìåòðîâ xi ∈ O(Ui) çàäàþòñÿ âûðàæåíèÿìè
(
dxi

dxj

)±1
, ïîíè-

ìàåìûìè, êàê â àíàëèçå. Ñå÷åíèÿ ýòèõ ðàññëîåíèé èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ è äèôôåðåíöèàëû. Ïó÷îê ñå÷åíèé êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ
îáîçíà÷àåòñÿ Ω1

X. Ïðîñòðàíñòâî åãî ñå÷åíèé, òî åñòü àáåëåâûõ äèôôåðåíöèàëîâ,
îáîçíà÷àåòñÿ Ω1[X]. Ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà � îäíî èç îïðåäåëåíèé ðî-
äà êðèâîé,

gX := dimk Ω1[X].

Ïðîñòðàíñòâî ðàöèîíàëüíûõ ñå÷åíèé êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ îáîçíà÷àåòñÿ

Ω1(X); åãî ýëåìåíòû òîæå íàçûâàþòñÿ àáåëåâûìè äèôôåðåíöèàëàìè (êëàññè-
÷åñêè � ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ðîäà4)

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ íåíóëåâûõ äèôôåðåíöèàëîâ ω1, ω2 ∈ Ω1(X) \ {0} èõ îò-
íîøåíèå � íåíóëåâàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ω1

ω2
∈ k(X)×, èõ äèâèçîðû ω1 ≡ ω2

ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû. Êëàññ ýòîé ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâàåòñÿ êà-

íîíè÷åñêèì êëàññîì êðèâîé è áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ KX ∈ Pic(X) èëè ïðîñòî

K ∈ Pic(X).

Ëþáîé ïðåäñòàâèòåëü êàíîíè÷åñêîãî êëàññà, äàëåå íàçûâàåìûé ïðîñòî êàíî-

íè÷åñêèì, áóäåò òðàäèöèîííî îáîçíà÷àòüñÿ

K ∈ Div(X);

3Èíâàðèàíòíîå îïðåäåëåíèå ñì. â [Ñåðð1968].
4â äðóãèõ ÿçûêàõ òåðìèíîëîãè÷åñêîé êîëëèçèè íå ïðîèñõîäèò: íàïðèìåð, ïî-àíãëèéñêè

ðîä êðèâîé � ýòî genus of the curve, à äèôôåðåíöèàë òðåòüåãî ðîäà � ýòî di�erential of the

third kind.
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èíà÷å ãîâîðÿ, äëÿ ëþáîãî ω ∈ Ω1(X) \ {0} çàêîííî îáîçíà÷åíèå div(ω) = K.

Åñëè gX = g, òî
degK = 2g − 2.

Äëÿ êàæäîãî äèâèçîðà D ∈ Div(X) ñòðîèòñÿ êîíå÷íîìåðíîå íàä k ïðîñòðàí-

ñòâî Ðèìàíà-Ðîõà

L(D) := {x ∈ k(X) | div(x) +D ≥ 0};
âàæíåéøèé èíâàðèàíò äèâèçîðà � ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà

`(D) := dimk L(D).

Â ñëó÷àå î÷åíü îáèëüíîãî äèâèçîðà ëþáîé áàçèñ 〈x0, . . . , xn〉 = L(D) îïðåäåëÿåò
âëîæåíèå

ιD = (x0 : · · · : xn) : X ↪→ Pn,

êîòîðîå ñ÷èòàåòñÿ çàâèñÿùèì òîëüêî îò äèâèçîðà D, ïîñêîëüêó ïðè ñìåíå áà-
çèñà ïðîñòðàíñòâà L(D) îáðàç êðèâîé ιD(X) èçìåíèòñÿ ëèøü íà ïðîåêòèâíîå
ïðåîáðàçîâàíèå.

1.0.2. Òåîðåìà Ðèìàíà-Ðîõà. Ïóñòü X� êðèâàÿ ðîäà g, íà íåé äàí ïðî-

èçâîëüíûé äèâèçîð D ∈ Div(X) è êàíîíè÷åñêèé äèâèçîð K. Òîãäà

`(D)− `(D −K) = d− g + 1 (1.0.2a)

Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Ðèìàíà-Ðîõà

`(D) ≥ d− g + 1 (1.0.2b)

Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû åñëè d ≥ 2g − 1, òî

`(D) = d− g + 1 (1.0.2c)

Ïðè ññûëêå íà ëþáîå èç ýòèõ óòâåðæäåíèé ìû èíîãäà áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ àá-
áðåâèàòóðîé RR.

1.1. Ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ìàëûõ ðîäîâ

1.1.0.M0. Çäåñü íåò èíòåðåñíîé ãåîìåòðèè, ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî k ïðîñòðàí-
ñòâîM0(k) îäíîòî÷å÷íî. Îäíàêî îíî íàì åù¼ ïðèãîäèòñÿ ïðè îáñóæäåíèè êîì-
áèíàòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé.

Ïðîàíàëèçèðóåì êðèâûå ðîäà 0 ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ðèìàíà-Ðîõà. Ïóñòü X
� òàêàÿ êðèâàÿ; âûáåðåì íà íåé ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó, êîòîðóþ â ñîîòâåòñòâèè
ñ òðàäèöèåé îáîçíà÷èì ∞ ∈ X. Ñîãëàñíî RR,

`(∞) = 2,

ïîýòîìó íàéä¼òñÿ
x ∈ L(∞) \ k.

Ïîñêîëüêó5 deg(x) = 1, ôóíêöèÿ x îñóùåñòâëÿåò áèåêöèþ êðèâûõ

X
'−→ P1(k)

5ðåøèòå çàäà÷ó 1.1
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è èçîìîðôèçì ïîëåé

k(X) ' k(x).

1.1.1.M1. Ïóñòü X � êðèâàÿ ðîäà 1. Ñíîâà âûáåðåì íà íåé ïðîèçâîëüíóþ òî÷-
êó, êîòîðóþ ñíîâà îáîçíà÷èì ∞ ∈ X (ïîñêîëüêó áóäåì íàçûâàòü áåñêîíå÷íîé).
Ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà

`(2∞) = 2 è `(3∞) = 3,

ïîýòîìó íàéäóòñÿ

x ∈ L(2∞) \ `(2∞)

è

y ∈ L(3∞) \ k.
Òîãäà ñåìü ôóíêöèé (îäíà èç êîòîðûõ � êîíñòàíòà)

x3, y2, xy, x2, y, x, 1

èìåþò â ∞ ïîëþñà íå âûøå øåñòîãî ïîðÿäêà, òî åñòü

{x3, y2, xy, x2, y, x, 1} ⊂ L(6∞).

Íî ïî òåîðåìå Ðèìàíà-Ðîõà dim L(6∞) = 6, òàê ÷òî ýòè ñåìü ôóíêöèé ñâÿçàíû
íåòðèâèàëüíûì ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì; ïðåäâàðèòåëüíî çàïèøåì åãî â âèäå

ax3 + by2 + cxy + dx2 + ey + fx+ g = 0. (1.1.1a)

Çàìåòèì, ÷òî ab 6= 0 � ðåøèòå çàäà÷ó 1.2. Â ñèëó ýòîãî ñîîòíîøåíèå (1.1.1a)
ìîæíî ïåðåïèñàòü â ôîðìå Òåéòà, èìåþùåé ãëóáîêèé àðèôìåòè÷åñêèé ñìûñë
(ñì. [Silverman2009], ñòð. 46):

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6. (1.1.1b)

Äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ îñíîâíûõ ïîëåé áîëåå êîìïàêòíîé çàïèñè, âèäèìî, íå ñó-
ùåñòâóåò. Îäíàêî ïðè char(k) /∈ {2, 3} (äàëåå ïðèíèìàåì ýòî ïðåäïîëîæåíèå)
ëèíåéíûìè çàìåíàìè ôóíêöèé x, y óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ñèëüíî óïðîùåíî:
(ñì. [Silverman2009], ñòð. 48). Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå äëÿ ïîëó÷àåìîé ïëîñêîé
àôôèííîé êðèâîé (òàêèå êðèâûå ïî èñòîðè÷åñêèì ïðè÷èíàì íàçûâàþòñÿ ýë-

ëèïòè÷åñêèìè)

Ėc1,c2 : y2 = x3 − 27c4x− 54c6. (1.1.1c)

Ýòî êðèâàÿ Ėc1,c2 ⊂ A2(k) ãëàäêà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

c34 6= c26 (1.1.1d)

� ñì. çàäà÷ó 1.3.

Ââåä¼ì òàêæå îáîçíà÷åíèå äëÿ ïðîêîëîòîé (àáñòðàêòíîé!) êðèâîé

Ẋ := X \ {∞};
íàìè ïîñòðîåí ìîðôèçì

(x, y) : Ẋ −→ Ėc1,c2 .

Íà ñàìîì äåëå ýòî � èçîìîðôèçì6, íî óáåäèòüñÿ â ýòîì óäîáíåå, ïåðåéäÿ ê ïî-
ïîëíåíèþ è ïðîåêòèâèçàöèè.

6ß áëàãîäàðåí ñëóøàòåëþ êóðñà À. Ìîëÿêîâó, óêàçàâøåìó íà íåîáõîäèìîñòü îáîñíîâàíèÿ
ýòîãî.
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Âëîæèâ îáû÷íûì îáðàçîì àôôèííóþ ïëîñêîñòü â ïðîåêòèâíóþ

A2(k) ↪→ P2(k) : (x, y) 7→ (x : y : 1),

ïîëó÷èì çàìûêàíèå àôôèííîé êðèâîé Ėc1,c2 ↪→ Ec1,c2 ⊂ P2(k), ãäå ïðîåêòèâ-
íàÿ êðèâàÿ çàäàíà îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì

Ec1,c2 : y2z = x3 − 27c4xz
2 − 54c6z

3; (1.1.1e)

íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòà êðèâàÿ îñòà¼òñÿ ãëàäêîé ïðè óñëîâèè (1.1.1d). Îíà
èìååò ðîä 1, ïîñêîëüêó íà íåé åñòü ðåãóëÿðíûé äèôôåðåíöèàë dx

y áåç íóëåé è

ïîëþñîâ (íà÷èíàþùèì ðåêîìåíäóåòñÿ òùàòåëüíî ïðîâåðèòü ýòî). Òåïåðü îïðå-
äåë¼í ìîðôèçì ïîëíûõ êðèâûõ

(x : y : 1) : X −→ Ec1,c2 ;

â òîì, ÷òî ýòî � èçîìîðôèçì, ïðåäëàãàåòñÿ óáåäèòüñÿ â óïðàæíåíèè (1.4).

Íàìè (ïðè óïðîùàþùåì ïðåäïîëîæåíèè char(k) /∈ {2, 3}) óñòàíîâëåí ñëåäó-
þùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. Ëþáàÿ êðèâàÿ ðîäà 1 èçîìîðôíà ãëàäêîé ïëîñêîé êóáèêå. �

Îäíàêî äëÿ ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà ê ïîëíîìó îïèñàíèþ ïðîñòðàíñòâà
ìîäóëåéM1 íàäî åù¼ îñâîèòü ìíîæåñòâî âñåõ (èëè ïî÷òè âñåõ) êóáèê.

Âñÿêàÿ ëè êóáèêà � íåïðèâîäèìàÿ êðèâàÿ ðîäà 1? Ðàçóìååòñÿ, íåò: íàïðèìåð,
óðàâíåíèå xyz = 0 â P2(k) çàäà¼ò îáúåäèíåíèå òð¼õ ïðÿìûõ. Íàäî ïðèäàòü
òî÷íûé ñìûñë îùóùåíèþ òîãî, ÷òî ýòîò ïðèìåð èñêëþ÷èòåëåí.

Ñàìàÿ îáùàÿ êóáèêà â P2(k) çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì∑
i+j+k=3

aijkx
iyjzk = 0, (1.1.1f)

ãäå (a300, . . . , a003) 6= (0, . . . , 0). Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1.1.1f)
èìåþò ñìûñë ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî îáùåé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, ïðàâèëüíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî êóáèêè ïàðàìåòðèçóþòñÿ òî÷êàìè ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà

(a300 : · · · : a003) ∈ P9(k).

Èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ñëåäóåò âûáðîñèòü ìíîæåñòâî íàáîðîâ êîýôôèöèåíòîâ
(a300 : · · · : a003), çàäàþùèõ îñîáûå, ïðèâîäèìûå... èëè åù¼ õóæå òîãî (íàïðè-
ìåð, òð¼õêðàòíàÿ ïðÿìàÿ, çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì x3 = 0), êðèâûå. Â çàäà÷àõ
1.5. è 1.6. ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ãëàäêîñòè êóáèêè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
íàáîð êîýôôèöèåíòîâ íå ëåæàë íà íåêîòîðîé ãèïåðïîâåðõíîñòè Sing ⊂ P9(k),
è ÷òî äëÿ ëþáîé ãëàäêîé êóáèêè íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè íàéä¼òñÿ ïðÿìàÿ

ïåðåãèáà, òî åñòü ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ êóáèêó (òð¼õêðàòíî) â åäèíñòâåííîé
òî÷êå.

Ïðàêòè÷åñêè ðàáîòàòü ñ óðàâíåíèåì (1.1.1f) íåâîçìîæíî, è ïîäáèðàþòñÿ òàêèå
êîîðäèíàòû, â êîòîðûõ óðàâíåíèå âûãëÿäèò êîìïàêòíåå � âûøå ìû îáñóæäà-
ëè òàêèå äåéñòâèÿ ñ ñåìè÷ëåííûìè óðàâíåíèÿìè (1.1.1a) è (1.1.1b). Ñåé÷àñ ìû
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(åäèíñòâåííûé ðàç!) ðàñïèøåì 10-÷ëåííîå óðàâíåíèå (1.1.1f)

a300x
3+

+a210x
2y + a201x

2z+

+a120xy
2 + a111xyz + a102xz

2+

+a030y
3 + a021y

2z + a012yz
2 + a003z

3 = 0 (1.1.1f ′)

è âûáåðåì êîîðäèíàòû òàê, ÷òîáû ïðÿìàÿ �z = 0� îêàçàëàñü ïðÿìîé ïåðåãèáà.
Ïåðåñå÷åíèå ýòîé ïðÿìîé ñ êóáèêîé �(1.1.1f')� çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì

a300x
3 + a210x

2y + a120xy
2 + a030y

3 = 0. (1.1.1g)

Ìû òðåáóåì, ÷òîáû ó ýòîãî óðàâíåíèÿ áûë òîëüêî îäèí (òð¼õêðàòíûé) êîðåíü
� ñêàæåì, (0:1:0); ýòî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâàì

a210 = a120 = a030 = 0.

Ïîäñòàíîâêà ýòèõ ðàâåíñòâ â 10-÷ëåííîå óðàâíåíèå (1.1.1f') ïðåâðàùàåò åãî â
7-÷ëåííîå

a300x
3 + a201x

2z + a111xyz + a102xz
2 + a021y

2z + a012yz
2 + a003z

3 = 0. (1.1.1h)

Åñëè ïîëîæèòü â í¼ì z = 1, òî åñòü ðàññìîòðåòü íà àôôèííîé ïëîñêîñòè âíå
�áåñêîíå÷íîé� ïðÿìîé �z = 0�, òî ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå

a300x
3 + a201x

2 + a111xy + a102x+ a021y
2 + a012y + a003 = 0, (1.1.1i)

ïî÷òè ñîâïàäàþùåå ñ ðàññìîòðåííûì âûøå (1.1.1a).

Îñòà¼òñÿ, êàê è ïðè àíàëèçå òîãî óðàâíåíèÿ, óáåäèòüñÿ, ÷òî a300a021 6= 0. Íî
ðàâåíñòâî a300 = 0 ïðåâðàòèëî áû êóáèêó â êîíèêó (òî÷íåå, ïðîåêòèâíàÿ êó-
áèêà ïðåäñòàâëÿëà áû ñîáîé îáúåäèíåíèå êîíèêè ñ �áåñêîíå÷íîé� ïðÿìîé), à â
ñëó÷àå a021 = 0 óðàâíåíèå (1.1.1i) ìîæíî áûëî áû ðåøèòü îòíîñèòåëüíî y, è
êóáèêà îêàçàëîñü áû ðàöèîíàëüíîé âîïðåêè ïðåäïîëîæåíèþ g = 0.

Èòàê, ìû ïðèâåëè ïðîèçâîëüíóþ ãëàäêóþ êóáèêó ê óæå ðàññìîòðåííîìó âûøå
âèäó. ×òîáû îêîí÷àòåëüíî îñîçíàòü ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé M1(k),
îñòàëîñü îñîçíàòü äâà îáñòîÿòåëüñòâà:

• Âûáîð êîîðäèíàò â P2(k) ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèþ ãðóïïû PGL3(k) íà P2(k);
• Èçîìîðôíûå êóáèêè ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíòíû.

(Æåëàòåëüíî, ÷òîáû âòîðîå ñòàëî î÷åâèäíî. Âñå íàøè äåéñòâèÿ ñ àáñòðàêò-
íûìè êðèâûìè íîñÿò ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêèé õàðàêòåð âðîäå âûáîðîâ áàçèñîâ
â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ è ïîòîìó âûðàæàåìû ÷åðåç äåéñòâèå PGL3(k)).

Îïóñòèâ íåêîòîðûå äåòàëè, ìû ïðèøëè ê ãëàâíîìó âûâîäó:

M1(k) ' P9(k) \ Sing
PGL3(k)

Õîòÿ ìû åùå íå ââåëè íà ìíîæåñòâå M1(k) íèêàêîé ñòðóêòóðû, èíòóèòèâíî
ÿñíîå ñëåäñòâèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî

dimkM1(k) = dimk
(
P9(k)

)
− dimk

(
PGL3(k)

)
= 9− 8 = 1.
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1.2. Î ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè èíâàðèàíòîâ

Îáùåìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðîáëåìà òåîðèè èíâàðèàíòîâ âîçíèêàåò, êîãäà çàäàíî
äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

G : Z
è òðåáóåòñÿ â òîì èëè èíîì ñìûñëå îïèñàòü ôàêòîð-ìíîæåñòâî

Z
G
.

Êàê ïðàâèëî, è íà ìíîæåñòâå, è íà ãðóïïå èìåþòñÿ êàêèå-òî ñòðóêòóðû (îáû÷-
íî � îäèíàêîâûå), è îòîáðàæåíèÿ, çàäàþùèå ãðóïïó è å¼ äåéñòâèå, òî åñòü

G×G −→ G : (g1, g2) 7→ g1g2,

G −→ G : g 7→ g−1

è

G×Z −→ Z : (g, z) 7→ g · z,
èìåþùèåñÿ ñòðóêòóðû óâàæàþò. Îäíà èç îñíîâíûõ ïðîáëåì òåîðèè: â êàêîé
ìåðå íà ôàêòîð-ìíîæåñòâî ZG ïåðåíîñèòñÿ òà æå ñòðóêòóðà?

Èíâàðèàíòàìè êðàòêî íàçûâàþòñÿ G-èíâàðèàíòíûå ôóíêöèè íà Z.

Â èíòåðåñóþùèõ íàñ ñëó÷àÿõ è ìíîæåñòâî, è ãðóïïà íàäåëåíû ñòðóêòóðîé
àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Îêàçûâàåòñÿ, ïîëíîñòüþ íà ôàêòîð-ìíîæåñòâî
ýòî ñòðóêòóðà ïåðåíîñèòñÿ äàëåêî íå âñåãäà; ïðîñòåéøèé ïðèìåð �

G = k×,Z = k,

à äåéñòâèå îïðåäåëÿåòñÿ óìíîæåíèåì. Ôàêòîð-ìíîæåñòâî ZG äâóõýëåìåíòíî è
â î÷åíü ñèëüíîì ñìûñëå íåîòäåëèìî. Âðÿä ëè íà í¼ì ìîæíî ââåñòè ðàçóìíóþ
ñòðóêòóðó àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Ýòî íåæåëàòåëüíîå ÿâëåíèå ïîäñêàçûâàåò ñïîñîá åãî ïðåîäîëåíèÿ: âûáðîñèòü
ÏËÎÕÈÅ îðáèòû, òî åñòü âûäåëèòü (êàê ìîæíî áîëüøåå) G-èíâàðèàíòíîå ïîä-
ìíîæåñòâî

Zgood ⊆ Z,
òàêîå, ÷òî ôàêòîð-ìíîæåñòâî Z

good

G âñåìè æåëàòåëüíûìè ñâîéñòâàìè. Ïîòîì,
ïðàâäà, ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî î âûáðîøåííûõ ïëîõèõ îðáèòàõ ïðèõîäèòñÿ

âñïîìíèòü, ââîäèòü Z
bad

G è ïðèäåëûâàòü åãî, êàê îáû÷íî ãîâîðÿò, �íà ãðàíèöó�

ìíîæåñòâà Z
good

G . Èìåííî ýòî ïîñëåäíåå äåéñòâèå õàðàêòåðíî äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîé
òåîðèè èíâàðèàíòîâ. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îãðîìíûé ðàçäåë ìàòåìàòèêè,
âîñõîäÿùèé ê ÷óäîâèùíûì ðó÷íûì âû÷èñëåíèÿì êëàññèêîâ XIX-ãî âåêà. Ïî
ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè èíâàðèàíòîâ èìååòñÿ îáøèðíàÿ ñîâðåìåííàÿ ëèòåðàòó-
ðà, èç êîòîðîé ìîæíî ïîðåêîìåíäîâàòü, íàïðèìåð, êíèãó [Dolgachev2003], â
êîòîðîé íóæíûå íàì ïðèìåðû ïîäðîáíî ðàçîáðàíû, â òîì ÷èñëå ñ èñòîðè÷å-
ñêîé òî÷êè çðåíèÿ.

Ìû ñåãîäíÿ ïîðàáîòàëè ñ ïðîñòåéøèì (ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé)
ñëó÷àåì

Z = P9(k), G = PGL(k);
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ìíîæåñòâî Zgood = P9(k) \ Sing ñîñòîÿëî èç óðàâíåíèé ãëàäêèõ êóáèê. Â ñëå-
äóþùåé ëåêöèè ìû ðàçáåð¼ì ýòîò ïðèìåð áîëåå ïîäðîáíî.
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