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Çàäà÷è ê ëåêöèè 2

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèêàë ãëàâíîãî èäåàëà â ôàêòîðèàëüíîì êîëüöå ÿâëÿåòñÿ
ãëàâíûì èäåàëîì. Âåðíî ëè ýòî óòâåðæäåíèå â ïðîèçâîëüíîì êîëüöå?

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå ðàäèêàë èäåàëà (x31, x
2
2 + x23, x2x3) â êîëüöå K[x1, x2, x3] äëÿ ïðî-

èçâîëüíîãî ïîëÿ K. (Îáðàòèòå âíèìàíèå íà õàðàêòåðèñòèêó 2.)

Çàäà÷à 3. Ïóñòü R � êîëüöî è I ⊆ R � èäåàë. Äëÿ ëþáîãî k > 0 îïðåäåëèì Ik êàê
èäåàë â R, ïîðîæäåííûé âñåìè ýëåìåíòàìè âèäà a1a2 . . . ak, ãäå ai ∈ I. Äîêàæèòå, ÷òî
åñëè R íåòåðîâî, òî äëÿ ëþáîãî èäåàëà I íàéäåòñÿ òàêîå k > 0, ÷òî rad(I)k ñîäåðæèòñÿ
â I.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü R � êîëüöî è f(x) = a0 + a1x+ . . .+ amxm ∈ R[x]. Äîêàæèòå, ÷òî

a) åñëè a ∈ R îáðàòèì è b ∈ R íèëüïîòåíòåí, òî a+ b îáðàòèì â R;
b) f(x) íèëüïîòåíòåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå a0, a1, . . . , am íèëüïîòåíòíû;
c) f(x) îáðàòèì â R[x] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a0 îáðàòèì â R è a1, . . . , am

íèëüïîòåíòíû;
d) f(x) � äåëèòåëü íóëÿ â R[x] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå

0 ̸= a ∈ R, ÷òî af(x) = 0.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, I ⊆ K[x1, . . . , xn] � èäåàë è
Z = Z(I) ⊆ An � ñîîòâåòñòâóþùåå àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

a) ïîäìíîæåñòâî Z êîíå÷íî;
b) K-àëãåáðà A := K[x1, . . . , xn]/I êîíå÷íîìåðíà êàê K-âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî;
c) ëþáàÿ óáûâàþùàÿ öåïî÷êà èäåàëîâ I1 ⊇ I2 ⊇ . . . â A ñòàáèëèçèðóåòñÿ.

Çàäà÷à 6. Ïóñòü C[0, 1] � ýòî R-àëãåáðà âñåõ íåïðåðûâíûõ R-çíà÷íûõ ôóíêöèé íà
îòðåçêå [0, 1]. Îïèøèòå âñå ãîìîìîðôèçìû R-àëãåáð

a) C[0, 1] → R;
b) C[0, 1] → C.

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî

R =

{
f(x, y)

g(x, y)
| f, g ∈ K[x, y], g(0, 0) ̸= 0

}
íå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì Äæåêîáñîíà.


