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Çàäà÷è ê ëåêöèè 10

Çàäà÷à 1. Ïóñòü X � àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå è f1, . . . , fk ∈ K[X] � òàêèå àëãåáðàè-
÷åñêè íåçàâèñèìûå ôóíêöèè, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ K[X] íàáîð {f1, . . . , fk, f}
àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèì. Äîêàæèòå, ÷òî k ≤ dimX è ïðèâåäèòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþ-
ùèé, ÷òî íåðàâåíñòâî ìîæåò áûòü ñòðîãèì.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü X è Y � íåïðèâîäèìûå àôôèííûå ìíîãîîáðàçèÿ. Îïèøèòå âñå
ìîðôèçìû τ1 : X → S è τ2 : Y → S, äëÿ êîòîðûõ

dimX ×S Y = dimX + dimY.

Çàäà÷à 3. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü ïîäìíîãîîáðàçèÿ X âñåõ ìàòðèö ðàíãà íå âûøå 1 â
Mat(n×m,K).

Çàäà÷à 4. Ïóñòü X � íåòåðîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Îïðåäåëèì åãî ðàçìåð-
íîñòü Êðóëëÿ êàê ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå d, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò öåïü

Xd $ . . . $ X2 $ X1 $ X,

íåïðèâîäèìûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X � àôôèííîå ìíîãîîá-
ðàçèå, òî åãî ðàçìåðíîñòü Êðóëëÿ ñîâïàäàåò ñ dimX.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü A = K[x1, . . . , xn]/I, ãäå I = (f1, . . . , fk), è èçâåñòíî, ÷òî èäåàë I
ïðîñò. Óêàæèòå àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè àëãåáðû A.

Çàäà÷à 6. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåïðèâîäèìîãî àôôèííîãî ìíîãîîáðàçèÿ X ðàçìåðíî-
ñòè 1, êîòîðîå íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî êàê çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå â A2.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå è A � êîíå÷íîïîðîæäåííàÿ K-
àëãåáðà.

a) Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.
1) Àëãåáðà A ëîêàëüíà, ò.å. ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé èäåàë.
2) Àëãåáðà A èçîìîðôíà

K[x1, . . . , xn]/(x
m1
1 , . . . , xmn

n , f1, . . . , fk)

äëÿ íåêîòîðûõ m1, . . . ,mn ∈ Z>0 è fi ∈ K[x1, . . . , xn], fi(0, . . . , 0) = 0.
3) Êàæäûé ýëåìåíò â A ëèáî îáðàòèì, ëèáî íèëüïîòåíòåí.

b) Äîêàæèòå, ÷òî ëîêàëüíàÿ àëãåáðà êîíå÷íîìåðíà êàê K-âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî.

c) Êëàññèôèöèðóéòå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ëîêàëüíûå àëãåáðû K-
ðàçìåðíîñòè 2 è 3.


