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Ì. Ý. Êàçàðÿí

1. Êðèâûå â Rn. Èíòåãðàë ïî êðèâîé. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â èíòåãðàëå. Ïîâåäåíèå

èíòåãðàëà ïðè çàìåíå ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ.

2. Ìíîãîîáðàçèÿ. Ïîäìíîãîîáðàçèÿ â Rn. Àáñòðàêòíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Ëîêàëüíûå êî-

îðäèíàòû. Àòëàñû è êàðòû. Ôóíêöèè ïåðåõîäà. Ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ ìíîãîîá-

ðàçèé.

3. Êàñàòåëüíûé âåêòîð. Âåêòîð êàê ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïî êðèâîé. Êîîðäèíàòû âåê-

òîðà è èõ ïðåîáðàçîâàíèå ïðè çàìåíàõ. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ïî íàïðàâëåíèþ.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå êîëüöà ôóíêöèé. Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê ìíîãîîáðàçèþ â

òî÷êå. Ïðîèçâîäíàÿ îòîáðàæåíèÿ. Öåïíîå ïðàâèëî.

4. Âåêòîðíûå ïîëÿ. Ôàçîâàÿ êðèâàÿ è ôàçîâûé ïîòîê. Ïîëÿ è îáûêíîâåííûå äèôôå-

ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Âûïðÿìëåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ. Êîììóòàòîð âåêòîðíûõ

ïîëåé è êîììóòèðîâàíèå ôàçîâûõ ïîòîêîâ. Òåîðåìà Ôðîáåíèóñà îá èíòåãðèðóå-

ìûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ.

5. Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû íà ìíîãîîáðàçèÿõ. Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè. Âíåøíåå

ïðîèçâåäåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì. Ôîðìà îáúåìà, ôîðìà ïëîùàäè è ôîðìà

Ãåëüôàíäà-Ëåðå. Âíåøíèé äèôôåðåíöèàë ôîðìû. Ïðåîáðàçîâàíèå ôîðì ïðè îòîá-

ðàæåíèÿõ.

6. Èíòåãðèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì. Îðèåíòàöèÿ. Èíâàðèàíòíîñòü èíòå-

ãðàëà ïðè äèôôåîìîðôèçìå. Ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì. Ôîðìóëà Ñòîêñà.

7. Ïðîèçâîäíàÿ Ëè. Êîììóòàòîð âåêòîðíûõ ïîëåé êàê ïðîèçâîäíàÿ Ëè. Òîæäåñòâî

Êàðòàíà

8. Ëåììà Ïóàíêàðå. Êîãîìîëîãèè äå Ðàìà

9. Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû â âåêòîðíîì àíàëèçå è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå.Ôîðìû

â R3 è èíâàðèàíòíûé ñìûñë ãðàäèåíòà, ðîòîðà, äèâåðãåíöèè, ïîòîêà âåêòîðíîãî

ïîëÿ, öèðêóëÿöèè. Ôîðìû â R4 è óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà.

10. Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè. Òåîðåìà î ñðåäíåì. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà
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Ëèñòîê I

1. Îïðåäåëåíèå. Äèôôåðåíöèàëüíîé 1-ôîðìîé íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî ãëàäêî çàâèñÿùèõ îò òî÷êè
ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ ôîðì íà êàñàòåëüíûõ âåêòîðàõ.

Ïóñòü dx1, . . . , dxn � áàçèñ, äâîéñòâåííûé áàçèñó ∂/∂x′1, . . . , ∂/∂x′n. Ëþáàÿ 1-ôîðìà îäíîçíà÷íî
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ω =

∑
ωi(x)dx

i, ãäå ωi � ãëàäêèå ôóíêöèè.

Ïðèìåð. Ïóñòü F � ôóíêöèÿ. Äèôôåðåíöèàë dF � ýòî ôîðìà dF =
∑ ∂F

∂xi
dxi. Çíà÷åíèå

ôîðìû dF íà êàñàòåëüíîì âåêòîðå, ïðåäñòàâëåííîì êðèâîé γ, ðàâíî ïðîèçâîäíîé F âäîëü γ.

2. Ëþáàÿ ëè 1-ôîðìà ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì? Ñôîðìóëèðóéòå íåîáõîäèìîå óñëîâèå.

3. Êàê ïðåîáðàçóþòñÿ êîîðäèíàòû ωi 1-ôîðì ïðè ãëàäêèõ çàìåíàõ êîîðäèíàò?

Îïðåäåëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà 1-ôîðìû ω ïî êðèâîé γ, ïàðàìåòðèçîâàííîé γ :
[a, b] → Rn. ∫

γ

ω =

b∫
a

∑
ωi(γ(t))

dγi

dt
dt =

b∫
a

(ω, γ̇)dt

(çäåñü (ω, γ̇) � ýòî çíà÷åíèå ôîðìû ω íà êàñàòåëüíîì âåêòîðå γ̇ êðèâîé).

4. Äîêàæèòå, ÷òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

à) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî çàìåí êîîðäèíàò â Rn;

á) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî çàìåíû ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé;

â)
∫
γ ω = −

∫
γ ω, ãäå γ � òà æå êðèâàÿ, íî ïðîéäåííàÿ â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè;

ã) ôîðìóëà ¾Ñòîêñà-Íüþòîíà-Ëåéáíèöà¿:
∫
γ dF = F (B)− F (A), ãäå γ � ïðîèçâîëüíàÿ êðè-

âàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ A è B.

5. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë
∫
γ x dy − y dx, ãäå êðèâàÿ γ ñîåäèíÿåò òî÷êè (0, 0) è (1, 2)

à) ïî îòðåçêó;

á) ïî äóãå ïàðàáîëû y = 2x2;

â) ïî ëîìàíîé (0, 0)�(1, 0)�(1, 2).

6. Òå æå âîïðîñû äëÿ èíòåãðàëà
∫
γ x dy + y dx.

7. Âû÷èñëèòå
∫
xy2 dy − x2y dx ïî äóãå îêðóæíîñòè x2 + y2 = R2, y > 0.

8. Âû÷èñëèòå
∫
(x− y) dx− (x+ y) dy ïî ýëëèïñó x2

a2
+ y2

b2
= 1.

9. Âû÷èñëèòå
∫
x2 dx+ y3 dy + cos z dz ïî êðèâîé γ : x = t2 + t3; y =

√
t2 + 1; z = et

2
; −1 6 t 6 1.

10. Âû÷èñëèòå
∫ x dy−y dx

x2+y2
ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó, íå ïðîõîäÿùåìó ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. (Óêà-

çàíèå: ïåðåïèøèòå ïîäèíòåãðàëüíóþ ôîðìó â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.)



11. Ïóñòü â îáëàñòè U ⊂ Rn çàäàíà 1-ôîðìà ω =
∑
ωidx

i. Óñòàíîâèòå, ðàâíîñèëüíû ëè ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ:

à)
∫
γ ω íå çàâèñèò îò ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî äâå äàííûå òî÷êè A è B.

á)
∮
ω = 0 ïî ëþáîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó.

â) ω = dF äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè F : U → R.

ã) Ôîðìà ω çàìêíóòà (1-ôîðìà ω íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè
∂ωi

∂xj
=
∂ωj

∂xi
äëÿ âñåõ i, j).

(Îòâåò: à)⇔á)⇔â)⇒ã).)

12. Äîêàæèòå Òåîðåìó: âñÿêàÿ çàìêíóòàÿ 1-ôîðìà, çàäàííàÿ â øàðå, ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì
íåêîòîðîé ôóíêöèè.

(Ðåøåíèå äëÿ ñëó÷àÿ n = 2. Ïóñòü ω = P dx + Qdy. Ïîëîæèì F (x, y) =
∫
ω, ãäå èíòåãðàë

áåðåòñÿ ïî ïðÿìîëèíåéíîìó îòðåçêó (tx, ty), 0 6 t 6 1. Òîãäà

∂Q

∂x
=
∂P

∂y
; F (x) =

∫ 1

0
(xP (tx, ty) + yQ(tx, ty))dt;

∂F

∂x
=

∫ 1

0

(
tx
∂P

∂x
+P (tx, ty)+ty

∂Q

∂x

)
dt=

∫ 1

0

(
tx
∂P

∂x
+P (tx, ty)+ty

∂P

∂y

)
dt=

∫ 1

0

d(tP (tx, ty))

dt
dt=P (x, y).

Îáîñíóéòå ñàìîñòîÿòåëüíî ôîðìóëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èíòåãðàëà Ðèìàíà ïî ïàðàìåòðó.)

Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíûì, åñëè âñÿêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæå-

íèå îêðóæíîñòè S1 →M ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ äèñêàD2 →M, S1 = ∂D
(èíûìè ñëîâàìè, åñëè êàæäóþ çàìêíóòóþ ïåòëþ â M ìîæíî íåïðåðûâíî ¾ñòÿíóòü¿ â òî÷êó).

13. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ çàìêíóòàÿ 1-ôîðìà, çàäàííàÿ â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè, ÿâëÿåòñÿ äèôôå-

ðåíöèàëîì íåêîòîðîé ôóíêöèè.

14. Âû÷èñëèòå
∫
(x+ y) dx+ (x− y) dy ïî ýëëèïñó x2

a2
+ y2

b2
= 1.

15. Âû÷èñëèòå
∫
e−(x2−y2)(cos 2xy dx+ sin 2xy dy) ïî îêðóæíîñòè x2 + y2 = R2.

16. Äàéòå îáîñíîâàííîå îïðåäåëåíèå ðàáîòû ñèëû âäîëü ïóòè.

17. Íàéäèòå ðàáîòó ñèëû âåëè÷èíû F = kr, íàïðàâëåííîé âäîëü ðàäèóñ-âåêòîðà ïî íàïðàâëåíèþ

ê íà÷àëó êîîðäèíàò, âäîëü äóãè ýëëèïñà x2

a2
+ y2

b2
= 1, x > 0, y > 0.

18. Íàéäèòå ðàáîòó ñèëû Íüþòîíà F = k/r2 âäîëü ïðîèçâîëüíîãî ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî äâå òî÷êè
â R3.
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Ëèñòîê II

Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâî M ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì (ïîä)ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè

m, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè x∗ ∈M ñóùåñòâóåò åå îêðåñòíîñòü U ⊂ Rn òàêàÿ, ÷òîM∩U çàäàåòñÿ

ñèñòåìîé óðàâíåíèé 
f1(x1, . . . , xn) = 0

. . .
fn−m(x1, . . . , xn) = 0

,

ó êîòîðîé ðàíã ìàòðèöû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
{ ∂fi
∂xj

(x∗)
}
ìàêñèìàëåí.

1. Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü êàæäîãî èç ñëåäóþùèõ îïðåäåëåíèé ïîäìíîãîîáðàçèÿ ïðèâåäåííî-

ìó âûøå:M ⊂ Rn � ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå, åñëè äëÿ âñÿêîãî x∗ ∈M ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü

U òàêàÿ, ÷òî

à) M ∩ U ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îáðàçîì ïðè ãëàäêîì îòîáðàæåíèè ìàêñèìàëüíîãî

ðàíãà φ : V → Rn, ãäå V ⊂ Rm � íåêîòîðàÿ îáëàñòü. Òàêîå îòîáðàæåíèå φ âìåñòå ñ

îáëàñòÿìè V ⊂ Rm è U ∩M ⊂ M íàçûâàåòñÿ êàðòîé, à ïðîèçâîëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü êàðò,

ïîêðûâàþùèõ M � àòëàñîì;

á) M ∩U îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóåòñÿ íà îäíó èç m-ìåðíûõ êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé, à îñòàâ-
øèåñÿ n−m êîîðäèíàò âûðàæàþòñÿ ÷åðåç äàííûå êàê ãëàäêèå ôóíêöèè;

â) ñóùåñòâóåò (êðèâîëèíåéíàÿ) ñèñòåìà êîîðäèíàò â U , â êîòîðîé M ∩ U åñòü êîîðäèíàòíàÿ

m-ìåðíàÿ ïëîñêîñòü xm+1 = · · · = xn = 0;

ã) M ∩U çàäàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé {fi(x1, . . . , xn) = 0}, òàêîé, ÷òî ðàíã ìàòðèöû ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ
{ ∂fi
∂xj

(x)
}
ðàâåí ðîâíî n−m â êàæäîé òî÷êå x ∈ U (êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé,

âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò äàæå áûòü áåñêîíå÷íûì).

Â ïîñëåäóþùèõ çàäà÷àõ îïðåäåëèòå, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ äàííûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ìíîãî-

îáðàçèÿìè, íàéäèòå ðàçìåðíîñòü, îïðåäåëèòå êàðòû è ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû.

2. Îêðóæíîñòü x2 + y2 = R2; ñôåðà
∑
x2i = R2.

3. Ïîâåðõíîñòü x2 + y2 − z2 = a.

4. Ìíîæåñòâî


3x+ y − z + u2 = 0
x+ y + 2z + u = 0

2x+ 2y − 3z + 2u = 0
.

5. Îáðàç îòðåçêà [a, b] ïðè îòîáðàæåíèè

{
x = φ(t)
y = ψ(t)

.

6. Ïîäìíîæåñòâî SL(n) â ïðîñòðàíñòâå Rn2
êâàäðàòíûõ ìàòðèö, ñîñòîÿùåå èç ìàòðèö ñ åäèíè÷íûì

îïðåäåëèòåëåì.

7. Ìíîæåñòâî O(n) îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö.

8. Ìíîãîîáðàçèå Øòèôåëÿ Mn,k ñîñòîÿùåå èç îðòîíîðìèðîâàííûõ k-ðåïåðîâ â Rn.
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Ëèñòîê III

Êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ìíîãîîáðàçèþM â òî÷êå x ∈M çàäàåòñÿ, êàê è äëÿ îáëàñòåé åâêëèäîâà

ïðîñòðàíñòâà, êàê êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ êðèâûõ, âûõîäÿùèõ èç òî÷êè x. Ìíîæåñòâî êàñàòåëü-

íûõ âåêòîðîâ îáðàçóåò êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TxM .

1. Äîêàæèòå, ÷òî TxM � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Êàêîâà åãî ðàçìåðíîñòü? Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ

âñÿêèõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò x1, . . . xn âåêòîðû ∂/∂xi (êàñàòåëüíûå ê i-é êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé)
îáðàçóþò áàçèñ â TxM .

Ïóñòü íà M çàäàíà íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ f : M → R. Ïðîèçâîäíîé ξf âäîëü âåêòîðà ξ ∈ TxM ,

êàñàòåëüíîãî ê êðèâîé γ, âûõîäÿùåé èç òî÷êè x, íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ â íóëå îãðàíè÷åíèÿ
f íà γ (ðàññìàòðèâàåìîãî êàê ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé). Â êîîðäèíàòàõ, åñëè ξ =

∑
ξi∂/∂xi,

òî ξf =
∑
ξi ∂f/∂xi.

Âåêòîðíûì ïîëåì v íàM íàçûâàåòñÿ ãëàäêîå ñîîòâåòñòâèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé òî÷êå x ∈
M êàñàòåëüíûé âåêòîð v(x) ∈ TxM â ýòîé òî÷êå. Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ êàæäîå âåêòîðíîå

ïîëå îäíîçíà÷íî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå v =
∑
vi(x)∂/∂xi.

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ âíîâü ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, çàäàííîé íà âñåì ìíî-

ãîîáðàçèè. Ýòà îïåðàöèÿ ëèíåéíà è óäîâëåòâîðÿåò ïðàâèëó Ëåéáíèöà: v(fg) = vf g+ f vg. Âñÿ-
êàÿ òàêàÿ îïåðàöèÿ (ò.å. ëèíåéíàÿ è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðàâèëó Ëåéáíèöà) íàçûâàåòñÿ äèôôå-

ðåíöèðîâàíèåì.

2. Äîêàæèòå, ÷òî îáðàòíî, êàæäîå äèôôåðåíöèðîâàíèå çàäàåòñÿ ïðîèçâîäíîé âäîëü íåêîòîðîãî

ïîëÿ.

3. Äîêàæèòå, ÷òî êîììóòàòîð [u, v] = uv−vu äâóõ äèôôåðåíöèðîâàíèé òîæå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåí-
öèðîâàíèåì (â òî âðåìÿ, êàê ïðîñòî êîìïîçèöèè uv è vu äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè íå ÿâëÿþòñÿ).

Âåêòîðíîå ïîëå, ïðîèçâîäíàÿ âäîëü êîòîðîãî ðàâíà êîììóòàòîðó ïðîèçâîäíûõ âäîëü ïîëåé u
è v, íàçûâàåòñÿ êîììóòàòîðîì ïîëåé u è v.

4. Íàéäèòå êîîðäèíàòíîå âûðàæåíèå äëÿ êîììóòàòîðà ïîëåé u =
∑
ui∂/∂xi è v =

∑
vi∂/∂xi.

(Îòâåò: [u, v] =
∑(

uj
∂vi
∂xj

− vj
∂ui
∂xj

)
∂

∂xi
.)

5. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàöèÿ êîììóòèðîâàíèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé ëèíåéíà, êîñîñèììåòðè÷íà è óäî-

âëåòâîðÿåò òîæäåñòâó ßêîáè [[u, v], w] + [[v, w], u] + [[w, u], v] = 0 (ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ
îáðàçóþò àëãåáðó Ëè).
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Ëèñòîê IV

Âíåøíåé k-ôîðìîé íàçûâàåòñÿ ïîëèëèíåéíàÿ êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ôîðìà îò k êàñàòåëüíûõ

âåêòîðîâ. Äèôôåðåíöèàëüíîé k-ôîðìîé íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî âíåøíèõ k-ôîðì, ãëàäêî çàâè-

ñÿùèõ îò òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðîñòðàíñòâî äèôôåðåíöèàëüíûõ k-ôîðì íà ìíîãîîáðàçèè M
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Ωk(M). Ïî îïðåäåëåíèþ, Ω0(M) = F(M) � ïðîñòðàíñòâî ãëàäêèõ ôóíêöèé.

Âíåøíèì óìíîæåíèåì αk ∧ βl k-ôîðìû αk è l-ôîðìû βl íàçûâàåòñÿ k + l-ôîðìà

αk ∧ βl(ξ1, . . . , ξk+l) =
∑

σ1<···<σk
σk+1<···<σk+l

(−1)σαk(ξσ1 , . . . , ξσk
)βl(ξσk+1

, . . . , ξσk+l
) ,

ãäå (−1)σ � çíàê ïîäñòàíîâêè (1, . . . , k + l) 7→ (σ1, . . . , σk+l).

1. Äîêàæèòå, ÷òî âíåøíåå óìíîæåíèå àññîöèàòèâíî è (ñóïåð)êîììóòàòèâíî,

αk ∧ βl = (−1)klβl ∧ αk.

2. Äëÿ äàííûõ 1-ôîðì α1, . . . , αk è âåêòîðîâ v1, . . . , vk âû÷èñëèòå α1 ∧ · · · ∧ αk(v1, . . . , vk).

3. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Ωk
x âíåøíèõ k-ôîðì â òî÷êå x ∈M .

Ïóñòü çàäàíî ãëàäêîå îòîáðàæåíèå F : Mm → Nn. Êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå F∗ = DF :
TxM → TF (x)N ïåðåâîäèò âåêòîðû íà M â âåêòîðû íà N . Îäíàêî íà âåêòîðíûõ ïîëÿõ îòîáðà-

æåíèå DF íå îïðåäåëåíî, ïîñêîëüêó F , âîîáùå ãîâîðÿ, íå âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Òåì íå ìåíåå

íà ôîðìàõ îïåðàöèÿ âçÿòèÿ îáðàòíîãî îáðàçà, F ∗ : Ωk(N) → Ωk(M), äåéñòâóþùàÿ ïî ïðàâèëó
F ∗ω(v1, . . . , vk) = ω(F∗v1, . . . , F∗vk) êîððåêòíî îïðåäåëåíà.

4. Äîêàæèòå, ÷òî âçÿòèå îáðàòíîãî îáðàçà ïåðåñòàíîâî÷íî ñ âíåøíèì óìíîæåíèåì, F ∗(α ∧ β) =
F ∗α ∧ F ∗β.

5. Ïîêàæèòå, ÷òî ω1 ∧ ω1 = 0. Âåðíî ëè, ÷òî ω2 ∧ ω2 = 0? Ïðèâåäèòå ïðèìåð ω2, äëÿ êîòîðîé

ω2 ∧ ω2 ̸= 0.

6. Íàéäèòå ω2, äëÿ êîòîðîé (x dx+ y dy+ z dz)∧ω = (x2+ y2+ z2)dx∧ dy ∧ dz. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè
îãðàíè÷åíèè íà åäèíè÷íóþ ñôåðó ω ïðåâðàùàåòñÿ â ôîðìó ïëîùàäè.

7. Ïóñòü f = xa11 + · · ·+ xann Íàéäèòå ω, äëÿ êîòîðîé df ∧ ω = f dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

8. Ïóñòü α1, . . . , αk � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå 1-ôîðìû, è α ̸= 0 � åùå îäíà 1-ôîðìà, òàêàÿ, ÷òî
α ∧ α1 ∧ · · · ∧ αk = 0. Äîêàæèòå, ÷òî

à) α åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ôîðì αi.

á) Ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ôîðìà β, äëÿ êîòîðîé α ∧ β = α1 ∧ · · · ∧ αk.

9. Ïóñòü α ̸= 0 � íåêîòîðàÿ 1-ôîðìà. Äîêàæèòå, ÷òî α ∧ ω = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ω = α ∧ β äëÿ íåêîòîðîãî β.
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Ëèñòîê V

n-ôîðìà ω â Rn íàçûâàåòñÿ ôèíèòíîé, åñëè åå íîñèòåëü îãðàíè÷åí. Åñëè íîñèòåëü ôîðìû

ω = f(x) dx1 ∧ · · · ∧ dxn ëåæèò â êóáå In = {0 6 xi 6 1}, òî ïî îïðåäåëåíèþ, åå èíòåãðàë � ýòî

êðàòíûé èíòåãðàë ∫
Rn

f(x) dx1 ∧ · · · ∧ dxn
def
=

∫ 1

0
. . .

∫ 1

0
f(x) dx1 . . . dxn .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà n-ôîðìû ïî ïðîèçâîëüíîìó ìíîãîîáðàçèþ íóæíî ïðåäïîëàãàòü,

÷òî ìíîãîîáðàçèå à) êîìïàêòíî, è á) îðèåíòèðîâàíî.

Îïðåäåëåíèå. Íà ìíîãîîáðàçèè M çàäàíà îðèåíòàöèÿ, åñëè íà íåì çàôèêñèðîâàíà íèãäå íå

îáðàùàþùàÿñÿ â íîëü n-ôîðìà. Åñëè M ñâÿçíî, è ω1, ω2 � äâå òàêèå ôîðìû, òî ω2 = fω1,

ãäå f ̸= 0. Çíà÷èò ëèáî f > 0 (ñîãëàñîâàííûå îðèåíòàöèè), ëèáî f < 0 (ïðîòèâîïîëîæíûå

îðèåíòàöèè). Áàçèñ v1, . . . , vn ∈ TxM â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì

(ñîîòâ. îòðèöàòåëüíûì), åñëè ω(v1, . . . , vn) > 0 (ñîîòâ. < 0). Çàäàòü îðèåíòàöèþ � äàòü ñïîñîá

ñîãëàñîâàííîãî çàäàíèÿ çíàêà áàçèñîâ âî âñåõ êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ TxM , x ∈M .

Ïóñòü ω1 ∈ Ωn(M) è ïóñòü íîñèòåëü ω1 öåëèêîì ïîìåùàåòñÿ â íåêîòîðîé êàðòå F : U → M ,

U ⊂ Rn. Òîãäà ìû ìîæåì ïîëîæèòü ∫
M
ω1

def
=

∫
Rn

F ∗ω1 ,

ãäå ôîðìà F ∗ω1 ∈ Ωn(U) ïðîäîëæåíà íóëåì âíå U ⊂ Rn. Ýòîò èíòåãðàë íå çàâèñèò îò êàðòû,

åñëè òîëüêî êîîðäèíàòíûå îòîáðàæåíèÿ ñîõðàíÿþò îðèåíòàöèþ (äåéñòâèòåëüíî, ïðè çàìåíàõ

êîîðäèíàò ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â êðàòíîì èíòåãðàëå óìíîæàåòñÿ íà ìîäóëü ÿêîáèàíà

çàìåíû, òàê æå êàê è ôîðìà dx1 ∧ · · · ∧ dxn, ïîýòîìó èíòåãðàë ôèíèòíîé ôîðìû îïðåäåëåí

èíâàðèàíòíî).

Çíà÷èò, ÷òîáû îïðåäåëèòü èíòåãðàë
∫
M ω â îáùåì ñëó÷àå, äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòü ω â âèäå

ω =
∑
ωi, ãäå íîñèòåëü êàæäîé ôîðìû ωi ñîäåðæèòñÿ â êàêîé-íèáóäü êàðòå, à çàòåì âîñïîëü-

çîâàòüñÿ àääèòèâíîñòüþ èíòåãðàëà, ïîëîæèâ
∫
M ω =

∫
M

∑
ωi

def
=

∑∫
M ωi. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü

ïðè ïîìîùè ðàçáèåíèÿ åäèíèöû.

Ðàçáèåíèå åäèíèöû � ýòî êîíå÷íûé íàáîð áåñêîíå÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé fi : M → R òàêèõ,

÷òî 1) íîñèòåëü êàæäîé ôóíêöèè ñîäåðæèòñÿ â êàêîé-íèáóäü êàðòå, 2)
∑
fi ≡ 1. Åñëè {fi} �

ðàçáèåíèå åäèíèöû, òî ω =
∑
fiω � èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå.

Ïîñòðîåíèå ðàçáèåíèÿ åäèíèöû. Ïóñòü x ∈M . Âûáåðåì êàêóþ-íèáóäü êàðòó, ñîäåðæàùóþ

x, âîçüìåì ôóíêöèþ ¾øàïî÷êó¿ ρx â ýòîé êàðòå, è ïðîäîëæèì åå âíå êàðòû íóëåì. Òîãäà

íîñèòåëü ρx ñîñðåäîòî÷åí â êàðòå, è â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Vx òî÷êè x ôóíêöèÿ ρx ñòðîãî

ïîëîæèòåëüíà. Âûáåðåì èç ïîêðûòèÿ {Vx} êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå {Vxi}, òîãäà fi = ρxi/
∑
ρxi �

ðàçáèåíèå åäèíèöû.



2. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë ïî ýëëèïñîèäó x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1 îò ôîðìû

à) dx ∧ dy;
á) z dx ∧ dy;
â) z2dx ∧ dy;

ã)
dy ∧ dz

x
+
dz ∧ dx

y
+
dx ∧ dy

z
.

3. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë ïî âåðõíåé ïîëîâèíå (z > 0) òîãî æå ýëëèïñîèäà îò ôîðìû

à) x3dy ∧ dz; á) yz dz ∧ dx.

Ïóñòü â Rn çàäàíà n-ôîðìà îáúåìà ω (íàïðèìåð ω = dx1∧· · ·∧dxn) è ïîâåðõíîñòüM , çàäàííàÿ

óðàâíåíèåì F = 0, ãäå F � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Ôîðìîé Ãåëüôàíäà-Ëåðå íàçûâàåòñÿ òàêàÿ (n−1)-
ôîðìà η, ÷òî df ∧ η = ω. Ôîðìà Ãåëüôàíäà-Ëåðå îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ω

dF .

4. Ïîêàæèòå, ÷òî ôîðìó η ìîæíî âûáèðàòü ïî ðàçíîìó, îäíàêî åå îãðàíè÷åíèå íà ïîâåðõíîñòüM
íå çàâèñèò îò ïðîèçâîëà â âûáîðå ôîðìû η.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìà ïëîùàäè σ íà ãèïåðïîâåðõíîñòè F = 0 â Rn ñâÿçàíà ñ ôîðìîé Ãåëüôàíäà-

Ëåðå ñîîòíîøåíèåì

σ = dF (ν)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

dF
,

ãäå ν � åäèíè÷íûé íîðìàëüíûé âåêòîð ïîâåðõíîñòè, ò.å. dF (ν) � äëèíà (åâêëèäîâà) ãðàäèåíòà

ôóíêöèè F .

6. Ïðèâåäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ïîòîêà ïîëÿ (A,B,C) ÷åðåç ïîâåðõíîñòü â òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîòîê ïîëÿ åñòü íå ÷òî èíîå, êàê èíòåãðàë îò 2-ôîðìû Ady∧dz+
B dz ∧ dx+ C dx ∧ dy.
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Ëèñòîê VI

Äèôôåðåíöèàë dω äèôôåðåíöèàëüíîé k-ôîðìû ω � ýòî äèôôåðåíöèàëüíàÿ (k + 1)-ôîðìà,
çíà÷åíèå êîòîðîé íà íàáîðå ïîïàðíî êîììóòèðóþùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé (íàïðèìåð, áàçèñíûõ

∂/∂xi), îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

dω(v0, . . . , vk) =

k∑
i=0

(−1)iviω(v0, . . . , v̂i, . . . , vk);

íà ïðîèçâîëüíûå íàáîðû âåêòîðîâ dω ïðîäîëæàåòñÿ ïî ëèíåéíîñòè.

1. Íàéäèòå âûðàæåíèå äëÿ dω íà ïðîèçâîëüíîì íàáîðå âåêòîðíûõ ïîëåé. (Îòâåò:

dω(v0, ..., vk) =

k∑
i=0

(−1)iviω(v0, ..., v̂i, ..., vk) +
∑

06i<j6k

(−1)i+jω([vi, vj ], v0, ..., v̂i, ..., v̂j , ..., vk) .)

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå äëÿ dω ïîçâîëÿåò ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèàëà.

2. Âû÷èñëèòå d2f , ãäå f � ôóíêöèÿ è d2ω, ãäå ω � 1-ôîðìà.

3. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëà.

(à) Ëèíåéíîñòü.

(á) Åñëè f ∈ Ω0 = F , òî df ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèé.

(â) dd = 0.

(ã) d(αk ∧ βl) = (dαk) ∧ βl + (−1)kαk ∧ (dβl).

Ïðèâåäåííûå ñâîéñòâà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò äèôôåðåíöèàë, è ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê

íåçàâèñèìîå åãî îïðåäåëåíèå. Èìåííî ýòèìè ñâîéñòâàìè è ïîëüçóþòñÿ ïðè âû÷èñëåíèÿõ.

4. Íàéäèòå âûðàæåíèå äëÿ äèôôåðåíöèàëà â êîîðäèíàòàõ. (Îòâåò:

d(
∑

i1,...,ik

aI(x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik) =
∑

i1,...,ik

daI ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik =
∑

l;i1,...,ik

∂aI
∂xl

dxl ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik .)

Íàøå îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëà áåñêîîðäèíàòíîå, òàê ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ, äèôôåðåíöèàë

íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíàõ êîîðäèíàò. Ýòî çàìå÷àíèå ìîæíî îáîáùèòü.

5. Äîêàæèòå, ÷òî âçÿòèÿ äèôôåðåíöèàëà ïåðåñòàíîâî÷íî ñ âçÿòèåì îáðàòíîãî îáðàçà ïðè îòîá-

ðàæåíèÿõ, òî åñòü åñëè F : Mm → Nn � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ìíîãîîáðàçèé, è ω ∈ Ωk(N), òî
dF ∗ω = F ∗dω ∈ Ωk+1(M).

Ôîðìà ω íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè dω = 0, è òî÷íîé, åñëè ω = dη äëÿ íåêîòîðîé ôîðìû η.
Òî÷íûå ôîðìû çàìêíóòû (d2 = 0); îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî (ïðèâåäèòå ïðèìåð).



6. Âû÷èñëèòå 2-ôîðìó p∗σ, ãäå p : R3 \ {0} → S2 � öåíòðàëüíàÿ ïðîåêöèÿ íà åäèíè÷íóþ ñôåðó, à

σ � ôîðìà ïëîùàäè íà ñôåðå. Çàìêíóòà ëè ïîëó÷åííàÿ ôîðìà? Òî÷íà ëè îíà?

7. Äëÿ êàêîãî αn ôîðìà
1

rαn ω çàìêíóòà, ãäå r =
√∑

x2i , à ω =
∑

(−1)i+1xidx1∧· · ·∧ ˆdxi∧· · ·∧dxn.

8. Íàéäèòå ôóíêöèþ f , äëÿ êîòîðîé d(fω) = 0, ãäå ω = dx
yz + dy

xz + dz
xy .

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè âäîëü íàïðàâëåíèÿ íå îáîáùàåòñÿ íà äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû, ïî-

ñêîëüêó íåëüçÿ ñðàâíèâàòü çíà÷åíèÿ ôîðìû â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ. Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî îïðåäå-

ëèòü ïðîèçâîäíóþ Lξω ôîðìû ω âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ. Ïóñòü Gt :M →M , |t| < ε, G0 = id �
ãëàäêîå ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ. Îíî çàäàåò ñåìåéñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé ξ(t), çíà÷åíèå
ïîëÿ ξ(t0) â òî÷êå Gt0x ∈ M � êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé {Gtx}. Îáðàòíî, êàæäîìó âåê-

òîðíîìó ïîëþ (âîçìîæíî, çàâèñÿùåìó îò t) ñîîòâåòñòâóåò ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ (ýòî �
òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

âåðíàÿ äëÿ êîìïàêòíûõ, à ñ íåêîòîðûìè îãîâîðêàìè, è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîãîîáðàçèé). Ïî-

ëîæèì ξ = ξ(0). Ïóñòü ω ∈ Ωk(M). Ïîëîæèì ωt = G∗
tω.

Îïðåäåëåíèå. Lξω
def
= d

dt

∣∣∣
t=0

ωt =
d
dt

∣∣∣
t=0

G∗
tω.

9. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé Lξ âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ.

à) Ëèíåéíîñòü.

á) Åñëè f ∈ Ω0 = F , òî Lξf = ξf = df(ξ) � îáû÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ.

â) Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äâóõ ôîðì Lξ(α ∧ β) = (Lξα) ∧ β + α ∧ (Lξβ).

10. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè η � äðóãîå âåêòîðíîå ïîëå, òî Lξη = [ξ, η] (ïî îïðåäåëåíèþ, Lξη = d
dt

∣∣∣
t=0

(G−1
t )∗η).

11. Äîêàæèòå ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ¾ñëîæíîé ôóíêöèè¿: åñëè ω ∈ Ωk(M) è v1, . . . , vk �

âåêòîðíûå ïîëÿ íà M , òî

Lξ

(
ω(v1, . . . , vk)

)
= (Lξω)(v1, . . . , vk) +

∑
ω(v1, . . . , [ξ, vi], . . . , vk).

12. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð ïîäñòàíîâêè iξω
k(v1, . . . , vk−1)

def
= ωk(ξ, v1, . . . , vk−1) îáëàäàåò ñëåäóþ-

ùèìè ñâîéñòâàìè

à) Ëèíåéíîñòü.

á) iξdf = ξf , åñëè f � ôóíêöèÿ.

â) iξ(α
k ∧ βl) = (iξα

k) ∧ βl + (−1)kαk ∧ (iξβ
l).

Îïåðàòîðû d : Ωk → Ωk+1, iξ : Ω
k → Ωk−1 è Lξ : Ω

k → Ωk ñâÿçàíû òîæäåñòâîì Êàðòàíà

Lξ = iξd+ diξ .

Îáíàðóæèòü ýòî çàìå÷àòåëüíîå òîæäåñòâî ãîðàçäî òðóäíåå, ÷åì äîêàçàòü

13. Äîêàæèòå òîæäåñòâî Êàðòàíà äëÿ

(à) ôóíêöèé;

(á) 1-ôîðì âèäà df ;

(â) ïðîèçâîëüíûõ ôîðì. (Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü èíäóêöèåé ïî ñòåïåíè ω.)
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Ëèñòîê VII

Èìåþòñÿ äâà îïðåäåëåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì. 1) (M,∂M) � ïîäìíîæåñòâî â RN , êàæäàÿ

òî÷êà êîòîðîãî èìååò îêðåñòíîñòü, ãîìåîìîðôíóþ ëèáî n-ìåðíîìó øàðó, ëèáî ïîëóøàðèþ.

Êðàé ∂M � ìíîæåñòâî òî÷åê, íå èìåþùèõ îêðåñòíîñòè ïåðâîãî òèïà. 2) (M1, ∂M1) � ýòî ïàðà

(M,N), ñîñòîÿùàÿ èç n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M è åãî (n − 1)-ìåðíîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ N ,

ðàçáèâàþùåãî M íà äâå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû M1 è M2, èç êîòîðûõ îäíà âûäåëåíà. Îáðàòèì

âíèìàíèå íà íåêîòîðóþ äâóñìûñëåííîñòü òðàäèöèîííîé òåðìèíîëîãèè: ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì

ìíîãîîáðàçèåì íå ÿâëÿåòñÿ (åñëè òîëüêî êðàé íåïóñò).

Îðèåíòàöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ çàäàåò èíäóöèðîâàííóþ îðèåíòàöèþ íà åãî êðàþ: ïóñòü x ∈ ∂M , è

v1, . . . vn ∈ TxM � ïîëîæèòåëüíûé ðåïåð äëÿ M , ïðè÷åì v2, . . . , vn ∈ Tx∂M , à v1 íàïðàâëåí

¾íàðóæó¿, òîãäà v2, . . . , vn � ïîëîæèòåëüíûé ðåïåð äëÿ ∂M . Â òåðìèíàõ ôîðì ñòàðøåé ñòåïå-

íè: åñëè â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ êðàé çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì x1 = 0, à ñàìîìó ìíîãîîáðàçèþ

ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòü x1 < 0 (òàê ÷òî âåêòîð ∂/∂x1 íàïðàâëåí íàðóæó), òî ôîðìà dx1∧· · ·∧dxn
îðèåíòèðóåò M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìà dx2 ∧ · · · ∧ dxn îðèåíòèðóåò êðàé ∂M .

Òåîðåìà (ôîðìóëà Ñòîêñà). Ïóñòü M � êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì ∂M , è ω �

(n− 1)-ôîðìà íà M . Òîãäà ∫
∂M

ω =

∫
M

dω .

Ïðîâåðèì òåîðåìó â êâàäðàòå I2 (íåâçèðàÿ íà òî, ÷òî êâàäðàò ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì íå ÿâëÿ-

åòñÿ). Ïóñòü ω = f(x, y)dy. Òîãäà dω = ∂f/∂x dx∧dy. Ïî ôîðìóëå Íüþòîíà-Ëåéáíèöà ïîëó÷àåì∫
I2
dω =

∫ 1

0

(∫ 1

0

∂f

∂x
dx

)
dy =

∫ 1

0
(f(1, y)− f(0, y))dy .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôîðìà ω íåòðèâèàëüíà òîëüêî íà ñòîðîíàõ x = 0 è x = 1 êâàäðàòà, ïîýòîìó
(ïîñëå ó÷åòà ñîîòâåòñòâóþùèõ îðèåíòàöèé)∫

∂I2
ω =

∫ 1

0
f(1, y)dy −

∫ 1

0
f(0, y)dy .

Òå æå âû÷èñëåíèÿ ïðîâåðÿþò ôîðìóëó Ñòîêñà â ïðîèçâîëüíîì êóáå In, íóæíî òîëüêî y çàìå-
íèòü âñþäó íà y2, . . . , yn, à dy � íà dy2 ∧ · · · ∧ dyn.
Â äåéñòâèòåëüíîñòè, âû÷èñëåíèÿ äëÿ êóáà äàþò ôîðìóëó Ñòîêñà â îáùåì ñëó÷àå. Äåéñòâè-

òåëüíî, èç àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà ñëåäóåò, ÷òî íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ôîðìóëó Ñòîêñà ïðè

óñëîâèè, ÷òî íîñèòåëü ôîðìû ω ñîäåðæèòñÿ â îáðàçå êóáà In ïðè îòîáðàæåíèè F : U → M ,

In ⊂ U ⊂ Rn, çàäàþùåì íåêîòîðûå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû. Ïîëîæèì Ω = F ∗ω. Òîãäà
F ∗dω = dΩ.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: 1) F (In) ∩ ∂M = ∅. Â ýòîì ñëó÷àå
∫
∂M ω = 0, ïîñêîëüêó ω = 0 íà ∂M .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ôîðìóëå Ñòîêñà äëÿ êóáà∫
M
dω =

∫
In
dΩ =

∫
∂In

Ω = 0 ,



ïîñêîëüêó ω = 0 íà îáðàçå F (∂In) ãðàíèöû êóáà.

2) F (In) ∩ ∂M ñîâïàäàåò ñ ãðàíüþ In−1 = {x1 = 0} êóáà. Òîãäà
∫
∂M ω = −

∫
In−1 Ω (âñïîìíèì

ïðàâèëî îðèåíòàöèè ãðàíèöû!) Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Ω îáðàùàåòñÿ â íîëü íà âñåõ ãðàíÿõ, êðîìå

In−1, è îïÿòü ïî ôîðìóëå Ñòîêñà äëÿ êóáà, ïîëó÷àåì∫
M
dω =

∫
In
dΩ =

∫
∂In

Ω = −
∫
In−1

Ω .

Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

1. Ïðîâåðüòå ôîðìóëó Ñòîêñà äëÿ

à) ω = x2y3 dx+ dy + z dz íà âåðõíåé ïîëóñôåðå x2 + y2 + z2 = a2;

á) ω = y dx+z dy+x dz íà êðóãå â ïåðåñå÷åíèè øàðà x2+y2+z2 6 a2 ñ ïëîñêîñòüþ x+z = a;

â) ω = (z2 − x2)dx+ (x2 − y2)dy+ (y2 − z2)dz íà âèíòîâîé ïîâåðõíîñòè x = u cos v, y = u sin v,
z = cv (a 6 u 6 b, 0 6 v 6 2π).

2. Âû÷èñëèòå ïîòîê ïîëÿ v = r⃗
r3

÷åðåç ãðàíè÷íóþ ïîâåðõíîñòü ýëëèïñîèäà x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1.

3. Åñëè Mn � êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå áåç êðàÿ, òî äëÿ âñÿêîé òî÷íîé n-ôîðìû Ω âûïîëíÿåòñÿ∫
M Ω = 0. Âåðíî ëè îáðàòíîå,

∫
M Ω = 0 ⇒ Ω = dω äëÿ íåêîòîðîé (n− 1)-ôîðìû ω?

4. à) Âûâåäèòå ôîðìóëó äëÿ îáúåìà òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòüþ r = r(φ, θ) è óãëîâûì

ñåêòîðîì a1 6 φ 6 b1; a2 6 θ 6 b2.

á) Âû÷èñëèòå îáúåì òåëà äëÿ r = a sinφ
√
sin 2θ.
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Ëèñòîê VIII

Ëåììà Ïóàíêàðå. Âñÿêàÿ çàìêíóòàÿ k-ôîðìà â Rn ïðè k > 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé.

Ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëèðîâêà: âñÿêàÿ çàìêíóòàÿ ôîðìà ω íà ïðîèçâîëüíîì ìíîãîîáðàçèè M
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òî÷íîé, òî åñòü äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ M íàéäåòñÿ òàêàÿ ôîðìà η, ÷òî
ω = dη â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x.

Äîêàçàòåëüñòâî îáîáùàåò ñîîòâåòñòâóþùåå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ 1-ôîðì, äàííîå â

ëèñòêå 1. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå h : Ωk(Rn) → Ωk−1(Rn),

(hω)x(v1, . . . , vk−1) =

1∫
0

ωtx(
∑
xi

∂
∂xi
, tv1, . . . , tvk−1) dt .

Òîãäà íà Ωk(Rn) ïðè k > 0 âûïîëíÿåòñÿ

hd+ dh = id,

òî åñòü äëÿ âñÿêîé ôîðìû ω (íå îáÿçàòåëüíî çàìêíóòîé) h(dω)+dh(ω) = ω. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà
ëåììà Ïóàíêàðå ìãíîâåííî âûòåêàåò. Ïðîâåðêà ðàâåíñòâà îñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå çàäà÷è.

1. Ïóñòü ω = Adx ∧ dy +B dy ∧ dz + C dz ∧ dx, ãäå A,B,C � ôóíêöèè (n = 3). Âû÷èñëèòå h(ω).

2. Âû÷èñëèòå hd+ dh íà

à) 0-ôîðìàõ (ôóíêöèÿõ);

á) òî÷íûõ 1-ôîðìàõ â Rn;

â) ïðîèçâîëüíûõ 1-ôîðìàõ â R3;

3. Ïóñòü ω = c(x) dx1 ∧ · · · ∧ dxk. Äîêàæèòå, ÷òî h(ω) = a(x)
∑

(−1)i−1xi dx1 ∧ · · · ∧ ˆdxi ∧ · · · ∧ dxk.
×åìó ðàâíî a(x)?

4. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî hd+ dh = id íà Ωk(Rn), k > 0.

5. Îïðåäåëèòå h(ω) äëÿ 1
r3
(x dy ∧ dz + y dz ∧ dx+ z dx ∧ dy).

6. Íàéäèòå ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â R3, ñîõðàíÿþùèå ôîðìó dx1 ∧ dx2.

Ïðîñòðàíñòâîì k-ìåðíûõ êîãîìîëîãèé äå Ðàìà Hk
DR(M) íàçûâàåòñÿ ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ïðî-

ñòðàíñòâà çàìêíóòûõ k-ôîðì ïî òî÷íûì.

Ëåììà Ïóàíêàðå óòâåðæäàåò, ÷òî Hk
DR(Rn) = 0 ïðè k > 0. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, êîãîìîëîãèè

äå Ðàìà ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì (è äàæå ãîìîòîïè÷åñêèì) èíâàðèàíòîì ìíîãîîáðàçèÿ. Åñëè

ìíîãîîáðàçèå êîìïàêòíî, òî âñå ïðîñòðàíñòâà êîãîìîëîãèé äå Ðàìà êîíå÷íîìåðíû.

7. Âû÷èñëèòå ñëåäóþùèå ïðîñòðàíñòâà êîãîìîëîãèé:

à) H0
DR(M) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ;



á) Hk
DR(M) ïðè k > dimM ;

â) H1
DR(S

1);

ã) H1
DR(S

2);

ä) H1
DR(M) äëÿ îäíîñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ;

å) H2
DR(S

1 × S1);

æ) H2
DR(S

2).

8. Îïèøèòå çàìêíóòûå è òî÷íûå ôîðìû

à) íà îêðóæíîñòè;

á) â êîìïëåêñå e−x2/2(P, Qdx), ãäå P (x), Q(x) � ìíîãî÷ëåíû;

â) â êîìïëåêñå e−x3−x(P, Qdx), ãäå P (x), Q(x) � ìíîãî÷ëåíû;

ã) â êîìïëåêñå e−(x2+y2)(P, U dx+V dy ,Qdx ∧ dy), ãäå P (x, y), . . . , Q(x, y) � ìíîãî÷ëåíû.

Êîììåíòàðèè ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû Ïóàíêàðå. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðèâåäåííîãî äîêàçà-
òåëüñòâà ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå òîæäåñòâà Êàðòàíà.

Ïóñòü Gt : M
m → Nn, t ∈ [0, 1] � ãëàäêîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé, íå îáÿçàòåëüíî äèôôåîìîðôèçìîâ.

Îíî çàäàåò ñåìåéñòâî âåêòîðîâ ξx(t) ∈ TGt(x)N , x ∈M � êàñàòåëüíûõ ê êðèâûì {Gtx}, t ∈ [0, 1]. Ïóñòü

ω ∈ Ωk(N). Ïîëîæèì αt = G∗
tω ∈ Ωk(M). Òîãäà àíàëîãè÷íî, èíäóêöèåé ïî ñòåïåíè ω, äîêàçûâàåòñÿ

ñëåäóþùåå óñèëåíèå òîæäåñòâà Êàðòàíà

d

dt
αt = θt d+ d θt, t ∈ [0, 1],

ãäå θt : Ωk(N) → Ωk−1(M) � ¾ïîäñòàíîâêà ξ(t) îäíîâðåìåííî ñî âçÿòèåì îáðàòíîãî îáðàçà¿,
(θtω)x(v1, . . . , vk−1) = ω(ξx(t), (Gt)∗v1, . . . , (Gt)∗vk−1). Èíòåãðèðóÿ ïî t, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

α1 − α0 = hdω + dhω,

ãäå h : Ωk(N) → Ωk−1(M), ω 7→
∫ 1

0
θtdt. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò ïðèíöèï ãîìîòîïèè: îáðàòíûå

îáðàçû çàìêíóòîé ôîðìû ïðè ãëàäêî ãîìîòîïíûõ îòîáðàæåíèÿõ îòëè÷àþòñÿ íà òî÷íóþ. (Äâà ãëàä-
êèõ îòîáðàæåíèÿ ìíîãîîáðàçèé íàçûâàþòñÿ ãëàäêî ãîìîòîïíûìè, åñëè èõ ìîæíî ñîåäèíèòü ãëàäêèì ñå-
ìåéñòâîì îòîáðàæåíèé, çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà t ∈ [0, 1].) Íàïðèìåð, äëÿ ãîìîòîïèè Rn → Rn : x 7→ tx
ïîëó÷àåì ëåììó Ïóàíêàðå: â Rn âñÿêàÿ çàìêíóòàÿ ôîðìà ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè îòëè÷àåòñÿ îò íóëåâîé
íà òî÷íóþ.

9. Ïîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð h äëÿ ãîìîòîïèè x 7→ tx ñîâïàäàåò ñ îäíîèìåííûì îïåðàòîðîì èç äîêàçàòåëü-
ñòâà ëåììû Ïóàíêàðå, ïðèâåäåííîãî âûøå.
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Ëèñòîê IX

Â êëàññè÷åñêîì âåêòîðíîì àíàëèçå â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèÿ f(x, y, z) ìîæåò îáî-
çíà÷àòü êàê ñîáñòâåííî ôóíêöèþ, òàê è 3-ôîðìó f dx ∧ dy ∧ dz. Àíàëîãè÷íî, âåêòîð-ñòîëáåö
(P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) ìîæåò îáîçíà÷àòü íå òîëüêî âåêòîðíîå ïîëå P∂/∂x + Q∂/∂y +
R∂/∂z, íî è 1-ôîðìó P dx+Qdy+Rdz, èëè 2-ôîðìó P dy∧dz+Qdz∧dx+Rdx∧dy, ÷òî î÷åíü
ñèëüíî çàïóòûâàåò ñóùåñòâî ïðîèñõîäÿùåãî. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ äèôôåðåíöèàëû â êîìïëåêñå

Ω0(R3)
d→ Ω1(R3)

d→ Ω2(R3)
d→ Ω3(R3)

íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ãðàäèåíòîì, ðîòîðîì è äèâåðãåíöèåé.

1. Íàéäèòå êîîðäèíàòíîå âûðàæåíèå äëÿ ýòèõ îïåðàöèé.

Îïèøåì èíâàðèàíòíî (íàñêîëüêî ýòî âîçìîæíî) ýòè ñîîòâåòñòâèÿ, ò.å. âûÿñíèì, îò êàêèõ äîïîë-

íèòåëüíûõ ñòðóêòóð îíè çàâèñÿò. Ïðèìåðàìè âîçìîæíûõ ñòðóêòóð ÿâëÿþòñÿ ôîðìà îáúåìà �

íåâûðîæäåííàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà dV ñòàðøåé ñòåïåíè (íàïðèìåð, dV = dx1∧· · ·∧dxn
â Rn) è ðèìàíîâà ñòðóêòóðà � ãëàäêî çàâèñÿùåå îò òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-

äåíèå â êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ (íàïðèìåð, ∥v∥2 =
∑
v2i â Rn).

Ïóñòü íà ìíîãîîáðàçèèMn çàäàíà ôîðìà îáúåìà dV = ωn. Îíà çàäàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñî-

îòâåòñòâèå ìåæäó ôóíêöèÿìè è n-ôîðìàìè, f 7→ fω, ÷òî ïîçâîëÿåò èíòåãðèðîâàòü ïî îáëàñòÿì
D ⊂M ôóíêöèè, f 7→

∫
D f dV . Ïðè ýòîì m(D) =

∫
D dV � ¾îáúåì¿ îáëàñòè D.

Êðîìå òîãî, èìååòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåêòîðíûìè ïîëÿìè è (n− 1)-ôîðìàìè, v 7→ ωn−1
v =

ω(v, ·). Ïðè ýòîì n-ôîðìà dωv = Lvω ïðîïîðöèîíàëüíà ω, êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè
íàçûâàåòñÿ äèâèðãåíöèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ v. Èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî äèâèðãåíöèÿ

div v(x) = lim
ε→0

∫
Dε
Lvω

m(Dε)
,

èçìåðÿåò ñêîðîñòü óâåëè÷åíèÿ îáúåìà ÷àñòèö â ïîòîêå ïîëÿ v.

Èíòåãðàë ïî n − 1-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè Gn−1 îò ôîðìû ωv íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì ïîëÿ v ÷åðåç

ïîâåðõíîñòü G. Åñëè íàM çàäàíà äîïîëíèòåëüíî ðèìàíîâà ñòðóêòóðà (ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(·, ·)), òî íà ïîâåðõíîñòè G èíäóöèðóåòñÿ åñòåñòâåííàÿ ôîðìà îáúåìà dS = ωn(ν, ·), ãäå ν �

âåêòîð âíåøíåé åäèíè÷íîé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè G. Òîãäà v = (v, ν)ν + vêàñ, ãäå âåêòîð vêàñ

êàñàåòñÿ G. Ïîýòîìó ωv

∣∣∣
G
= (v, ν) dS, è ïîòîê èìååò âèä

ΠGv =

∫
G
(v, ν) dS,

Òåîðåìà Ñòîêñà (íàçûâàåìàÿ â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìîé Îñòðîãðàäñêîãî) óòâåðæäàåò, ÷òî â ñëó÷àå,

êîãäà ïîâåðõíîñòü G îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü D, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî∫
G
(v, ν) dS =

∫
D
(div v) dV .



Íàëè÷èå ðèìàíîâîé ñòðóêòóðû ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü âåêòîðà òàêæå è ñ 1-ôîðìàìè, v 7→
α1
v = (v, ·). Êðîìå òîãî, ýëåìåíò îáúåìà èìååòñÿ íà ïîäìíîãîîáðàçèÿõ âñåõ ðàçìåðíîñòåé, â

÷àñòíîñòè, ýëåìåíò äëèíû íà êðèâîé γ � ýòî 1-ôîðìà dl = α1
τ , ãäå τ � åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé

âåêòîð êðèâîé. Èíòåãðàë

Öγv =

∫
γ
α1
v =

∫
γ
(v, τ) dl

íàçûâàåòñÿ öèðêóëÿöèåé ïîëÿ v âäîëü êðèâîé γ. Åñëè M òðåõìåðíî, òî 2 = n − 1, è ïî îïðå-

äåëåíèþ, dα1
v = ωrot v. Òåîðåìà Ñòîêñà äëÿ 1-ôîðì â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò òàêîé âèä: åñëè

îáëàñòü G äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè îãðàíè÷åíà çàìêíóòîé êðèâîé γ, òî öèðêóëÿöèÿ ïîëÿ v âäîëü
íåå ðàâíà ïîòîêó ðîòîðà ïîëÿ v ÷åðåç G,

Öγv = ΠGrot v ,

∮
γ
(v, τ) dl =

∫
G
(rot v, ν) dS .

2. Íàéäèòå êîîðäèíàòû ïîëÿ w, çàäàþùåãî 2-ôîðìó ω2
w = α1

u ∧ α1
v.

3. Îïðåäåëèòå ôóíêöèþ f , çàäàþùóþ 3-ôîðìó α1
u ∧ w2

v = f dx ∧ dy ∧ dz.

ßâíûå ôîðìóëû âåêòîðíîãî àíàëèçà â ðàçìåðíîñòÿõ, áîëüøèõ òðåõ, òàêæå íàõîäÿò âàæíûå

ïðèìåíåíèÿ. Íàïðèìåð, 2-ôîðìà â R4 çàäàåòñÿ 6 êîýôôèöèåíòàìè.

4. Íàéäèòå âûðàæåíèå äëÿ äèôôåðåíöèàëà 2-ôîðìû â R4.

Ïðèìåðîì ïðèìåíåíèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â
R3 çàäàåòñÿ äâóìÿ ïîëÿìè E = (E1, E2, E3) è H = (H1,H2, H3). Óðàâíåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðî-
ìàãíèòíûõ âîëí â âàêóóìå èìåþò âèä

divH = 0, rotE = −1
c Ḣ

divE = 0, rotH = 1
c Ė

Èç ðåøåíèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è âèäíî, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

dF = 0, d(∗F ) = 0,

ãäå

F = −E1dx0 ∧ dx1 − E2dx0 ∧ dx2 − E3dx0 ∧ dx3 +H1dx2 ∧ dx3 +H2dx3 ∧ dx1 +H3dx1 ∧ dx2,
∗F = H1dx0 ∧ dx1 +H2dx0 ∧ dx2 +H3dx0 ∧ dx3 + E1dx2 ∧ dx3 + E2dx3 ∧ dx1 + E3dx1 ∧ dx2.

Çäåñü x0 = ct, à x1, x2, x3 � êîîðäèíàòû òî÷êè â R3. Ñâÿçü ìåæäó ôîðìàìè F è ∗F ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì. Íàëè÷èå íåâûðîæäåííîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê ìíî-
ãîîáðàçèþ M çàäàåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è âî âñåõ åãî âíåøíèõ ñòåïåíÿõ, ÷òî âìåñòå ñî ñïà-
ðèâàíèåì Ωk(M) × Ωn−k(M) → Ωn(M), çàäàâàåìûì âíåøíèì óìíîæåíèåì, äàåò îòîæäåñòâëåíèÿ
∗ : Ωk(M) → Ωn−k(M). Ïðè n = 4 åñëè k = 2, òî è n − k = 2. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîð ∗, ó÷àñò-
âóþùèé â óðàâíåíèÿõ Ìàêñâåëëà, ñîîòâåòñòâóåò (1, 3)-ìåòðèêå Ìèíêîâñêîãî ∥x∥2 = x20 − x21 − x22 − x23 â
÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, êîòîðàÿ íåâûðîæäåíà, õîòÿ è íå ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåëåííîé.

Èç çàìêíóòîñòè 2-ôîðìû F âûòåêàåò åå òî÷íîñòü, F = dA. 1-ôîðìà A, îïðåäåëåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî
ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà, íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì. Äîëãîå âðåìÿ ñ÷èòàëîñü, ÷òî âåêòîðíûé
ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé àáñòðàêöèåé, ëèøåííîé ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà, è ëèøü íåäàâíî áûëî
îáíàðóæåíî (ôàçà Áåððè, êâàíòîâûé ýôôåêò Õîëëà) ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå åãî ñóùåñòâî-
âàíèÿ.
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Ëèñòîê X

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé, åñëè îíà

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàññà

∆u = 0, ò.å. div gradu = 0.

1. Íàéäèòå âñå ñôåðè÷íî-ñèììåòðè÷íûå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè â äîïîëíåíèè ê íà÷àëó êîîðäè-

íàò â Rn. (Îòâåò: u = c0 + c1r
2−n ïðè n > 3 è c0 + c1 ln |r| ïðè n = 2.)

2. Âû÷èñëèòå ñðåäíåå çíà÷åíèå ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè ïî ñôåðå çàäàííîãî ðàäèóñà (Îòâåò: çíà-

÷åíèå ôóíêöèè â öåíòðå ñôåðû. Ýòî � òåîðåìà î ñðåäíåì äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé).

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Ìàêñèìóì è ìèíèìóì (íåïîñòîÿííîé) ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè íå

ìîæåò äîñòèãàòüñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êè îáëàñòè åå îïðåäåëåíèÿ.

3. Äîêàæèòå ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè.

4. Íàéäèòå ñðåäíåå çíà÷åíèå äëÿ ôóíêöèè 1/|x| â R3 íà ñôåðå ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå X.

5. Íàéäèòå ñðåäíåå çíà÷åíèå äëÿ ôóíêöèè ln |x| â R2 ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â

òî÷êå X.

6. Íàéäèòå ñèëó ïðèòÿæåíèÿ êðóãîâîãî êîëüöà 1 6 |x| 6 1 + ε íà ïëîñêîñòè R2 ñ ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåííîé ìàññîé âíóòðè êîëüöà è ñ ïîòåíöèàëîì u(x) = m ln|x−X| äëÿ òî÷å÷íîé ìàññû
m ñîñðåäîòî÷åííîé â òî÷êå X ïëîñêîñòè.

7. Íàéäèòå ñèëó ïðèòÿæåíèÿ îáëàñòè, çàêëþ÷åííîé ìåæäó äâóìÿ ãèïåðáîëàìè 1 6 x y 6 1 + ε
íà ïëîñêîñòè R2 ñ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ìàññîé â ýòîé îáëàñòè è ñ ïîòåíöèàëîì u(x) =
m ln|x−X| äëÿ òî÷å÷íîé ìàññû m ñîñðåäîòî÷åííîé â òî÷êå X ïëîñêîñòè.


