çòõððù é áìçåâòù ìé. ïóåîîéê óåíåóôò 2006.

ìéóôïë 6. óéóôåíù ëïòîåê é çòõððù œåêìñ.

þÅÒÅÚ ´ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÒÎÅÊ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V .

6.1^! (äÌÉÎÙ É ÕÇÌÙ). Á) ðÕÓÔØ ff; fi ∈ ´ ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ (ff; fi) ¿ 0; ff ≠ fi É (ff; ff) ⩽ (fi; fi). ôÏÇÄÁ^{2(ff;fi)}_{(fi;fi)} = 1,^{2(ff;fi)}_{(ff;ff)} = 1; 2; 3. œ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, (fi; fi) = (ff; ff) É ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ff; fi ÒÁŒÅÎ ß=3, (fi; fi) = 2(ff; ff) É ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ff; fi ÒÁŒÅÎ ß=4, É, ÎÁËÏÎÅÃ, (fi; fi) = 3(ff; ff) É ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ff É fi ÒÁŒÅÎ ß=6.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ´ ÉÍÅÀÔÓÑ ËÏÒÎÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÄŒÕÈ ÒÁÚÎÙÈ ÄÌÉÎ (ÄÌÉÎÎÙÅ É ËÏÒÏÔËÉÅ ËÏÒÎÉ).

6.2^!. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÒÎÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÄÌÉÎÙ Œ ´ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ œÅÊÌÑ.

6.3^!. ëÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ Œ ´ É ´^∨?

6.4^! (íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ). æÉËÓÉÒÕÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ Œ ´. üÔÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ V : v_1 ⪰ v_2, ÅÓÌÉ v_1 − v_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ Œ ´, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÂÒÁÎÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÄÌÉÎÎÙÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ËÏÒÏÔËÉÈ ËÏÒÎÅÊ ÔÁËÖÅ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ (ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ËÏÒÏÔËÉÊ ËÏÒÅÎØ). îÁÊÄÉÔÅ ŒÙ- ÒÁÖÅÎÉÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ (ÓÏÏÔŒ. ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÒÏÔËÏÇÏ ËÏÒÎÑ) ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÓÔÙÅ ËÏÒÎÉ ÄÌÑ ËÏÒÎÅŒÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÔÉÐÏŒ A − G (ÓÏÏÔŒ. B; C; F; G).

6.5^! (æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ŒÅÓÁ). æÉËÓÉÒÕÅÍ Œ ´ ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ ff_1; : : : ; ff_r. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ŒÅÓ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËÏÒÎÀ ff_i, | ÜÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ß_i ∈ V , ÄÌÑ ËÏÔÏ- ÒÏÇÏ ⟨ß_i; ff^∨_j ⟩ = ffi_{i;j}. œÙÐÉÛÉÔÅ ÑŒÎÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ŒÅÓÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓÉÓÔÅÍ ËÏÒÎÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ ß_1; : : : ; ß_r Ë ÂÁÚÉÓÕ ff_1; : : : ; ff_r ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ ëÁÒÔÁÎÁ. îÁËÏÎÅÃ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ŒÅÓÏŒ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÌÕÓÕÍÍÏÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.

6.6 (òÅÛÅÔËÁ ŒÅÓÏŒ É ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ). òÅÛÅÔËÏÊ ŒÅÓÏŒ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒ- ÎÅÊ ´ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Œ V , ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ v ∈ V , ÄÌÑ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ⟨v; ff^∨⟩ ∈ Z; ∀ff^∨ ∈ ´^∨. ïÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÍÙ ÜÔÕ ÒÅÛÅÔËÕ ÞÅÒÅÚ P .

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓÏÍ Œ P ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ŒÅÓÁ ß_1; : : : ; ß_r, É ÞÔÏ ÒÅÛÅÔËÁ ËÏÒÎÅÊ Q (Ô.Å. ÒÅÛÅÔËÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ´) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ P .

Â) çÒÕÐÐÁ P=Q ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ ´. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ ÉÍÅÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ:

A_n | Z_{n+1}; B_n; C_n; E_7 | Z_2, D_{2n} | Z_2 × Z_2; D_{2n+1} | Z_4, E_6 | Z_3, G_2; F_4; E_8 | 0. Œ) õÓÔÁÎÏŒÉÔÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍÉ ÇÒÕÐÐÁÍÉ´ É ´^∨.

Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ œÅÊÌÑ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÒÅÛÅÔËÉ ËÏÒÎÅÊ É ŒÅÓÏŒ É ÄÅÊ- ÓÔŒÕÅÔ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ ÎÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ. 1

2 ìéóôïë 6. óéóôåíù ëïòîåê é çòõððù œåêìñ.

6.7 (îÏÓÉÔÅÌØ). îÏÓÉÔÅÌÅÍ ËÏÒÎÑ ff ∈ ´ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ff Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÄŒÁ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ ÎÏÓÉÔÅÌÑ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÎÅ ÐÒÉÂÅÇÁÑ Ë ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ, ÞÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ.

6.8 (ðÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ). ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ⊂ ´ ÎÁÚÏŒÅÍ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅ- ÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ (Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ff; fi ∈ X; ff + fi ∈ ´ ⇒ ff + fi ∈ X) É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙÂÏÒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ).

Á) ðÕÓÔØ ˚ ⊂ ˝. ôÏÇÄÁ X_� := ´_+ ∪ (´_− ∩ Span_Z(ff_i; i ∈ ˚)) (ÇÄÅ ´_+; ´_− | ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Œ ´. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ´ ÓÏÐÒÑÖÅÎÏ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ œÅÊÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ŒÉÄÁ X_�.

Œ) ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ˚ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

6.9 (ëÏÒÎÅŒÙÅ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÙ). ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ´_1 ⊂ ´ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅŒÏÊ ÐÏÄÓÉ- ÓÔÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÚÁÍÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ −1. ïÎÏ ÓÁÍÏ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÒÎÅÊ Œ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

Á) åÓÌÉ U | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ V , ÔÏ ´ ∩ U | ËÏÒÎÅŒÁÑ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÁ Œ ´. Â) ìÀÂÁÑ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÁ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ œÅÊÌÑ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÅ ŒÉÄÁ ´_� = ´ ∩ Span_R(˚); ˚ ⊂ ˝.

6.10 (íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÅŒÙÅ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÙ). œÙÂÅÒÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ {ff_1; : : : ; ff_r} ⊂ ´, É ÐÕÓÔØ ffi =

∑_r i=1 n_iff_i | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ.

Á) åÓÌÉ n_i = 1, ÔÏ ´_{�\{ffi}} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ (ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ) ËÏÒÎÅŒÏÊ ÐÏÄÓÉÓÔÅ- ÍÏÊ Œ ´.

Â) åÓÌÉ n_i | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ËÏÒÎÅŒÁÑ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ˝ \ {ff_i} ∪ {−ffi} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ.

Œ*) ìÀÂÁÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ËÏÒÎÅŒÁÑ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÁ Œ ´ ÓÏÐÒÑÖÅÎÁ (ÐÏÄ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ œÅÊÌÑ) ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÅ ÉÚ ÐÕÎËÔÏŒ Á),Â). åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ ÌÉ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ?

6.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ œÅÊÌÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ w_0 ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. îÁÊÄÉÔÅ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐ œÅÊÌÑ ÓÉÓÔÅÍ ËÏÒÎÅÊ ÔÉÐÏŒ A − G. îÅ ÐÏÌØ- ÚÕÑÓØ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ −w_0 ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ËÁÍÅÒÕ œÅÊÌÑ.

6.12 (úÁÄÁÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ œÅÊÌÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ). Á) ðÕÓÔØ ˝ = {ff_1; : : : ; ff_n} | ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ Œ ´. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ s_i ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ËÏÒÎÑ ff_i. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ s^2_i = 1, É ÞÔÏ (s_is_j )^{rij} = 1, ÇÄÅ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ff_i; ff_j ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ß − ß=r_{ij} .

Â*) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ œÅÊÌÑ | ÜÔÏ ÇÒÕÐÐÁ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ s_i; i = 1; n; É ÓÏÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÑÍÉ s^2_i = 1; (s_is_j )^{rij} = 1.^1

1õËÁÚÁÎÉÅ: ÐÕÓÔØ W^′ ÅÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. äÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ËÁÍÅÒÙ œÅÊÌÑ C ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÔÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U = W^′ × C= ∼, ÇÄÅ (w_1; x_1) ∼ (w_2; x_2), ÅÓÌÉ x_1 = x_2 É w_1w^{−1}_2 ÌÅÖÉÔ Œ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÔÅÍÉ ÉÚ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ s_i, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ x_1. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U → V É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.