îåúáœéóéíùê íïóëïœóëéê õîéœåòóéôåô íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö ðÁÒÁÍÏÎÏŒÁ é.í.

çòõððù é áìçåâòù ìé ëÒÁÔËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ

ðÕÓÔØ g | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C . ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍ ÒÑÄÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÑÄ

g = g^{(1)} ⊃ g^{(2)} ⊃ : : : ⊃ g^{(n)} ⊃ : : :

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ: g^{(n+1)} = [g^{(n)}; g^{(n)}].

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. áÌÇÅÂÒÁ ìÉ g ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ g^{(n)} = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n.

œ ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ g ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÒÅ- ÛÉÍÙÊ ÉÄÅÁÌ r (ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÒÁÄÉËÁÌÏÍ). æÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ g=r ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ 0.

ôÅÏÒÅÍÁ ìÉ.

a) ìÀÂÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ Œ ËÏÎÅÞ- ÎÏÍÅÒÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ.

b) œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

c) ìÀÂÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÐÒÉŒÏ- ÄÉÔÓÑ Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. áÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÒÁÄÉËÁÌ ÒÁŒÅÎ 0, Ô.Å. ÏÎÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

ôÅÏÒÅÍÁ ìÅŒÉ. œÓÑËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ g ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ g = r + l ÓŒÏÅÇÏ ÒÁÄÉËÁÌÁ r É ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ l ∼= g=r (ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ ìÅŒÉ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. æÏÒÍÏÊ ëÁÒÔÁÎÁ-ëÉÌÌÉÎÇÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ g, ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:

(x; y) = tr(adx · ady):

æÏÒÍÁ ëÁÒÔÁÎÁ-ëÉÌÌÉÎÇÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ, g-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÂÉ- ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ g.

ëÒÉÔÅÒÉÊ ëÁÒÔÁÎÁ. áÌÇÅÂÒÁ ìÉ g ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÅ ÆÏÒÍÁ ëÁÒÔÁÎÁ-ëÉÌÌÉÎÇÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ.

óôòïåîéå ðïìõðòïóôùè áìçåâò ìé

äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ

• ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ h ⊂ g,

• ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ´ ⊂ h^∗ É

• ÜÌÅÍÅÎÔ e_ff ∈ g ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ff ∈ ´,

ÔÁËÉÅ ÞÔÏ,

1) 0 =∈´

2) [h; e_ff] = ff(h)e_ff ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ h ∈ h É ff ∈´

3) åÓÌÉ g_ff = C e_ff , ÔÏ g = h ⊕ ⊕_{ff∈�} g_ff

ðÏÄÁÌÇÅÂÒÁ h ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÒÔÁÎÏŒÓËÏÊ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g, ÞÉ- ÓÌÏ r = dim h | ÒÁÎÇÏÍ g, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ´ | ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÒÎÅÊ g, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ff ∈ ´ | ËÏÒÎÑÍÉ, Á ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ g_ff | ËÏÒÎÅŒÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ- ÍÉ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ëÁÒÔÁÎÁ-ëÉÌÌÉÎÇÁ ÎÁ h ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÏ, Œ ÓÉÌÕ ÞÅÇÏ ÏÎÁ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ h É h^∗. ðÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÜÔÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÆÏÒÍÁ ëÁÒÔÁÎÁ-ëÉÌÌÉÎÇÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÄÎÑÔÁ ÎÁ h^∗.

óÉÓÔÅÍÁ ËÏÒÎÅÊ ´ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ h^∗ . ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ëÁÒÔÁÎÁ-ëÉÌÌÉÎÇÁ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ´ | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ h^∗_R | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ.

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÒÎÑ ff ∈ ´ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ h_ff ∈ h, ÞÔÏ

fi(h_ff) =

2(ff; fi) (ff; ff)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ fi ∈ h^∗.

üÌÅÍÅÎÔÙ e_ff ∈ g_ff ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ

[e_ff; e_{−ff}] = h_ff; [h_ff; e_ff] = 2e_ff; [h_ff; e_{−ff}] = −2e_{−ff}

óœïêóôœá óéóôåíù ëïòîåê´

• åÓÌÉ ff; cff ∈ ´(c ∈ C ), ÔÏ c = 1 ÉÌÉ c = −1.

• åÓÌÉ ff; fi; ff+fi ∈ ´, ÔÏ [g_ff; g_fi] = g_{fi+ff}, ÅÓÌÉ ÖÅ ff+fi =∈ ´, ÔÏ [g_ff; g_fi] = 0. ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ f ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ h^∗_R, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁ- ÀÝÉÊÓÑ Œ 0 ÎÁ ËÏÒÎÑÈ: f(ff) ≠ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ff ∈ ´, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ ´ ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ:

´^+ = {ff ∈ ´|f(ff) ¿ 0} É ´^− = {ff ∈ ´|f(ff) ¡ 0}:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ´^− = −´^+, ´^− ∩ ´^+ = 0 É ´ = ´^− ∪ ´^+:

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ´^+ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ˚ = {ff_1; : : : ; ff_r} (ÓÉÓÔÅ- ÍÕ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ), ÞÔÏ

• ˚ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ Œ h^∗_R

• (ff_i; ff_j) ≤ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i ≠ j

• ìÀÂÏÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ fi ∈ ´^+ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ- ÎÙÊ ËÏÒÅÎØ fi ∈ ´^−) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ Œ ŒÉÄÅ fi = ∑ m_iff_i , ÇÄÅ m_i | ÃÅÌÙÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ) ÞÉÓÌÁ.

• äÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÏÒÎÅÊ ff; fi ∈ ´ ÞÉÓÌÏ^{2(ff;fi)}_{(ff;ff)} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ • îÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ a_{ij} =

2(ff_i; ff_j) (ff_j ; ff_j)

= ff_i(h_j) ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÍÁÔÒÉÃÕ ëÁÒÔÁÎÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÅÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏ: g ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ e_1; : : : ; e_r (e_i = e_{ffi} ), f_1; : : : ; f_r (f_i = e_{−ffi} ), h_1; : : : ; h_r É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ: [h_i; h_j] = 0; [e_i; f_j] = ffi_{ij} h_i;

[h_i; e_j ] = a_{ij} e_j; [h_i; f_j] = −a_{ij}f_j ;

ad(e_i)^{−aji +1}(e_j ) = 0 É ad(f_i)^{−aji +1}(f_j ) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i ≠ j ôòåõçïìøîïå òáúìïöåîéå ðÏÌÏÖÉÍ n_+ = ⊕_{ff∈�+} g_ff É n_− = ⊕_{ff∈�−} g_ff ôÏÇÄÁ g = n_− ⊕ h ⊕ n_+. ðÒÉ ÜÔÏÍ

• n_+ (n_−) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÊ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÍÉ e_1; : : : ; e_r (f_1; : : : ; f_r ) • ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ n_+ (x ∈ n_− ) ÏÐÅÒÁÔÏÒ adx ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ Œ g.

• [h; n_+] = n_+ É [h; n_−] = n_− • U (g) = U (n_−) ⊗ U (h) ⊗ U (n_+) çòõððá œåêìñ äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ff ∈ h^∗_R; ff ≠ 0; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ s_ff ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ff:

s_ff(x) = x −

2(x; ff) (ff; ff) ff: ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÒÕÐÐÏÊ œÅÊÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÒÎÅÊ ´ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁ W , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ s_ff(ff ∈ ´).

óŒÏÊÓÔŒÁ ÇÒÕÐÐÙ œÅÊÌÑ: • W ËÏÎÅÞÎÁ • W ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ s_{ffi} (ff_i ∈ ˚). • W ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÒÎÅÊ´ • W ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÓÉÓÔÅÍ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÅÊ • det s_ff = −1, s_ff(ff) = −ff ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÒÎÑ ff ∈´ • s_{ffi} (´^+ \ ff_i) = (´^+ \ ff_i) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ËÏÒÎÑ ff_i ∈˚ • åÓÌÉ æ =^1_2 ∑ fi∈�^+ fi | ÐÏÌÕÓÕÍÍÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÔÏ ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ËÏÒÎÑ ff_i ∈ ˚ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ s_{ffi} (æ) = æ − ff_i. (œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ŒÁÖÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ: æ(h_{ffi} ) = 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ËÏÒÎÑ ff_i ∈ ˚) • ðÕÓÔØ K = {x ∈ h^∗_R| (ff_i; x) ¿ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ff_i ∈ ˚} (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÍÅÒÏÊ œÅÊÌÑ), Á —K | ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ K. ôÏÇÄÁ —K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ œÅÊÌÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ h^∗_R, ÔÏÞÎÅÅ

{ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ h^∗_RÎÁÊÄÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ w ∈ W , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ wx ∈ —K; { eÓÌÉ x; wx ∈ —K, ÔÏ x = wx, ÅÓÌÉ ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ x ∈ K, ÔÏ w = id