ìÅËÃÉÑ 4

4. óÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔÉ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÁ, ÄÉÓÓÉÐÁÔÉŒÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ A { ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ H Ó ÐÌÏÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ, ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A^∗ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ u ∈ D(A)

(Au; v) = (u; w);

ÔÏ v ∈ D(A^∗) É A^∗v = w. óÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [Aç], ÇÌ. IV. ôÁÍ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÒÏŒÅÒËÕ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÐÒÉŒÅÄÅÍ.

ïÐÅÒÁÔÏÒ A^∗ ŒÓÅÇÄÁ ÚÁÍËÎÕÔ. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ A ÚÁÍËÎÕÔ, ÔÏ A^∗ ÐÌÏÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ É A^{∗∗} = A. åÓÌÉ A ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔ, ÎÏ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ, ÔÏ A^{∗∗} = A.

åÓÌÉ A ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, ÔÏ A^∗ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ. åÓÌÉ A ËÏÍÐÁËÔÅÎ, ÔÏ A^∗ ËÏÍÐÁËÔÅÎ. åÓÌÉ A ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÊ, ÔÏ A^∗ ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÊ É (A^{−1})^∗ = (A^∗)^{−1}. ëÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ.

óÐÅËÔÒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A É A^∗ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ. òÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ ÓŒÑÚÁÎÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

R_A(–)^∗ = R_A∗ (–): (1)

åÓÌÉ á ÚÁÍËÎÕÔ É ÉÍÅÅÔ ÐÌÏÔÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÔÏ

H = Ker A ⊕ Ran A^∗ = Ker A^∗ ⊕ Ran A: (2)

(ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.) úÄÅÓØ É ÄÁÌØÛÅ Ran { ÜÔÏ Range, ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÊ. úÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÑÄÒÁ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÁÓØ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÎÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ: ÅÓÌÉ x_n → x É Ax_n = 0, ÔÏ x ∈ D(A) É Ax = 0.

äÌÑ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ –_0 ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÒÁÚÌÏ- ÖÅÎÉÑ H = N_A(–_0) ∔ M_A(–_0); H = N_A∗ (–_0) ∔ M_A∗ (–_0) (3) ÓŒÑÚÁÎÙ ÔÁË:

N_A(–_0) = (M_A∗ (–_0))^⊥; N_A∗ (–_0) = (M_A(–_0))^⊥: (4)

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ c ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ

N_A(–_0) = Ker(A − –_0I)^˚ = Ker(A_1 − –_1I); M_A(–_0) = Ran(A − –_0I)^˚ = Ran(A_1 − –_1I);

ÇÄÅ A_1 { ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ É –_1 ≠ 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÑ N_A∗ (–_0) É M_A∗ (–_0) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ A^∗_1 − –_1I ŒÍÅÓÔÏ A_1 − –_1I. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ŒÉÄÁ (2) ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏŒ.

Typeset by AMS-TEX 1

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ Ï ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ É ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ.

ðÕÓÔØ A { ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ{ ûÍÉÄÔÁ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ {e_j}^∞_1 ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. þÁÓÔØ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÂÁÚÉÓ Œ ÑÄÒÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ker A, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ. ðÕÓÔØ –_j { ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ u ∈ H u = ∞∑ 1 (u; e_j)e_j É Au = ∞∑ 1 –_j (u; e_j)e_j : (5)

(œÏ ŒÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÅ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÀÔ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó ÎÕÌÅŒÙÍÉ –_j.) ðÒÉ ÜÔÏÍ

‖u‖^2 = ∞∑ 1 |(u; e_j)|^2; ‖Au‖^2 = ∞∑ 1 –^2_j |(u; e_j)|^2: (6)

ïÂÏÂÝÅÎÉÑÍÉ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÙ

(u; v) = ∞∑ 1 (u; e_j)(v; e_j ); (Au; v) = ∞∑ 1 –_j (u; e_j)(v; e_j ): (7)

œÓÅ ÜÔÏ ŒÁÒÉÁÎÔÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ðÁÒÓÅŒÁÌÑ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A c ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÕÓÌÏŒÉÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ŒÔÏÒÏÇÏ ÒÑÄÁ Œ (6) ÒÁŒ- ÎÏÓÉÌØÎÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÁ u Ë D(A).

âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ÆÁËÔ ÄÌÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ: ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ËÏÍÐÁË- ÔÅÎ, ÔÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ Œ H ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÏÒÍÁÌÅÎ, Ô.Å. ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÅÎ ÓÏ ÓŒÏÉÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ:

AA^∗ = A^∗A: (8)

œ ÜÔÏÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÕÖÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙ. îÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÔÏÖÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÙ- ÐÏÌÎÅÎÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅŒÁ É ÓÐÒÁŒÁ.

ðÏÌÅÚÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ { ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÕÎË- ÃÉÉ ÏÔ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÁÍÁ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ R(–) Œ ÎÅŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ –.

äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ÓÓÙÌÏË ÓÎÁÂÖÅÎÙ ÎÏÍÅÒÁÍÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. îÏÒÍÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ó ÏÒÔÏÎÏÒ- ÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÒÁŒÎÁ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ ÍÏÄÕÌÅÊ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÔÅÈ ÖÅ, ÞÔÏ É ŒÙÛÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÓÉÌÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ðÁÒÓÅ- ŒÁÌÑ ‖Au‖^2 = ∑ |–_j|^2|(u; e_j)|^2

ÍÙ ÉÍÅÅÍ ‖A‖^2 ≤ sup |–_j|. C ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ e_j , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ‖Ae_j ‖ = sup |–_j|, ÌÉÂÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_{jk} , ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ‖Ae_{jk} ‖ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÜÔÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ- ÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ

R_A(–) = ∞∑ 1 1 –_j − – e_j : (9)

ÐÏÌÕÞÁÅÍ ‖R_A(–)‖ = sup |–_j − –|^{−1} = 1=d(–); (10)

ÇÄÅ d(–) { ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ – ÄÏ ÓÐÅËÔÒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, É ÅÓÌÉ – ÎÅŒÅ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÏ ‖R_A(–)‖ ≤ | Im –|^{−1}: (11)

óÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÓÎÉÚÕ ÞÉÓÌÏÍ c, ÅÓÌÉ (Au; u) ≥ c(u; u) (ÄÌÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ { ÎÁ ÅÇÏ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÉÛÕÔ A ≥ c. äÌÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÉÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ ÜÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ Ó. åÓÌÉ ÚÄÅÓØ c = 0, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ, Á ÅÓÌÉ c > 0 { ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÉÛÕÔ A ≥ 0, ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÉÓÁÔØ A > 0. ïÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑ- ÅÔÓÑ É ÐÏÌÕÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÓŒÅÒÈÕ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ A { ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÉÌÉ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ^1 . ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ (Au; u) = 0, ÔÏ Au = 0.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÉÚ (Au; u) = 0 Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ j ÌÉÂÏ (u; e_j) = 0, ÌÉÂÏ –_j = 0 (ÌÉÂÏ ÔÏ É ÄÒÕÇÏÅ).

œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÎÅÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÁ A ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ

Re A = 1 2 (A + A^∗); Im A = 1 2i (A − A^∗): (12)

üÔÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. œ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ, ÅÓÌÉ D(A) = D(A^∗), É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Re A É Im A ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ D(A) = D(A^∗) É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ: (Au; v) = (u; Av). (îÏ ÜÔÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 1 ÎÉÖÅ.) ñÓÎÏ, ÞÔÏ

A = Re A + i Im A: (13)

óÌÅÄÕÅÔ ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ A É A^∗ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ; cÍ. ÐÒÉÍÅÒ 1 ÎÉÖÅ.

1âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁÍ ÎÅ ÎÕÖÎÙ.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÔÁÒÁÔØÓÑ ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÏŒÁÔØ ÎÏŒÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ É ÆÁËÔÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ. äÏÇÏŒÏÒÉÍÓÑ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ G = G^+ ŒÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ Œ R^n ÓÏ ÓŒÑÚÎÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ, ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÞÅÒÅÚ S. çÒÁÎÉÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÚÎÁÞËÏÍ^+.

ðÒÉÍÅÒ 1. úÁÐÉÛÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ çÒÉÎÁ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ Œ G = G^+:

(´u; v)_G − (u; ´v)_G = (@_˚ u^+; v^+)_S − (u^+; @_˚v^+)_S : (14)

úÄÅÓØ @_˚ { ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏ ŒÎÅÛÎÅÊ ÎÏÒÍÁÌÉ. éÚ (14) ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÉ

−´u + bu = f; @_˚ u^+ − cu^+ = 0; −´v + bv = g; @_˚ v^+ − cv^+ = 0 (15)

c ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÍÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ (ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ) ÆÕÎËÃÉÑÍÉ b É Ó ÆÏÒ- ÍÁÌØÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ: ÎÁ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ

(´u + bu; v)_G − (u; ´v + bv)_G = (@_˚ u^+ − cu; v^+)_S − (u^+; @_˚ v^+ − cv^+ )_S = 0:

íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ L_2(G)

A : u → ´u + bu É B : v → ´v + cv

(ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ) ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ: (Au; v)_G = (u; Bv)_G, B = A^∗. üÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ c ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÌÅÖÁÝÉÍÉ Œ H^2(G) É ŒÙÄÅÌÑÅÍÙÍÉ ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ Œ (15) ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ c ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁ, ÔÏ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

ðÕÓÔØ ÏÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ôÏÇÄÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ - ÜÔÏ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ u → ´u+(Re b)u, ÏÎ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ É ÉÍÅÅÔ ÔÕ ÖÅ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. á ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A { ÜÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ Im b, ÏÎ ÔÏÌØËÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÎÁ D(A), ÎÏ ÉÍÅÅÔ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ { ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ Œ L_2(G).

ðÕÓÔØ D(A) = D(A^∗). ïÐÅÒÁÔÏÒ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÓÓÉÐÁÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ Im A ≥ 0, Ô.Å.

(Im Au; u) = Im(Au; u) ≥ 0: (16)

óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÌÅÖÁÔ Œ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ É îÅÊÍÁÎÁ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ çÅÌØÍÇÏÌØÃÁ ´u + k^2u = 0 Œ G (Ó ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ u^+ = ’ É @_˚u^+ = ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙ. üÔÉÍ ÉÓËÌÀÞÁÅÔÓÑ ÓÞÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ k. ôÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

A’ = É T = ’ (17)

ÎÁ ÒÅÛÅÎÉÑÈ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. úÄÅÓØ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ u^+ → u → @_˚ u^+, ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ @_˚u^+ → u → u^+. üÔÉ ÄŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÞÁÓÔÏ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ (Œ ÜÔÏÊ É ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÈ ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ) Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ŒÏÐÒÏÓÁÈ ÔÅÏÒÉÉ

ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Œ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ. éÈ ÁÎÇÌÉÊÓËÉÅ ÎÁÚŒÁÎÉÑ { Dirichlet-to- Neumann operator É Neumann-to-Dirichlet operator.

íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ðäï (ÐÓÅŒÄÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÒÑÄËÏŒ 1 É −1. ðÕÓÔØ k = k_1 + ik_2; ÏÂÙÞÎÏ ÓÞÉÔÁÀÔ, ÞÔÏ k_2 ≥ 0.

éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ çÒÉÎÁ (14) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

Im(T ; )_S = −2k_1k_2(u; u)_G: (18)

œ L_2(S) ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ËÏÍÐÁËÔÅÎ, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ A c ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ H^1(S) ÉÍÅÅÔ ËÏÍÐÁËÔÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ. ðÒÉ k_1k_2 = 0 ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ. åÓÌÉ ÖÅ ÜÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T ÉÌÉ −T ÄÉÓÓÉÐÁÔÉ- ŒÅÎ. ôÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ A.

ëÓÔÁÔÉ, ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ

´u + k^2u = 0 Œ G; @_˚ u^+ = –u^+ ÎÁ S: (19)

óÐÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÇÒÁÎÉÞÎÏÍ ÕÓÌÏŒÉÉ.

äÉÓÓÉÐÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÏÂÙÞÎÏ ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÐÏÇÌÏÝÅÎÉÅÍ ÜÎÅÒÇÉÉ Œ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÅÓÌÉ ÔÁËÏŒÁÑ ÉÍÅÅÔÓÑ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÄÉÓÓÉÐÁÔÅŒÅÎ ÎÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ cA, ÇÄÅ c { ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ ÐÏÓÔÏ- ÑÎÎÁÑ, ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÐÏÌÅÚÎÏ. åÓÌÉ A ÄÉÓÓÉÐÁÔÉŒÅÎ, ÔÏ −A^∗ ÄÉÓÓÉÐÁÔÉŒÅÎ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. (óÒ. [çK], ÇÌ. V, §1.) ðÕÓÔØ A { ÄÉÓÓÉÐÁÔÉŒÎÙÊ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ, ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÉÌÉ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ, É – { ÅÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ Œ N_A(–_0) ŒÓÅ ËÏÒÎÅŒÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ Au = –u, Av−–v = u, – ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ u = 0. îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ – = 0, Ô.Å. Av = u, Au = 0. ôÏÇÄÁ

0 = Im(Au; u) = (Im A u; u)

É Im Au = 0 Œ ÓÉÌÕ ÓÄÅÌÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 3. ðÏÜÔÏÍÕ A^∗u = 0. ïÔÓÀÄÁ

(u; u) = (Av; u) = (v; A^∗u) = 0;

ÔÁË ÞÔÏ u = 0. □

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ŒÅÒÎÙÍ É ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ Ë ÄÉÓÓÉÐÁÔÉŒÎÏÍÕ.

5. óÌÁÂÙÅ ŒÏÚÍÕÝÅÎÉÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. éÚ ÏÂSSÅË- ÔÏŒ ÎÁÛÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ŒÁÖÎÅÊÛÉÈ { ÓÌÁÂÏÅ ŒÏÚÍÕÝÅÎÉÅ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ (ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÉÌÉ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ); ÄÒÕÇÏÅ ÎÁÚŒÁÎÉÅ { ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÂÌÉÚËÉÊ Ë ÓÁÍÏÓÐÒÑÖÅÎÎÏÍÕ. üÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÉÄÁ

A = A_0 + A_1; (1)

ÇÄÅ A_0 { ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ A_1 Œ ÔÏÍ ÉÌÉ ÉÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÐÏÄÞÉÎÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ A_0. õÓÌÏŒÉÍÓÑ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ A_0 ÉÍÅÅÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ {e_j }^∞_1 ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ –_j , ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ, Ô.Å.

Ker A = {0}: (2)

ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A^{−1}_0 (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ A { ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. üÔÏÔ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ {e_j}^∞_1 É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ –^{−1}_j , ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A_0. ëÏÎÅÞÎÏ, ÅÓÌÉ A_0 ËÏÍÐÁËÔÅÎ, ÔÏ A^{−1}_0 { ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ.

ðÏÄÞÉÎÅÎÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A_1 ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ A_0 ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÁÚÎÕÀ ÓÉÌÕ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ É ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÙÊ ŒÉÄ ÐÏÄÞÉÎÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ A_1 ËÏÍÐÁËÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A_0. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A_1A^{−1}_0 ËÏÍÐÁËÔÅÎ.

äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÂÏÌÅÅ ÇÌÕÂÏËÏÇÏ ÐÏÄÞÉÎÅÎÉÑ ÎÁÍ ÎÕÖÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A_0. ðÕÓÔØ Ker A_0 ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ; ÅÓÌÉ Õ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÅÓÔØ ÏÔÒÉ- ÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÔÏ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ı. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A^fl_0 ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ‚ ÆÏÒÍÕÌÏÊ^2

A^fl_0 u = ∞∑ 1 –^fl_j (u; e_j )e_j; (3)

ÇÄÅ (re^{iß} )^fl = r^fl e^{ißfl} .

ðÕÓÔØ A_0 { ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ. íÙ ÓËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ A_1 ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË q ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A_0, ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A_1A^{−q}_0 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ. úÄÅÓØ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÁÍ ÎÕÖÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ q < 1.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÂÏÌÅÅ ÖÅÓÔËÏÅ, ÏÎÏ ŒÌÅÞÅÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ, ÔÁË ËÁË A^{−1} = A^{−q}A^{−1+q} É ÚÄÅÓØ ŒÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ { ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ.

ëÁË ÐÒÁŒÉÌÏ (ÎÏ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ) Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ A_0 ÂÅÒÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A.

2äÌÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÂÙÓÔÒÙÍ ÕÂÙŒÁÎÉÅÍ ÎÏÒÍÙ ÒÅÚÏÌØ- ŒÅÎÔÙ ŒÄÏÌØ R_− (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÓËÏÒÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÉŒÅÄÅÎÏ) ÉÍÅÅÔÓÑ ÄÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÅÊ { ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ËÏÎÔÕÒÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ. óÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [A III, 5].