1 ëÕÒÓ, áÌÇÅÂÒÁ 7 22.10.2002

ïÐÅÒÁÔÏÒÙ - 2

þÁÓÔØ 1. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ É ËÏÒÎÅŒÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ

ðÕÓÔØ A | ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. œÅËÔÏÒ v ∈ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A : V → V , ÅÓÌÉ Av = ˘v, ˘ ∈ K. þÉÓÌÏ ˘ ∈ K, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A.

ìÅÍÍÁ 1.2. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ˘ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ V .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ Av_1 = ˘v_1 É Av_2 = ˘v_2, ÔÏ A(v_1 + v_2) = Av_1 + Av_2 = ˘v_1 + ˘v_2 = ˘(v_1 + v_2).

ìÅÍÍÁ 1.3. þÉÓÌÏ ˘ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ⇐⇒ Ø_A(˘) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ˘ | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ⇐⇒ Ker(˘ Id −A) ≠ 0 ⇐⇒ det(˘ Id −A) = Ø_A(˘) = 0.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.4. åÓÌÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ø_A(t) ÉÍÅÅÔ n = dim V ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÔÏ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ ˘_1; : : : ; ˘_n | ËÏÒÎÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, Á v_1; : : : ; v_n | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ. ôÏÇÄÁ v_1; : : : ; v_n | ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ∑ x_iv_i = 0, ÔÏ ∀i ÉÍÅÅÍ 0 = ∏ j≠i(A−˘j Id)(

∑_n k=1 x_kv_k) =

∑_n k=1 x_k ∏ j≠i(˘k −˘j )vk = xi ∏ j≠i(˘i −˘j)vi, ÚÎÁÞÉÔ xi = 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

ŒÅËÔÏÒÙ v_1; : : : ; v_n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ. îÁËÏÎÅÃ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÒÁŒÎÁ diag(˘_1; : : : ; ˘_n).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.5. œÅËÔÏÒ v ∈ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅŒÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ˘ ∈ K, ÅÓÌÉ (A − ˘ Id)^kv = 0 ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÞÉÓÌÁ k ∈ Z.

ìÅÍÍÁ 1.6. íÎÏÖÅÓÔŒÏ V_˘ ËÏÒÎÅŒÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÞÉÓÌÁ ˘ ∈ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ (A−˘ Id)^{k1} v_1 = 0 É (A−˘ Id)^{k2} v_2 = 0, ÔÏ (A−˘ Id)^{k1+k2} (v_1+v_2) = 0, Á ÅÓÌÉ (A−˘ Id)^kv = 0, ÔÏ (A − ˘ Id)^kAv = A(A − ˘ Id)^kv = 0.

þÁÓÔØ 2. öÏÒÄÁÎÏŒÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ

œ ÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ K ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ K ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ Œ K. ðÒÉÍÅÒÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÌÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅ C .

ìÅÍÍÁ 2.1. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ËÏÒÎÅŒÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÃÅÐÏÞËÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V ⊃ Im(A − ˘ Id) ⊃ Im(A − ˘ Id)^2 ⊃ : : : É 0 ⊂ Ker(A − ˘ Id) ⊂ Ker(A − ˘ Id)^2 ⊂ : : : (ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÏÞÅŒÉÄÎÙ). òÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÃÅÐÏÞËÅ ÕÍÅÎØÛÁÀÔÓÑ, Á ŒÏ ŒÔÏÒÏÊ | ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÀÔÓÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, dim Ker(A − ˘ Id)^p + dim Im(A − ˘ Id)^p = dim V , ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ k ∈ Z, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ) Œ ÃÅÐÏÞËÁÈ ÐÒÉ p ⩾ k ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÒÉ p ⩾ k ÉÍÅÅÍ Ker(A−˘ Id)^p = Ker(A−˘ Id)^k É Im(A−˘ Id)^p = Im(A−˘ Id)^k. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ËÏÒÎÅŒÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ V_˘. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ŒÔÏÒÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÞÅÒÅÚ ^V_˘ É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ V = V_˘ ⊕ ^V_˘. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ dim V_˘ +dim ^V_˘ = dim V , ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ V_˘ ∩ ^V_˘ = 0. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ (A − ˘ Id) ^V_˘ = ^V_˘, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (A − ˘ Id) ÎÁ ^V_˘ ÓÀÒØÅËÔÉŒÅÎ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÏÂÒÁÔÉÍ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ŒÓÅ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÂÒÁÔÉÍÙ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒÁ 0 ≠ v ∈ ^V_˘, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ (A − ˘ Id)^mv = 0. 1

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ∀˘ ∈ K ÉÍÅÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ V = V_˘ ⊕ ^V_˘. äÏÁËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ dim V . œ ÓÌÕÞÁÅ dim V = 0 ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ dim V ¿ 0. ðÒÅÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ˘ | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A (ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÁË ËÁË Œ ÓÉÌÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÐÏÌÑ K ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ø_A(t) ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ). ôÏÇÄÁ dim V_˘ ¿ 0, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ dim ^V_˘ ¡ dim V . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ V = V_˘⊕ ^V_˘ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ A ÎÁ ^V_˘. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ^V_˘ = ⊕^m_{i=1}( ^V_˘)_{˘i} | ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ËÏÒÎÅŒÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ( ^V_˘)_{˘i} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅŒÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A Œ V É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ V = V_˘ ⊕ (⊕^m_{i=1}( ^V_˘)_{˘i} ) | ÉÓËÏÍÏÅ.

ëŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ k × k, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÑÔ ÞÉÓÌÁ ˘, ÎÁÄ ÄÉÁ- ÇÏÎÁÌØÀ | ÅÄÉÎÉÃÙ, Á Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ | ÎÕÌÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ËÌÅÔËÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ J_k(˘).

˘ 1 0 ::: 0 0 0 ˘ 1 ::: 0 0 0 0 ˘ ::: 0 0 . . . . . . .. . . . . . 0 0 0 ::: ˘ 1 0 0 0 ::: 0˘

ôÅÏÒÅÍÁ 2.2. ðÕÓÔØ A | ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ V . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A | ÂÌÏÞÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ Ó ÖÏÒÄÁÎÏŒÙÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÒÁÚÌÏÖÉÍ V Œ ÓÕÍÍÕ ËÏÒÎÅŒÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ôÁË ËÁË ËÏÒÎÅŒÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÎŒÁ- ÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÖÏÒÄÁÎÏŒ ÂÁÚÉÓ ÄÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ A ÎÁ ÌÀÂÏÅ ËÏÒÎÅŒÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_˘. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÖÏÒÄÁÎÏŒ ÂÁÚÉÓ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A − ˘ Id. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ A^k = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k ⩾ 0.

ðÒÅÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ A^{k−1} ≠ 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÃÅÐÏÞËÕ 0 ⊂ Ker A ⊂ Ker A^2 ⊂ · · · ⊂ Ker A^{k−1} ⊂ Ker A^k = V É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ W_p ⊂ Ker A^p, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ

(∗_p) Ker A^p = [W_p ⊕ A(W_{p+1}) ⊕ · · · ⊕ A^{k−p}(W_k)] ⊕ Ker A^{p−1} ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ p = 1; : : : ; k. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ p. ðÒÉ p = k ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ 1 ¡ p ¡ k É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ W_p; : : : ; W_k ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ (∗_p) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ [ W_p ⊕ A(W_{p+1}) ⊕ · · · ⊕ A^{k−p}(W_k) ] ∩ Ker A = 0, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ

A(W_p) ⊕ A^2(W_{p+1}) ⊕ · · · ⊕ A^{k−p+1}(W_k) = A(W_p ⊕ A(W_{p+1}) ⊕ · · · ⊕ A^{k−p}(W_k)) ⊂ A(Ker A^p) ⊂ Ker A^{p−1}:

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, [ A(W_p) ⊕ A^2(W_{p+1}) ⊕ · · · ⊕ A^{k−p+1}(W_k) ] ∩ Ker A^{p−2} = 0, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ W_{p−1}, ÔÁË ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ (∗_{p−1}).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ W_1; : : : ; W_k | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÓÌÏŒÉÅ (∗_p) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ 1 ⩽ p ⩽ k. ðÏÄÓÔÁŒÉŒ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (∗_p) ÏÄÎÏ Œ ÄÒÕÇÏÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ

V = Ker A^k = W_k ⊕ [W_{k−1} ⊕ A(W_k)] ⊕ [W_{k−2} ⊕ A(W_{k−1}) ⊕ A^2(W_k)] ⊕ · · · ⊕ [W_1 ⊕ A(W_2) ⊕ · · · ⊕ A^{k−1}(W_k)]: ðÅÒÅÇÒÕÐÐÉÒÏŒÙŒÁÑ ÞÌÅÎÙ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

V = [W_k ⊕ A(W_k) ⊕ · · · ⊕ A^{k−1}(W_k)] ⊕ [W_{k−1} ⊕ A(W_{k−1}) ⊕ · · · ⊕ A^{k−2}(W_{k−1})] ⊕ · · · ⊕ [W_2 ⊕ A(W_2)] ⊕ W_1: œÙÂÅÒÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÂÁÚÉÓ w_{p;i} Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ W_p. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ A^p(W_p) = 0, ÎÏ W_p ∩ Ker A^{p−1} = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÙ e_{p;i;j} = A^j w_{p;i} (j = 0; : : : ; p − 1) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ V . âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ p É i ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ V , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ e_{p;i;0}; : : : ; e_{p;i;p−1} ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A, Á ÍÁÔÒÉÃÁ A Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ËÌÅÔËÏÊ J_p(0).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.3. åÓÌÉ ÐÏÌÅ K ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÔÏ ÖÏÒÄÁÎÏŒÁ ÂÁÚÉÓÁ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÂÙÔØ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ i Œ C ∼= R^2 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÖÏÒÄÁÎÏŒÁ ÂÁÚÉÓÁ ÎÁÄ R.

ëÁË ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÖÏÒÄÁÎÏŒÁ ÂÁÚÉÓ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ. ïÄÎÁËÏ, ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙÈ ËÌÅÔÏË ŒÉÄÁ J_k(˘) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÅÇÏ ŒÙÂÏÒÁ.

ìÅÍÍÁ 2.4. ðÕÓÔØ n_{˘;k} | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙÈ ËÌÅÔÏË ŒÉÄÁ J_k(˘) Œ ÍÁÔÒÉÃÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A Œ ÎÅËÏÔÏÒÍ ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. ôÏÇÄÁ

∑_k p=1 pn_{˘;p} + ∑_∞ p=k+1 kn˘;p = dim Ker(A − ˘ Id)

k ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˘ É k.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÒÑÍÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.5. öÏÒÄÁÎÏŒ ÂÁÚÉÓ ÏÞÅÎØ ÕÄÏÂÅÎ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÍ A. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ tr A = ∑ ˘;k kn_{˘;k}(A)˘; det A = ∏ ˘;k ˘^{kn˘;k(A)}; Ø_A(t) = ∏ ˘;k (t − ˘)^{kn˘;k(A)};

ÇÄÅ n_{˘;k}(A) | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙÈ ËÌÅÔÏË ŒÉÄÁ J_k(˘). ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÖÏÒÄÁÎÏŒÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

úÁÄÁÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÉÀ Œ V ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ K[t] (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(t) = a_nt^n + · · · + a_0 ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ f(A) = a_nA^n + · · · + a_0). ìÅÇËÏ ŒÉ- ÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍÕ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ËÌÅÔËÉ J_k(˘) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÍÏÄÕÌØ K[t]=(t − ˘)^kK[t]. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÅÏÒÅÍÕ 2.2 ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.6. åÓÌÉ K | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ É V | K[t]-ÍÏÄÕÌØ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ dim V ¡ ∞, ÔÏ V ∼= ⨁ ˘;k K[t]=(t − ˘)^kK[t].

œÏÔ ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÐÏÌÅÚÎÁÑ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ. ïÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÄÉÁÇÏ- ÎÁÌØÎÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. ïÐÅÒÁÔÏÒ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ A^m = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.7. œÓÑËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ A = A_{ss} + A_n, ÇÄÅ A_{ss} | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ, A_n | ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ É A_{ss}A_n = A_nA_{ss}.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.8. ôÁËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙÍ. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.

þÁÓÔØ 3. ôÅÏÒÅÍÁ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÜÌÉ

ôÅÏÒÅÍÁ 3.1. ðÕÓÔØ A | ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏ- ÌÅÍ K (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ). ôÏÇÄÁ Ø_A(A) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.5 ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ

(†) Ø_A(t)E = ^(tE − A) · (tE − A) = (tE − A) · ^(tE − A) (ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ËÏÌØÃÅ Mat_{n×n}(K[t]) ∼= Mat_{n×n}(K)[t]). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É Œ ËÏÌØÃÅ R = Z_A(Mat_{n×n}(K)[t]) = (Z_A(Mat_{n×n}))[t] (Z_A | ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÑÓÎÏ ÞÔÏ tE − A ∈ R É Ø_A(t)E ∈ R. îÁËÏÎÅÃ, ÉÚ (†) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ^(tE − A) ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó tE − A, Á ÚÎÁÞÉÔ É Ó A, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ^

(tE − A) ∈ R. úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : R → Mat_{n×n}(K); ∑ p B_pt^p → ∑ p B_pA^p (B_p ∈ Z_A(Mat_{n×n}(K)))

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ’( ∑ B_pt^p)’( ∑ C_qt^q ) = ( ∑ B_pA^p)( ∑ C_qA^q ) = ∑ B_pA^pC_qA^q = ∑ B_pC_qA^pA^q = ∑ B_pC_qA^{p+q} = ’( ∑ B_pC_qt^{p+q} ):

ðÒÉÍÅÎÑÑ ’ Ë (†) ÐÏÌÕÞÁÅÍ Ø_A(A) = ’(Ø_A(t)E) = ’( ^(tE − A)) · ’(tE − A) = ’( ^(tE − A)) · (A − A) = 0.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.2. åÓÌÉ ÐÏÌÅ K | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÜÌÉ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ø_A(A) Œ ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.3. ðÕÓÔØ f_A : K[t] → End_K (A) | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ∑ a_pt^p ∈ K[t] Œ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ∑ p a_pA^p ∈ End_K (A). ôÏÇÄÁ Ø_A(t) ∈ Ker f_A.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.4. îÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1 Œ ÉÄÅÁÌÅ Ker f_A ⊂ K[t] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ m_A(t).

ðÒÉÍÅÒÙ 3.5. 1. åÓÌÉ m_A(t) = t − ˘, ÔÏ A = ˘E.

2. åÓÌÉ m_A(t) = t^2 − t, ÔÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÏÒÏÍ ÉÌÉ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ. 3. åÓÌÉ m_A(t) = t^n, ÔÏ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ. 4. åÓÌÉ m_A(t) = (t − 1)^n, ÔÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÐÏÔÅÎÔÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ.

ìÅÍÍÁ 3.6. íÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÄÅÌÉÔ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: Ø_A(t) = m_A(t)q(t) + r(t), ÇÄÅ deg r(t) ¡ deg m_A(t), ÎÏ r(t) ∈ Ker f_A, ÐÏÜÔÏÍÕ r(t) = 0.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.7. åÓÌÉ A | ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÔÏ deg m_A(t) ⩽ n.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.8. íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÅÌÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÉ- ÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.