íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôåïòéñ ðòåäóôáœìåîéê, 1 óåíåóôò

ìåëãéñ 3

ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ

îÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Irrep_C(G) ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ | ËÏÎÅÞÎÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Irrep_C(G) ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÇÒÕÐÐÙ G.

ðÒÉÍÅÒ 1. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ ÄÉÜÄÒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. æÕÎËÃÉÑ f : G → C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÓÏÐÒÑÖÅÎ- ÎÏÓÔÉ ÇÒÕÐÐÙ G (f(ghg^{−1} ) = f(h)).

ôÁË ËÁË ÓÌÅÄ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÌÁÓÓÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÈÁÒÁËÔÅÒÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ | ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÃÅÎÔÒÁÌØ- ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ËÁË ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ, ÈÁÒÁËÔÅÒÙ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏÌÎÏÔÙ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÄÏËÁÖÅÍ ÌÅÍÍÕ.

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ f | ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, %|ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

%(f) = ∑ g∈G f(g)%(g)−

ÓËÁÌÑÒ^{|G|}_{dim V} ⟨f; Ø_%⟩.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏ ÐÅÒŒÙÈ, ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ | ÓÐÌÅÔÁÀÝÉÊ:

%(h)^{−1}%(f)%(h) = ∑ g∈G f(g)%(h^{−1} gh) = ∑ u∈G f(huh^{−1})%(u) = %(f);

ÔÏ ÅÓÔØ %(f)%(h) = %(h)%(f). úÎÁÞÉÔ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ %(f) | ÓËÁÌÑÒ. œÙÞÉÓÌÉÍ ÅÇÏ.

tr %(f) = ∑ g∈G f(g)tr %(g) = |G| ⟨f; Ø_%⟩ ;

Á %(f) =^{tr %(f)}_{dim V} .

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÈÁÒÁËÔÅÒÙ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÎÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. úÎÁÞÉÔ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ŒÓÅÍ ÔÁËÉÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÁÍ. ôÏÇÄÁ %(f) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, Á ÚÎÁÞÉÔ, Œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ íÁÛËÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÑ.

îÏ Œ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ

(%_R(f)) (e_h) = ∑ g∈G f(g)e_{gh} ;

ÞÔÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ f(g) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ g ∈ G.

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ. 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôåïòéñ ðòåäóôáœìåîéê, 1 óåíåóôòìåëãéñ 3

ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ îÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ Œ ÇÒÕÐÐÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË S_n ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÎÁ ÃÉËÌÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÌÁÓÓÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÄÌÉÎ ÃÉËÌÏŒ) f_1 ≥ f_2 ≥ · · · ≥ f_k, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ f_1 + · · · + f_k = n.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. îÁÂÏÒ ÔÁËÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (f_; : : : ; f_k) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ àÎÇÁ ÉÚ n ËÌÅÔÏË.

äÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ËÁË ÔÁÂÌÉÃÁ ÉÚ k ÓÔÒÏË, ÄÌÉÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÎÙ f_i, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ (3; 2; 2; 1) ÉÚÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÔÁË:

íÙ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ àÎÇÁ ÉÚ n ËÌÅÔÏË ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ S_n, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÉÚ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ R.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÄŒÁ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G. ïÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ, %_R(g)e_h = e_{gh}, ÄÒÕÇÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÔÁË: %^′_R(g)e_h = e_{hg}−1 . ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÌÀÂÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÉÚ %^′ ÂÕÄÅÔ ÓÐÌÅÔÁÀÝÉÍ.

ðÒÉÍÅÒ 2. óÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ, ` = (n). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ R Œ R

Sym = 1 n! ∑ œ∈S_n

%^′_R(œ):

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Sym | ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÏÍ ∑ œ∈S_n

e_œ ;

ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ.

ðÒÉÍÅÒ 3. áÌØÔÅÒÎÉÒÏŒÁÎÉÅ, ` = (1; 1; : : :; 1). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ R Œ R

Alt = 1 n! ∑ œ∈S_n

sgn(œ)%^′_R(œ):

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Alt | ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÏÍ ∑ œ∈S_n

sgn(œ)e_œ ;

ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÚÎÁËÏŒÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ.

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÕÓÔØ ` | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ ÉÚ n ËÌÅÔÏË. ðÒÏÎÕÍÅÒÕÅÍ ÅÅ ËÌÅËÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ n, ÎÁÐÒÉÍÅÒ ÔÁË: 1 2 3 4 5 6 7 8 É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ T . îÕÍÅÒÁÃÉÑ ŒŒÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÅ S_n ÎÁ ËÌÅÔËÁÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ.

ðÕÓÔØ A_T ⊂ S_n | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÓÔÒÏËÉ `. ñÓÎÏ, ÞÔÏ A_T = A^1_T × · · · × A^k_T , ÇÄÅ A^i_T ∼= S_{fi} | ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ËÌÅÔÏË i{ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ. ðÏÌÏÖÉÍ

a_T = ∑ œ∈A_T %^′_R(œ):

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ a_T f_1! : : :f_k! = k∏ i=1 1 f_i! ∑ œ∈A^i_T

%^′_R(œ)−

ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÒÏÅËÔÏÒÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ P | ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ P^2 = P . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÒÏÅËÔÏÒÏŒ | ÐÒÏÅËÔÏÒ (ÎÁ ÞÔÏ?). ðÒÉÍÅÒ 5. ðÕÓÔØ T | ÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ, B_T ⊂ S_n | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÓÔÏÌÂÃÙ `. ðÏÌÏÖÉÍ b_T = ∑ œ∈B_T sgn(œ)%^′_R(œ):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ b_T ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÅÎ ÐÒÏÅËÔÏÒÕ.

íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôåïòéñ ðòåäóôáœìåîéê, 1 óåíåóôòìåëãéñ 33

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ïÐÅÒÁÔÏÒ c_T = b_T ∘ a_T , ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÉÚ R Œ R, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÔÏÒÏÍ àÎÇÁ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ T É T^′ | ÒÁÚÎÙÅ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ `, ÔÏ c_T É c_T ′ | ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ, Á ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ | ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ËÁË ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. ôÅÏÒÅÍÁ 2.

i) c_T ∘ c_T = ¯c_T , ÐÒÉÞÅÍ ¯ ≠ 0, ÔÏ ÅÓÔØ c_T ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÅÎ ÐÒÏÅËÔÏÒÕ. ii) ïÂÒÁÚ c_T | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ.

iii) åÓÌÉ T É T^′ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÒÁÚÎÙÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ, ÔÏ ÏÂÒÁÚÙ c_T É c_T ′ | ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ n = 3 ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ. úÁÄÁÞÁ 2. ïÐÉÛÉÔÅ ÑŒÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ S_4.