ìÅËÃÉÑ 2

ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1 ðÕÓÔØ q - ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ k. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ O(q) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Œ GL(V_q), ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ’, ÞÔÏ q(’(v)) = q(v) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ V_q.

ðÕÓÔØ w - ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÆÏÒÍÙ q. íÙ ÍÏÖÅÍ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÅÍÕ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ø_w ∈ O(q) (ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÏÔÒÁÖÅ- ÎÉÅÍ) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ø_w (v) = v −^{2Bq(w;v)}_{q(w)} · w. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÆÏÒÍÕ q, ÞÔÏ ø^2_w = Id, É ø_w(w) = −w.

ìÅÍÍÁ 2.2 ðÕÓÔØ u; v ∈ V_q - ÔÁËÉÅ ŒÅËÔÏÒÙ, ÞÔÏ q(u) = q(v) ≠ 0. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ŒÅËÔÏÒ w ∈ V_q, ÞÔÏ q(w) ≠ 0, É ø_w(u) = ±v. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ q(u − v) ≠ 0, ÔÏ ø_{(u−v)}(u) = v.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ôÁË ËÁË char(k) ≠ 2, ÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ q(u−v); q(u+ v) - ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ø_{(u±v)}(u) = u −^{2Bq(u±v;u)}_{q(u±v)} (u ± v) = u −^{4q(u)±4Bq(u;v)}

2q(u)±2B_q(u;v) (u ± v) = ∓v. □

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ O(q) ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.3

(a) ðÕÓÔØ q - ÜÔÏ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ n-ÍÅÒÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ É Œ ∈ O(q) - ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ v_1; : : : ; v_m ∈ V_q, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ q(v_i) ≠ 0, Œ = ø_{v1} ∘ · · · ∘ ø_{vm} É 0 ≤ m ≤ 2n.

(b) åÓÌÉ q - ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ 0 ≤ m ≤ n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: (a) âÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ n. ðÒÉ n = 0 ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ n − 1, É q - ÜÔÏ n-ÍÅÒÎÁÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. ðÕÓÔØ x_1 ∈ V_q - ÜÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ (q(x_1) ≠ 0). ðÏ ÌÅÍÍÅ 2.2, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ v_1 ∈ V_q, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ q(v_1) ≠ 0 É ø_{v1} (Œ(x_1)) ÒÁŒÎÏ ÌÉÂÏ x_1, ÌÉÂÏ −x_1. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÐÏÌÏÖÉÍ := ø_{v1} ∘Œ; ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ - ÐÏÌÏÖÉÍ v_2 := x_1 É := ø_{v2} ∘ø_{v1} ∘ Œ. œ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ∈ O(q) É (x_1) = x_1. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ |_L = id,

ÇÄÅ L = k · x_1, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (L^⊥) = L^⊥, ÔÏ ÅÓÔØ, |_L⊥ ∈ O(q|_L⊥ ). ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ v_3; : : : ; v_m ∈ L^⊥, ÞÔÏ q(v_j) ≠ 0, |_L⊥ = ø_{v3} ∘ · · · ∘ ø_{vm} É m ≤ 2n. ôÁË ËÁË v_j ∈ L^⊥ ÐÒÉ j ≥ 3, ÔÏ ø_{v3} ∘ · · · ∘ ø_{vm} (x_1) = x_1. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ = ø_{v3} ∘ · · · ∘ ø_{vm} . óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, Œ ÒÁŒÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ 2n ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ (Ô.Ë. ø_z ∘ ø_z = id).

(b) ïÐÑÔØ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ æ := id − Œ. ðÏÌÏÖÉÍ U := ker(æ). ôÁË ËÁË q - ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁ, ÔÏ q|_U ⊥ - ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ (ÒÁŒÎÏ ËÁË É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ Œ(U^⊥) = U^⊥, É ÚÎÁÞÉÔ, Œ|_U ⊥ ∈ O(q|_U ⊥ ). åÓÌÉ U^⊥ ≠ V_q, ÔÏ, ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ Œ|_U ⊥ = ø_{v1} ∘ · · · ∘ ø_{vm} , ÇÄÅ v_i ∈ U^⊥ É m ≤ dim U^⊥ ¡ n. á ÔÁË ËÁË ø_{vi} |_U = id, ÔÏ É Œ = ø_{v1} ∘ ø_{vm} . ôÁË ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ U^⊥ = V_q É U = 0. œÏÚØÍčÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ x_1 ∈ U^⊥. ôÏÇÄÁ v_1 := x_1 −Œ(x_1) ≠ 0, É ÉÚ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÏÓÔÉ q ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ q(x_1 −Œ(x_1)) ≠ 0. ðÏ ÌÅÍÍÅ 2.2, ø_{v1} (x_1) = Œ(x_1). äÁÌÅÅ ÍÙ ÒÁÓÓÕÖÄÁÅÍ ËÁË Œ ÐÕÎËÔÅ (a). □

ôÅÏÒÅÍÁ œÉÔÔÁ Ï ÓÏËÒÁÝÅÎÉÉ

âÁÚÉÓÎÙÍ ÆÁËÔÏÍ ÐÒÉ ÒÁÂÏÔÅ Ó ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ œÉÔÔÁ Ï ÓÏËÒÁÝÅÎÉÉ ðÕÓÔØ q_1; q_2; p - ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁÄ k, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ q_1 ⊥ p ∼= q_2 ⊥ p. ôÏÇÄÁ q_1 ∼= q_2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ôÁË ËÁË ÌÀÂÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕ- ÅÍÁ, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ p - ÏÄÎÏÍÅÒÎÁ. åÓÌÉ p - ÎÕÌÅŒÁÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÔÏ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ q_1 ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÎÅ- ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ q_1 ⊥ p ∼= q_2 ⊥ p, Á ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÎÅŒÙÒÏ- ÖÄÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ q_2. ôÁË ËÁË dim(q_1) = dim(q_2), ÔÏ ÜÔÉ ÆÏÒÍÙ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ p = ⟨c⟩, ÇÄÅ c ∈ k^∗. ðÕÓÔØ r := q_1 ⊥ p. üÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÁčÔ ÎÁÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅ i_1 : p ,→ r. ïÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÑ r c q_2 ⊥ p, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÔÏÒÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ i_2 : p ,→ r. ðÒÉ ÜÔÏÍ, i_1(p)^⊥ ∼= q_1, É i_2(p)^⊥ ∼= q_2. åÓÌÉ v ∈ V_p - ÏÂÒÁÚÕÑÝÁÑ Ó q(v) = c, ÔÏ i_1(v); i_2(v) - ÄŒÁ ŒÅËÔÏÒÁ Œ V_r, Ó ÎÏÒÍÏÊ ÒÁŒÎÏÊ p(v). ðÏ ÌÅÍÍÅ 2.2, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ’ ∈ O(r), ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ’(i_1(v)) = ±i_2(v). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ’ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ i_1(p)^⊥ ∼= q_1 ÎÁ i_2(p)^⊥ ∼= q_2. □ íÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉ- ŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÓŒÏÅÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÉÚÕÞÁÔØ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÔÁËÉÈ ÆÏÒÍ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ŒÙÄÅÌÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.5 æÏÒÍÁ ŒÉÄÁ H := ⟨1; −1⟩ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ- ÎÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÔÁËÉÈ ÆÏÒÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÉ-

ÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ.

úÁÍÅÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ H ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÊ, Á ÆÏÒÍÁ ⊥^m_{i=1} H ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ÔÏ ÅÓÔØ, ÐÏÄÐÒ-ŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.1

(1) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ k^∗, a · H ∼= H .

(2) ðÕÓÔØ q = ⟨1; −a⟩. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ˘ · q ∼= q ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ˘ - ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ q.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.6 ðÕÓÔØ q - ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ k. ôÏÇÄÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ V_q ÒÁŒÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ m, ÔÁËÏÍÕ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ⊥^m_{i=1} H ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄ- ÆÏÒÍÏÊ (⇔ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ) Œ q. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÏÒÍÁ q ÉÚÏÔÒÏÐÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ⊥^m_{i=1} H ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ q, ÔÏ Œ V_q ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m. ïÂÒÁÔÎÏ, ÄÏËÁ- ÖÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ m, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÁËÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔÓÑ, ÔÏ q = (⊥^m_{i=1} H ) ⊥ q". ðÒÉ m = 0 ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÅÒÅÈÏÄ (m − 1) → (m): ÐÕÓÔØ U ⊂ V_q - ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m, É v ∈ U.

ìÅÍÍÁ 2.7 ðÕÓÔØ q - ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, É v ∈ V_q ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅ i : H ,→ q, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ v ∈ image(i).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ôÁË ËÁË q - ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ w ∈ V_q, ÞÔÏ B_q(v; w) ≠ 0. ôÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ L(v; w) ÒÁŒÎÁ 2, É ÑÓÎÏ, ÞÔÏ q|_{L(v;w)} - ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ. □ ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, q = H ⊥ q^′, ÇÄÅ v ∈ V_H . ðÕÓÔØ W = v^⊥. ôÏÇÄÁ k · v ⊂ W , É ÎÁ W=(k · v) ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ~q, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ~q(w ( mod kv)) := q(w). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ~q ∼= q^′. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ~q ÉÍÅÅÔ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (m− 1), ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, É q^′ ÉÍÅÅÔ ÔÁËÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, q^′ = (⊥^{m−1}_{i=1} H ) ⊥ q". úÎÁÞÉÔ, q = (⊥^m_{i=1} H ) ⊥ q". □ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.8 éÎÄÅËÓÏÍ œÉÔÔÁ i_W (q) ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÁ- ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ m, ÞÔÏ q =⊥^m_{i=1} H ⊥ q_{an}. æÏÒÍÁ q_{an} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÆÏÒÍÙ q.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2.7, ÆÏÒÍÁ q_{an} ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁ, Á ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ œÉÔÔÁ Ï ÓÏËÒÁÝÅÎÉÉ, ÆÏÒÍÁ q_{an} ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ.

ëÏÌØÃÏ œÉÔÔÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ

ïÐÅÒÁÃÉÑ + ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ- ÎÙÈ ÆÏÒÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÕ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÏÐÅÒÁÃÉÉ ·. üÔÏ ÏÚÎÁ- ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÊ ÎÁÛÅÊ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ (ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ) ËÏÌØÃÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.9 ëÏÌØÃÏÍ œÉÔÔÁ-çÒÏÔÅÎÄÉËÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ~W (k) ÐÏÌÑ k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ ÍÏÎÏÉÄÁ ËÌÁÓÓÏŒ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁÄ k, Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÐÒÏ- ÉÓÈÏÄÑÝÉÍ ÉÚ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍÁÈ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ~W (k) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ [q_1]− [q_2], ÇÄÅ q_1; q_2 - ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁÄ k.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.2 îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ M - ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÐÏÌÕ- ÇÒÕÐÐÁ, ÔÏ Åč ÇÒÕÐÐÏÊ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ G(M) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÏÒ- ÍÁÌØÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ [a] − [b], ÇÄÅ a; b ∈ M, ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: [a] − [b] ∼ [c] − [d] ⇔ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ e ∈ M, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ a + d + e = b + c + e. ïÐÅÒÁÃÉÑ ÚÁÄÁÎÁ ËÁË: ([a]−[b])+([c]−[d]) := ([a+c]−[b+d]), É ÏÂÒÁÔÎÙÊ ËÁË: −([a] − [b]) := ([b] − [a]). éÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ M^i→ G(M).

ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ G(M) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÒÕÐÐÙ H, É ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ ’ : M → H ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ ~’ : G(M) → H, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ’ = ~’∘i. úÁÞÅÍ ÎÕÖÎÏ e Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ŒÙÛÅ?

œŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ œÉÔÔÁ Ï ÓÏËÒÁÝÅÎÉÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ([q_1] − [q_2]) É ([p_1] − [p_2]) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ ~W (k) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ q_1 ⊥ p_2 ∼= p_1 ⊥ q_2. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ ËÌÁÓÓÏŒ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÓŒÏÀ ÇÒÕÐÐÕ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ ~W (k).

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 2.10 ðÏÄÇÒÕÐÐÁ Œ ~W (k), ÐÏÒÏÖÄčÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ([H ]− [0]) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ⟨a⟩ · H ∼= H - ÓÍ. ÕÐÒÁÖ- ÎÅÎÉÅ 2.1(1). □ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.11 æÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ ~W (k)=(Z· H ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ œÉÔÔÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ W (k).

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 2.12 íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ W (k) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔÏ-

ÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ËÌÁÓÓÏŒ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁÄ k.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÎÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ ËÌÁÓÓÏŒ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÈ ÆÏÒÍ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ŒÓÅÈ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍ. ôÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ([q_1] − [q_2]) = ([q_1 ⊥ −q_2] − [⊥^{dim(q2)}_{i=1} H ]) Œ ~W (k), É ([q]−[0]) = ([q_{an}]−[0])+([

∑_{iW (q)} i=1 H ]−[0]). éÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ q; p - ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙ É ([q]−[p]) = ([⊥^m_{j=1} H ]−[0]), ÔÏ q ∼= p. □ ðÒÉÍÅÒ. W (R) áÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁÄ R ÂÙŒÁÀÔ ÔÒčÈ ÔÉÐÏŒ: 1) 0; 2) ⊥^m_{i=1} ⟨1⟩, m ¿ 0; É 3) ⊥^n_{i=1} ⟨−1⟩, n ¿ 0. üÔÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ W (R) ∼= Z.