ìÅËÃÉÑ 28. ôÅÏÒÅÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ

œ ÜÔÏÊ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÕÒÓÁ ÍÙ ŒÏÚŒÒÁÝÁÅÍÓÑ Ë ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ. úÁÄÁÞÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁ- ÎÉÉ ÐÏÌÑ ÐÒÑÍÙÈ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÉÚÕÞÁÌÉ Œ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ Ë ÌÅËÃÉÉ 23.

õÓÌÏŒÉÍÓÑ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÓÌÏŒÏ ĂÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅĄ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ĂÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÂÅÚ ËÒÁÑĄ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 28.1. ðÏÌÅÍ k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÉÌÉ k-ÍÅÒÎÙÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ k-ÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ V_x ⊂ T_x ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ X, ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÔÏÞËÉ x.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 28.2. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ k-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ {V_x} ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÉ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔØ U ∈ x É ÚÁÍËÎÕÔÏÅ k-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Y ⊂ U, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ U ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ T_y Y = V_y ⊂ T_y X.

k-ÍÅÒÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ Œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ, ÎÁÚÙŒÁ- ÀÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ {V_x}.

åÓÌÉ k = 1, ÔÏ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 23.15, ŒÓÑËÏÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ (ÏÎÏ ÖÅ ÐÏÌÅ ÐÒÑÍÙÈ) ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ. ðÒÉ k ¿ 1 ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅŒÅÒÎÏ:

ðÒÉÍÅÒ 28.3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÏÒÍÕ ! = dz − xdy Œ R^3. îÁ ËÁÖÄÏÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, ÔÁË ÞÔÏ ÑÄÒÁ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÐÏÌÅ 2-ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ Œ R^3. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÏÌÅ ÎÅÉÎÔÅ- ÇÒÉÒÕÅÍÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÏÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ. îÁ ËÁÖÄÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Œ R^3 ÎÁÛÅ ÐÏÌÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ŒÙÓÅËÁÅÔ ÐÏÌÅ ÐÒÑÍÙÈ; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÐÅÒÅÓÅÞÅ- ÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Ó ÜÔÉÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙ- ÍÉ ËÒÉŒÙÍÉ ÜÔÉÈ ÐÏÌÅÊ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÚÁ ËÒÉŒÙÅ ÂÕÄÕÔ ŒÙÓÅËÁÔØÓÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÈ x = 0, x = 1, y = 0 É y = 1; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ X_0, X_1, Y_0 É Y_1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ! ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ X_0 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ dz, ÔÁË ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ Ó ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÓÕÔØ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÁ- ÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÏÓÉ Oy. îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ X_1 Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ y; z, ÆÏÒÍÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ dz −dy, ÔÁË ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ Ó ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÓÕÔØ ÐÒÑÍÙÅ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÕÇÏÌ 45^∘ Ó ÏÓØÀ Oy. òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅ- ÎÉÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Y_0 É Y_1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ŒÙÓÅËÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÏÓÉ Ox. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É ÐÏÐÒÏÂÕÅÍ ŒÙÑÓÎÉÔØ, Œ ËÁËÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÔ ÐÒÑÍÕÀ L, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (1; 1; 0) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÏÓÉ Oz.

éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ S Ó ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ X_0 ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÏÓÉ Oy, Á ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ S ∩ Y_1 ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ z = x, ÔÁË ÞÔÏ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ S É L ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (1; 1; 1). åÓÌÉ ÖÅ ĂÚÁÊÔÉ Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙĄ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅŒ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ S ∩ Y_0 É S ∩ X_1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ,

ÞÔÏ ÜÔÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÏÓÅÊ Ox É Oy ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, É ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉ S É L ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (1; 1; 0) | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ!

ôÅÏÒÅÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ, ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ÜÔÁ ÌÅËÃÉÑ, ÄÁÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÄÓËÁÚÙŒÁÅÔ, ËÁË ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÍÏÇÌÏ ÂÙ ŒÙÇÌÑÄÅÔØ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 28.4. ðÕÓÔØ Y | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X. ôÏÇÄÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X, ÔÁËÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÎÑÔØ (ÐÒÏŒÅÄÉÔÅ ÁËËÕÒÁÔÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÁÍÏ- ÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ), ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ v ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Y ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ O(X), ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ Y , ÆÕÎËÃÉÑ v(f) (ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÌÀ) ÔÁËÖÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÂÒÁ- ÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ Y . éÚ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ Ó ÏÞÅŒÉÄÎÏÓÔØÀ.

ôÅÏÒÅÍÁ 28.5 (ÔÅÏÒÅÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ). k-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ v É w, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÉÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÔÁËÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. (çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ v ËÁÓÁÅÔÓÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ {V_x}, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ X ÉÍÅ- ÅÍ v_x ∈ V_x.)

ðÒÅÖÄÅ, ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ Œ ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÏÍ ŒÉÄÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 28.6. ðÕÓÔØ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÚÁÄÁÎÙ k ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏ- ÌÅÊ v_1; : : : ; v_k ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ËÁcÁÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ (v_1)_x; : : : ; (v_k)_x ÌÉÎÅÊ- ÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X; ÐÕÓÔØ V_x ⊂ T_xX | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ (v_1)_x; : : : ; (v_k)_x. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ {V_x} ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÌÏ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ i; j ∈ [1; k] ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [v_i; v_j] ÂÙÌ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ f_1v_1 + · · · + f_kv_k, ÇÄÅ f_m | ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 28.6. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÎÁÛÅÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ g_1v_1 + : : : g_kv_k. ôÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÐÏÌÅÊ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ ÔÁËÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙ- ÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ É ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÍÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ:

[fv; gw] = fg · [v; w] + fv(g) · w − gw(f) · v;

Œ ËÏÔÏÒÏÍ f É g | ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, Á v É w | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ.

ðÒÅÄÕÐÒÅÖÄÅÎÉÅ 28.7. äÁÌÅËÏ ÎÅ ŒÓÑËÏÅ k-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ k ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ŒÓÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ!

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. þÁÓÔØ ĂÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁĄ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 28.4. úÁÊÍÅÍÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ ÞÁÓÔÉ ĂÔÏÇÄÁĄ.

ìÏËÁÌØÎÏ ŒÓÑËÏÅ k-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÐÏËÒÙÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ, É ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÚÁÄÁÎÙ k ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ v_1; : : : ; v_k ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ËÁcÁÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ (v_1)_x; : : : ; (v_k)_x ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_x ⊂ T_xX ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x, ÐÒÉ- ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÇÏ ÜÔÏÍÕ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑÍÉ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ X, ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X Ë ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ É ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÚÁÄÁÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ k ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ v_1; : : : ; v_k.

âÕÄÅÍ ŒÅÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ k. ðÒÉ k = 1, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 23.15; ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ k − 1-ÍÅÒÎÙÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÔÅÏÒÅÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ŒÙÐÒÑÍÌÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 23.12); ÓÏ- ÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ (ÕÍÅÎØÛÉŒ, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ), ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÅÓÔØ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ R^n É ÞÔÏ v_1 = @=@x_1. äÌÑ j = 2; : : : ; k ÐÏÌÏÖÉÍ v_j =

∑_n m=1 f_{jm}(@=@x_m). åÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ, ÐÒÉ j ¿ 1, v_j ÎÁ v_j − f_{j1}(@=@x_1), ÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ, ŒÍÅÓÔÅ Ó v_1 = @=@x_1, ÂÕÄÕÔ ÐÏ- ÒÏÖÄÁÔØ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ v_1 = @=@x_1 É v_j = ∑ m¿1 f_{jm}(@=@x_m).

ðÏ ÎÁÛÅÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ i; l ∈ [1; k] ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [v_i; v_l] ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ f_1v_1 + · · · + f_kv_k, ÇÄÅ f_j | ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ U. åÓÌÉ i; l ¿ 1, ÔÏ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ [v_i; v_l] ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÐÏ x_1 ÎÅ ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÕÀÔ, ÔÁË ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ [v_i; v_l] = f_2v_2 + · · · + f_kv_k. ôÅÐÅÒØ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ c ∈ R ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_c = {(c; x_2; : : : ; x_n) ∈ U}; ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ U_c ËÁË ÏÔ- ËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^{n−1}. ôÁË ËÁË Œ ÚÁÐÉÓÉ ÐÏÌÅÊ v_2; : : : ; v_k ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏ x_1 ÎÅ ÕÞÁÓÔŒÕÅÔ, ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ U_c; ŒŒÉÄÕ ÓËÁÚÁÎ- ÎÏÇÏ ŒÙÛÅ É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 28.6 ÏÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÎÁ U_c k − 1-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ U_c ÐÒÏÈÏÄÉÔ k − 1-ÍÅÒÎÏÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØ- ÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ËÁÓÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁÛÅÇÏ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÜÔÉÈ k − 1-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÐÒÉ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ c ÄÁÓÔ k-ÍÅÒÎÏÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ËÁÓÁÀÝÅÅÓÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ {V_x}.

þÔÏÂÙ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 28.8. k−1-ÍÅÒÎÙÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ U_c, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ v_2; : : : ; v_k, ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÐÒÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÍ ÐÅÒÅÎÏÓÅ ŒÄÏÌØ ÏÓÉ Ox_1.

éÚ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ŒÓÅ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ: Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ W ⊂ U_c | ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ k − 1-ÍÅÒÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, É ÅÓÌÉ I | ÉÎÔÅÒŒÁÌ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ, ÔÏ I × W ÂÕÄÅÔ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÉÓËÏÍÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØ- ÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. îÁÞÎÅÍ Ó ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 28.9. ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ, I ⊂ R | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ, É ÐÕÓÔØ t → ((e_1)_t; : : : ; (e_k)_t) | ÔÁËÏÅ ÇÌÁÄ- ËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ I Œ V^k, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ t ∈ I ŒÅËÔÏÒÙ (e_1)_t; : : : ; (e_k)_t ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ t ∈ I É ŒÓÑËÏÇÏ m ∈ [1; k] ŒÅËÔÏÒ

d(e_m)_t

dt ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ (e_1)_t; : : : ; (e_k)_t. ôÏÇÄÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ V , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ (e_1)_t; : : : ; (e_k)_t, ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ t.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÏÌÉŒÅËÔÏ- ÒÙ (e_1)_t ∧ · · · ∧ (e_k)_t ∈

⋀_k

V ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏ- ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÅÇÏ ÐÏ t. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÉÍÅÅÍ d dt ( (e_1)_t ∧ · · · ∧ (e_k)_t ) = = d(e_1)_t dt ∧(e_2)_t ∧· · ·∧(e_k)_t +(e_1)_t ∧ d(e_1)_t dt ∧· · ·∧(e_k)_t +· · ·+(e_1)_t ∧(e_2)_t ∧· · ·∧ d(e_k )_t dt ; éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØ- ÎÏ (e_1)_1 ∧ · · · ∧ (e_k)_t. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ d dt ( (e_1)_t ∧ · · · ∧ (e_k)_t ) = ’(t) · (e_1)_t ∧ · · · ∧ (e_k)_t; (28.1)

ÇÄÅ ’ | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ t. åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÕÓÌÏŒÉÅ (28.1) ËÁË ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ

⋀_k V , ÔÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (e_1)_t ∧ · · · ∧ (e_k)_t = e^{�(t)} · (e_1)_{t0} ∧ · · · ∧ (e_k)_{t0} ;

ÇÄÅ ˘ | ËÁËÁÑ-ÔÏ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ ’. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁŒÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 28.8 (É ÔÅÏÒÅÍÙ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ). îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ U ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏ- ÌÅÍ @=@x_1 É ÐÏÌÑÍÉ v_j =

∑_n

m=2 f_{jm}(@=@x_m ÐÒÉ j ∈ [2; m]. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, k − 1-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ U_t ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ, Œ ÔÏÞËÅ (t; x_2; : : : ; x_n), ŒÅËÔÏÒÁ- ÍÉ ∑_n

m=2 f_{jm}(t; x_2; : : : ; x_n)(@=@x_m). œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÉÚ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ÎÅÉÓ- ÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÊ: ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÙ v_1 = @=@x_1 É v_j ÐÒÉ 2 ⩽ j ⩽ k ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ v_1; : : : ; v_k. ðÏÓËÏÌØËÕ, ËÁË ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, [ @ @x_1

; f_2 @ @x_2

+ · · · + f_k @ @x_k ] = @f_2 @x_1 @ @x_2 + · · · + @f_k @x_1 @ @x_k ; ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ j ÉÚ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ [2; k] ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏ t ŒÅËÔÏÒÁ (v_j)_{(t;x2;:::;xn)} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ (v_2)_{(t;x2;:::;xn)}; : : : ; (v_k)_{(t;x2;:::;xn)}. ôÅÐÅÒØ ŒÓÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 28.9.

òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÅÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, ÎÏ É ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ; ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, É ÔÅÏÒÅÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÂÕÄÅÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØÓÑ ÉÎÁÞÅ. œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÄŒÅ ÔÁËÉÅ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ.

œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏ- ÌÅÊ, Á ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ | Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ. éÍÅÎ- ÎÏ, ÐÕÓÔØ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÚÁÄÁÎÙ n − k ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ- ÎÙÈ ÆÏÒÍ !_1; : : : ; !_{n−k} ∈ ˙^1(X) ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁ- ÌÙ (!_1)_x; : : : ; (!_{n−k} )_x ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ X. ôÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÅ x → Ker(!_1)_x ∩ : : : ∩ Ker(!_{n−k} )_x ÚÁÄÁÅÔ k-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÉ X (ŒÓÑËÏÅ k-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÔÁËÏÅ ÚÁÄÁÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÇÌÏÂÁÌØÎÏ! óÒ. ÐÒÅÄÕÐÒÅÖÄÅÎÉÅ 28.7).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 28.10. ðÕÓÔØ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÚÁÄÁÎÙ m ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ !_1; : : : ; !_m, ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ. ôÏÇÄÁ n − m- ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ {V_x}, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÜÔÉÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ, ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ ÔÏ- ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ i ∈ [1; m] É ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ X ÉÍÅÅÍ d!_i|_{Vx} = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÆÁËÔÏÍ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ËÏÔÏÒÏ- ÇÏ ÂÕÄÅÔ ÒÁÚÂÉÒÁÔØÓÑ ÎÁ ÓÅÍÉÎÁÒÁÈ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 28.11 (ÆÏÒÍÕÌÁ ëÁÒÔÁÎÁ). ðÕÓÔØ ! | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒ- ÍÁ ÓÔÅÐÅÎÉ 1. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ v, w ÉÍÅÅÍ

(d!)(v; w) = v(!(w)) − w(!(v)) − !([v; w])

úÄÅÓØ ÞÅÒÅÚ v(f) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÌÀ v, Á ÞÅÒÅÚ !(v) | ÆÕÎËÃÉÑ, ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ĂÓŒÅÒÔËÉĄ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ! Ó ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ v (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ !(v) Œ ÔÏÞÅË x ÒÁŒÎÏ !_x(v_x)); ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÉÍÅÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ (d!)(v; w).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ v É w | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ {V_x}. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ !_i(v) = !_i(w) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ∈ [1; m]. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÁÒÔÁÎÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ !_i([v; w]) = −(d!_i)(v; w), ÏÔËÕÄÁ ÐÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÉÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ Ó ÏÞÅŒÉÄÎÏÓÔØÀ.

ïÓÏÂÅÎÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 28.10 Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ĂÐÏÌÅ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊĄ:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 28.12. ðÕÓÔØ ! | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÓÔÅÐÅÎÉ 1, ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁ- ÝÁÀÝÁÑÓÑ Œ ÎÕÌØ. ôÏÇÄÁ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ {V_x}, ÇÄÅ V_x = Ker !_x, ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ d! ∧ ! = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 28.10 É ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÞÉ- ÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓÐÏËÏÊÎÏ ÐÒÅÄÏÓÔÁ- ŒÉÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÀ:

ðÕÓÔØ ! É ˘ | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ 2-ÆÏÒÍÁ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ôÏÇÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ˘ ÎÁ Ker ! ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ˘ ∧ ! = 0.

îÁÛÁ ŒÔÏÒÁÑ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÚÁÐÉÓØ ÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ U ⊂ R^n | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÏ k-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ {V_p}. õÍÅÎØÛÉŒ, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ k-ÍÅÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_x ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÅËÔÉÒÕÀÔÓÑ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÐÅÒŒÙÍÉ k ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ŒÅË- ÔÏÒÁÍÉ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ R^n Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ R^k×R^m É ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÙ Œ R^n ÞÅÒÅÚ (t_1; : : : ; t_k; x_1; : : : ; x_m). ôÏÇÄÁ k-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_p, ÇÄÅ p = (t; x), ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÁË ÇÒÁÆÉË ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ R^k Œ R^m Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ f_{ij} , ÇÄÅ f_{ij} | ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ t_1; : : : ; t_k É x_1; : : : ; x_m. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ R^k × R^n, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÅ ÜÔÏÍÕ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÂÕÄÅÔ (ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ) ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ (ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ) R^k Œ R^m. åÓÌÉ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ Œ ŒÉÄÅ

(t_1; : : : ; t_k) → (x_1(t_1; : : : ; t_k); : : : ; x_m(t_1; : : : ; t_k));

ÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÅ ÇÒÁÆÉË ËÁÓÁÅÔÓÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

@x_i @t_j

= f_{ij} (t_1; : : : ; t_k; x_1; : : : ; x_m): (28.2)

õÓÌÏŒÉÑ (28.2) ÎÁÐÏÍÉÎÁÀÔ ÎÅÁŒÔÏÎÏÍÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (23.3), Ó ÔÏÊ ÒÁÚÎÉÃÅÊ, ÞÔÏ ĂŒÒÅÍÑĄ ÓÔÁÌÏ k-ÍÅÒÎÙÍ. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ŒÙÐÉÓÁÔØ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ, ÕÓÌÏŒÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ (28.2), ÐÏÐÒÏÂÕÅÍ ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ÏÎÉ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ŒÙÇÌÑÄÅÔØ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ (x_1; : : : ; x_m) | ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (28.2), ÔÏ ËÁË ÍÎÉÍÕÍ ÄÏÌÖÎÏ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ:^@_{@tj} (@x_i=@t_l) =^@_{@tl} (@x_i=@t_j ). âÅÒÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ (@x_i=@t_l) É (@x_i=@t_j ) ÉÚ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ (23.3) É ÐÏÌØÚÕ- ÑÓØ ÐÒÁŒÉÌÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ:

@f_{il} @t_j + m∑ ˚=1 @f_{ij} @x_˚ f_{˚j} =

@f_{ij} @t_l + m∑ ˚=1 @f_{il} @x_˚ f_{˚l} (28.3)

(ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ∈ [1; m] É ÄÌÑ ŒÓÅÈ j; l ∈ [1; k]).

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 28.13 (ÔÅÏÒÅÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ). ðÕÓÔØ ÎÁ ÏÔ- ËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ R^k ×R^m ÚÁÄÁÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ (28.2) (Ó ÇÌÁÄËÉÍÉ ÐÒÁŒÙÍÉ ÞÁÓÔÑÍÉ). ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÕÓÌÏŒÉÑ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ:

(1) äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÐÁÒÙ (t_1; : : : ; t_k; x_1; : : : ; x_m) ∈ U ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (t_1; : : : ; t_k) ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (28.2) Ó ÎÁÞÁÌÎÙÍÉ ÕÓÌÏ- ŒÉÑÍÉ x_i(t_1; : : : ; t_k) = x_i.

(2) œÓÀÄÕ ÎÁ U ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (28.3).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÒÁÆÉËÁÍÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (28.2), ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒ- ÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ

v_1 = @ @t_1

+ f_{11} @ @x_1

+ · · · + f_{m1} @ @x_m ; v_2 = @ @t_2

+ f_{12} @ @x_1

+ · · · + f_{m2} @ @x_m ; : : :

v_k = @ @t_k

+ f_{1k} @ @x_1

+ · · · + f_{mk} @ @x_m : œŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÕÓÌÏŒÉÅ (1) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ p; q ∈ [1; k] ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ v_p É v_q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÐÏÌÅÊ v_1; : : : ; v_k (Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ-ÆÕÎËÃÉÑÍÉ). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ËÏÍÍÕ- ÔÁÔÏÒ [v_p; v_q] ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ ÐÏ t_j ; Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ŒÉÄÁ ÐÏÌÅÊ v_i ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ÔÏÖÄÅÔÓŒÅÎ- ÎÏÇÏ ÎÕÌÑ, ÔÁËÉÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÏÂÑÚÁÎÁ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÕÓÌÏŒÉÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅ- ÍÏÓÔÉ ÐÒÉÎÉÍÁÔÅ Œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÏÊ ŒÉÄ:

[v_j; v_l] = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ j; l ∈ [1; k].

åÓÌÉ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ĂŒ ÌÏÂĄ ÜÔÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÙ, ÔÏ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÉÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÕÌÀ ÉÄÅÎÔÉÞÎÏ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (28.3). îÅ ÂÕÄÅÍ ÌÉÛÁÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÕÄÏŒÏÌØÓÔŒÉÑ ÐÒÏÄÅ- ÌÁÔØ ŒÙËÌÁÄËÉ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.