9. ðÒÏÓÔÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

9.1. åÝÅ Ï ËÌÁÓÓÁÈ þÖÅÎÑ. çÌÏÂÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ s ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÉ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ codim{s = 0} = r(E).

ôÅÏÒÅÍÁ 9.1. åÓÌÉ s ∈ `(X; E) | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ, ÔÏ [{s = 0}] = c_r(E).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 8.11. ðÕÓÔØ p : Y → X É E_i ⊂ p^∗E | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ. ðÕÓÔØ ÄÁÌÅÅ L_i = E_i=E_{i−1}. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Y_i ⊂ Y É ÓÅÞÅÎÉÊ s_i ∈ `(Y_i; (E_i)_{|Yi} ) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÏÌÏÖÉÍ Y_r = Y , s_r = p^∗s. äÁÌÅÅ, ÄÏÐÕÓÔÉÍ ÐÁÒÁ (Y_i; s_i) ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ. ðÕÓÔØ s^′_i ∈ `(Y_i; (L_i)_{|Yi} ) | ÏÂÒÁÚ ÓÅÞÅÎÉÑ s_i. ðÏÌÏÖÉÍ Y_{i−1} = {s^′_i = 0} ⊂ Y_i. ôÏÇÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ s_{i|Yi−1} ∈ `(Y_{i−1}; (E_i)_{|Yi−1} ) ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ Œ `(Y_i; (L_i)_{|Yi−1} ) ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÎÏÌØ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÏÎÏ ÐÒÉÈÏ- ÄÉÔ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ s_{i−1} ∈ `(Y_{i−1}; (E_{i−1})_{|Yi−1} ).

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Y_0 = {p^∗s = 0}, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ [Y_0] = p^∗[{s = 0}]. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÞÔÏ [Y_{i−1}] = [Y_i] · c_1(L_i), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ [Y_0] = ∏_r

i=1 c_1(L_i). ïÄÎÁËÏ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ õÉÔÎÉ ÉÍÅÅÍ c_r(p^∗E) =

∏_r i=1 c_1(L_i), ÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ p^∗ c_r(E) = p^∗[{s = 0}] É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ p^∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ.

9.2. èÁÒÁËÔÅÒ þÖÅÎÑ. ðÕÓÔØ x_i(E) | ËÏÒÎÉ þÖÅÎÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E. ïÐÒÅÄÅ- ÌÉÍ ÈÁÒÁËÔÅÒ þÖÅÎÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

ch(E) = r∑ i=1 exp(x_i(E));

ÇÄÅ exp(x) = 1 + x + x^2=2 + x^3=6 + : : : . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÒÎÉ þÖÅÎÑ ÌÅÖÁÔ ŒÏ ŒÔÏÒÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÏÞÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ËÏÌØÃÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ exp(x_i(E)) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ

ch(E) = ∞∑ k=0 ∑_r

i=1 x_i(E)^k k! : óÕÍÍÙ k-È ÓÔÅÐÅÎÅÊ ËÏÒÎÅÊ þÖÅÎÑ ÂÕÄÕÞÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ x_i(E) ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÙ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÌÅÖÁÔ Œ H^{2k}(X; Z). úÎÁÞÉÔ ch(E) ∈ H^•(X; Q). ïÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ch_i(E) ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ch(E) Œ H^{2i}(E).

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ þÖÅÎÑ ch(E) ÄÅÌÁÀÔ ÅÇÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÕÄÏÂÎÙÍ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ.

ôÅÏÒÅÍÁ 9.2. èÁÒÁËÔÅÒ þÖÅÎÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÁÄÄÉÔÉŒÅÎ É ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉ- ŒÅÎ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ 0 → E_1 → E_2 → E_3 → 0 ÉÍÅÅÍ ch(E_2) = ch(E_1) + ch(E_3), Á ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÐÁÒÙ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ E É E^′ ÉÍÅÅÍ ch(E ⊗ E^′) = ch(E) · ch(E^′).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ìÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÑ É ÓŒÏÊÓÔŒ ÜËÓÐÏ- ÎÅÎÔÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

ch_0(E) = r(E); ch_2(E) = (c_1(E)^2 − 2 c_2(E))=2; ch_1(E) = c_1(E); c_2(E) = (ch_1(E) − 2 ch_2(E))=2:

áÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ þÖÅÎÑ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÎÏ Ñ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ ch(F) =

∑_m i=0(−1)^i ch(E_i), ÇÄÅ

0 → E_m → E_{m−1} → · · · → E_1 → E_0 → F → 0

ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ ÐÕÞËÁ F.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.4. (1) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ch(F) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙ- ÂÏÒÁ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ. (2) ðÕÓÔØ i : P^m → P^n | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ch(i_∗O_Pm(k)). (3) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ c_1(E) = 0, c_2(E) = m, ÇÄÅ E | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 4.5.

9.3. ðÒÏÓÔÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Hom(E; E) ÞÅÒÅÚ End(E). ñÓÎÏ, ÞÔÏ End(E) | ËÏÌØÃÏ. ôÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ id_E : E → E ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÅÊ Œ ËÏÌØÃÅ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ End(E) ⊃ C ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉ- ŒÉÁÌØÎÙÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ End(E) = C .

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ

End(E_1 ⊕ E_2) = End(E_1) ⊕ End(E_2) ⊕ Hom(E_1; E_2) ⊕ Hom(E_2; E_1);

ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ dim End(E_1 ⊕ E_2) ≥ 2, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ŒÓÑËÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÅ- ÒÁÚÌÏÖÉÍÏ. üÔÏ ÄÁÅÔ ÕÄÏÂÎÙÊ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 9.5. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ T_{P(V )} | ÐÒÏÓÔÏÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ñÓÎÏ, ÞÔÏ End(T ) = Hom(T; T ) = H^0(P(V ); ˙⊗T ). õÍÎÏÖÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ üÊÌÅÒÁ ÎÁ ˙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

0 → ˙ → V ⊗ ˙(1) → ˙ ⊗ T → 0:

ïÄÎÁËÏ ÐÏ õÐÒ. 7.8 ÉÍÅÅÍ H^•(P(V ); ˙(1)) = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ H^0(P(V ); ˙ ⊗ T ) = H^1(P(V ); ˙). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÕÁÌÉÚÉÒÕÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ üÊÌÅÒÁ ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ 0 → ˙ → V^∗ ⊗ O(−1) → O → 0;

É ÔÁË ËÁË H^•(P(V ); O(−1)) = 0, ÔÏ H^1(P(V ); ˙) = H^0(P(V ); O) = C . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ End(T ) = C .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.6. (1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÓŒÑÚÎÏÍ ÐÒÏÅË- ÔÉŒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÐÒÏÓÔÏ. (2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÐÒÏÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ E^∗ ÐÒÏÓÔÏ. (3) ðÕÓÔØ L | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. ðÒÏ- ŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ E ÐÒÏÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ E ⊗ L ÐÒÏÓÔÏ.

éÚ õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÏÄËÒÕÔËÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ T É ˙ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒ- ÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÒÏÓÔÙ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÄÁÅÔ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏ- ÅÎÉÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ.

ìÅÍÍÁ 9.7. ðÕÓÔØ E | ÒÁÓÌÏÅÎÉÅ, ÐÒÉÞÅÍ r(E) ≥ 2. åÓÌÉ `(X; E) ≠ 0, `(X; E^∗) ≠ 0, ÔÏ E ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ñÓÎÏ, ÞÔÏ

`(X; E) = Hom(O; E); `(X; E^∗) = Hom(E; O):

ðÕÓÔØ s, s^′ | ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ E É E^∗. ôÏÇÄÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ E^{s′}−→ O^s−→ E ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E, ËÏÔÏÒÙÊ Œ ÓÌÏÅ ÎÁÄ ÏÂ- ÝÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ 1, É ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÎÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÕ.

éÚ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 4.5 ÎÅ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ (4:9), ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E, ÐÏÌÕÞÁÅÍ H^0(P^2; E) ≠ 0. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ õÐÒ. 9.4 (3) ÉÍÅÅÍ c_1(E) = 0, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ det E = O, ÚÎÁÞÉÔ E^∗ ∼= E ⊗ (det E)^∗ ∼= E, ÔÏ ÅÓÔØ H^0(P^2; E^∗) ≠ 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÓÌÏŒÉÑ ÌÅÍÍÙ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ, ÚÎÁÞÉÔ E ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏÇÏ, ÎÏ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉ- ÍÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ 0 ≤ p ≤ n É k ∈ ZÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ~^pT (k) ÐÒÏÓÔÏ.

óÏÇÌÁÓÎÏ õÐÒÁÖÎÅÎÉÀ ÅÓÔØ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÐÒÏÓÔÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÎÇÁ. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÖÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÍÁÌÏÇÏ ÒÁÎÇÁ | ÎÁÏÂÏ- ÒÏÔ, ŒÅÓØÍÁ ÓÌÏÖÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. íÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÄŒÁ ÐÒÉÍÅÒÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÒÁÎÇÁ n − 1 ÎÁ P^n. ðÅÒŒÙÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÕÌÅŒÏÊ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ | ÐÏ- ÐÒÏÝÅ, ÏÄÎÁËÏ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ. œÔÏÒÏÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ôÁÎÇÏ | ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÕÖÅ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

9.4. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÕÌÅŒÏÊ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ. ðÕÓÔØ n | ÎÅÞÅÔÎÏ, Á V | (n + 1)- ÍÅÒÎÏÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ôÁË ËÁË V ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ÎÁ V ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÙ. œÙÂÅÒÅÍ ÏÄÎÕ ÔÁËÕÀ ÆÏÒÍÕ A ∈ ~^2V^∗. æÏÒÍÁ A ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ V ⊗ O^A→ V^∗ ⊗ O. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ V ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ A(v; v) = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ O(−1) → V ⊗ O^A→ V^∗ ⊗ O → O(1) ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ A ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ

T (−1) = (V ⊗ O)=O(−1) → O(1):

äÁÌÅÅ, ÔÁË ËÁË A : V ⊗ O^A→ V^∗ ⊗ O | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, Á ÐÒÏÅËÃÉÑ V^∗ ⊗ O → O(1) ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÁ, ÔÏ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ T (−1) → O(1) ÔÁËÖÅ ÓÀÒØÅËÔÉŒÅÎ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ N ÅÇÏ ÑÄÒÏ. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ N ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÒÁÎÇÁ n − 1 ÎÁ P^n. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ N ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÎÕÌÅŒÏÊ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 9.9. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÕÌÅŒÏÊ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ N ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÒÁÓÓÌÏ- ÅÎÉÅÍ ÎÁ P^n Ó ËÌÁÓÓÏÍ þÖÅÎÑ c(N ) = 1 + h^2 + h^4 + · · · + h^{n−1}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

0 → N → T (−1) → O(1) → 0 (9.10)

ÆÕÎËÔÏÒ Hom(N; − ) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → Hom(N; N ) → Hom(N; T (−1)) → : : : ;

ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ Hom(N; N ) ⊂ Hom(N; T (−1)). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÐÅÒØ Ë ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ (9:10) ÆÕÎËÔÏÒ Hom( − ; T (−1)) ÐÏÌÕÞÁÅÍ

0 → Hom(O(1); T (−1)) → Hom(T (−1); T (−1)) →

→ Hom(N; T (−1)) → Ext^1(O(1); T (−1)) → : : :

ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÆÕÎËÔÏÒ Hom(O(2); − ) ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ n ¿ 1 Ext^•(O(1); T (−1)) = H^•(P^n; T (−2)) = Ext^•(O(2); T ) = 0, ÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ Hom(N; T (−1)) = Hom(T (−1); T (−1)) = End(T (−1)). ïÄÎÁËÏ ÒÁÓÓÌÏÅ- ÎÉÅ T (−1) ÐÒÏÓÔÏÅ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ Hom(N; N ) ⊂ Hom(N; T (−1)) = C , ÚÎÁÞÉÔ N | ÔÏÖÅ ÐÒÏÓÔÏÅ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ËÌÁÓÓ þÖÅÎÑ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ, ÐÏÄËÒÕÞÅÎÎÏÊ ÎÁ O(−1) ÐÏÌÕÞÁÅÍ

c(T (−1)) = c(V ⊗ O)= c(O(−1)) = 1=(1 − h):

úÁÔÅÍ ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (9:10) ÐÏÌÕÞÁÅÍ

c(N ) = c(T (−1))= c(O(1)) = 1=((1 − h)(1 + h)) = 1 + h^2 + h^4 + · · · + h^{n−1} :

9.5. ðÒÉÍÅÒ ôÁÎÇÏ. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÒÉÓÔÕÐÉÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ Ë ËÏÎÓÔÒÕË- ÃÉÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ôÁÎÇÏ, ÄÏËÁÖÅÍ ÄŒÅ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 9.11. åÓÌÉ E ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ r ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ, ÔÏ E ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ r − n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ K = H^0(X; E), dim K = m. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÅ Y = {(s; x) ∈ P(K) × X | s(x) = 0} ⊂ P(K) × X:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ Y = P_X(E^′), ÇÄÅ E^′ = Ker(K ⊗ O_X → E). úÎÁÞÉÔ

dim Y = dim X + r(E^′) − 1 = n + (m − r) − 1:

ðÕÓÔØ p : Y → P(K) | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ P(K). ôÏÇÄÁ

codim p(Y ) ≥ (m − 1) − dim Y = (m − 1) − (n + m − r − 1) = r − n:

œÙÂÅÒÅÍ (r − n)-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ⊂ K, ÔÁË ÞÔÏ P(W ) ∩ p(Y ) = ∅. îÏ ÔÏÇÄÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ W ⊗ O → K ⊗ O → E ÂÕÄÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ìÅÍÍÁ 9.12. åÓÌÉ E ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ r ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ n-ÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÉ X, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ, É c_r(E) = 0, ÔÏ E ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 9.11 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ r ≤ n. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ E ÉÍÅÌÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ s, ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 9.1 ÍÙ ÉÍÅÌÉ ÂÙ [{s = 0}] = c_r (E) = 0, Á ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÎÅÐÕÓÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Œ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ŒÓÅÇÄÁ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ.

œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ŒŒÅÄÅÎÎÙÍÉ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÌÅÍÍÙ 9.11. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : Y → P(K). äÏÐÕÓÔÉÍ p | ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ s ∈ P(K) ÉÍÅÅÍ

dim{x | s(x) = 0} = dim p^{−1}(s) = dim Y − dim P(K) = = (n + m − r − 1) − (m − 1) = n − r;

ÔÏ ÅÓÔØ {x | s(x) = 0} ⊂ X | ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ r. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ s | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ p ÎÅ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏ. œÏÚØÍÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ s ∈ P(K) \ p(Y ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ s ÚÁÄÁÓÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ O → E, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÐÒÉÍÅÒÁ ôÁÎÇÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÎÅÛÎÉÊ ËŒÁ- ÄÒÁÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ, ÐÏÄËÒÕÞÅÎÎÏÊ ÎÁ O(−1). üÔÏ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ 0 → T (−2) → ~^2V ⊗ O → ~^2T (−2) → 0: (9.13)

éÚ ÐÏÓÌÅÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ, ÐÏÄËÒÕÞÅÎÎÏÊ ÎÁ O(−2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ c(T (−2)) = (1 − h)^{n+1}=(1 − 2 h), Á ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (9:13) ÓÌÅÄÕÅÔ c(~^2T (−2)) = 1= c(T (−2)) = (1 − 2 h)=(1 − h)^{n+1}:

òÁÓËÌÁÄÙŒÁÑ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ Œ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÌÅÇËÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ c_n(~^2T (−2)) =

(_{2n} n ) − 2 (_{2n−1} n−1 ) = 0:

ðÕÓÔØ r = n(n − 1)=2 = r(~^2T (−2)). ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ Ë ÒÁÓÓÌÏÅ- ÎÉÀ ~^2T (−2) ÌÅÍÍ 9.11 É 9.12, ÄÏËÁÚÙŒÅÔ, ÞÔÏ ~^2T (−2) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ r − n + 1. œÙÂÉÒÁÑ ÔÁËÏÅ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → O^{⊕(r−n+1)} → ~^2T (−2) → F → 0: (9.14)

úÄÅÓØ F | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ n − 1 Ó c(F ) = (1 − 2 h)=(1 − h)^{n+1}. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ôÁÎÇÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 9.15. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ôÁÎÇÏ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÎÁ P^n Ó ËÌÁÓÓÏÍ þÖÅÎÑ c(F ) = (1 − 2 h)=(1 − h)^{n+1}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ëÌÁÓÓ þÖÅÎÑ ÍÙ ÕÖÅ ŒÙÞÉÓÌÉÌÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÏÔÕ. ðÒÉÍÅÎÑÑ Hom( − ; F ) Ë (9:14) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Hom(F; F ) → Hom(F; ~^2T (−2)) → : : : ;

ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ End(F ) ⊂ Hom(~^2T (−2); F ). ðÒÉÍÅÎÑÑ Hom(~^2T (−2); − ) Ë (9:14) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 → Hom(~^2T (−2); O^{⊕(r−n+1)}) → End(~^2T (−2)) →

→ Hom(~^2T (−2); F ) → Ext^1(~^2T (−2); O^{⊕(r−n+1)}) → : : :

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ õÐÒ. 7.8 ÉÍÅÅÍ Ext^i(~^2T (−2); O) = H^i(P^n; ~^2˙(2)) = 0, ÐÏ- ÜÔÏÍÕ Hom(~^2T (−2); F ) = End(~^2T (−2)). ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏÂÁŒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏ õÐÒ. 9.8 ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ~^2T (−2) | ÐÒÏÓÔÏÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ

End(F ) ⊂ Hom(~^2T (−2); F ) = End(~^2T (−2)) = C ; ÔÏ ÅÓÔØ End(F ) = C .