
Ïðîãðàììà êóðñà �Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç� (1 ñåìåñòð) â ÍÌÓ,
îñåíü 2021

Ñòåðæåíü êóðñà ñîñòàâëÿåò íàáîð ëèñòî÷êîâ ñ çàäà÷àìè äëÿ ñàìîñòîÿòåëü-
íîãî ïðîäóìûâàíèÿ. (Ïðèìåðíûé ñîñòàâ çàäà÷ ïðèâåäåí íèæå, îí áóäåò îá-
íîâëÿòüñÿ.) Â ñâÿçè ñ îòíîñèòåëüíî ìàëûì êîëè÷åñòâîì ëåêöèîííûõ ÷àñîâ,
ëåêöèè íå ñîäåðæàò çàìêíóòîãî è ïîëíîãî èçëîæåíèÿ. Íàïðîòèâ, â ëåêöèÿõ
áóäóò èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû çàäà÷. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ëåêöèè � âñïîìî-
ãàòåëüíûé èíñòðóìåíò, ïîçâîëÿþùèé ñîðèåíòèðîâàòü ó÷àñòíèêîâ, ñäåëàòü èõ
ñàìîñòîÿòåëüíóþ ðàáîòó áîëåå ýôôåêòèâíîé, îêàçàòü êîíñóëüòàöèîííóþ ïîä-
äåðæêó â èíòåðàêòèâíîì ðåæèìå.

Ïåðâûé ñåìåñòð âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå îñíîâíûå òåìû:

• Àêñèîìà Àðõèìåäà è ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ, òîïîëîãè÷åñêèå
ñëåäñòâèÿ èç ýòèõ àêñèîì.

• Ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, òî÷íûå âåðõíèå
è íèæíèå ãðàíè.

• Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ñõîäèìîñòü îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè.
• Ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîëíîòà. Ïðèíöèï ñæèìàþùèõ
îòîáðàæåíèé.

• Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Èí-
äóöèðîâàííàÿ ìåòðèêà.

• Ñâÿçíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.
• Êîìïàêòíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Êðèòåðèè êîìïàêòíîñòè. Ìåò-
ðèêà Õàóñäîðôà.

• Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ, ãîìåîìîðôèçìû.
• Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü. Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî, êðèâàÿ Ïåàíî.
• Çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè è àïïðîêñèìàöèè. Èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà
Ëàãðàíæà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì.

• Äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèé îò îäíîé ïåðåìåííîé. Èíòåðïîëÿöèÿ ñ
êðàòíûìè óçëàìè.

• Ôîðìóëà Òåéëîðà êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóëû Ëàãðàíæà ñ êðàòíûìè
óçëàìè.

• Àïïðîêñèìàöèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë îò íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèè.

• Ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà äëÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.

Êîììåíòàðèè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òðàäèöèåé ÍÌÓ, êóðñ íå çàòðàãèâàåò òðå-
íèðîâêó èíñòðóìåíòàëüíûõ (â ò.÷. âû÷èñëèòåëüíûõ) íàâûêîâ, íåñìîòðÿ íà òî,
÷òî òàêàÿ òðåíèðîâêà íåîáõîäèìà ëþáîìó ñòóäåíòó (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòó-
äåíò ýòî ïîëó÷èò â ñâîåì âóçå). Áàçîâûå ïîíÿòèÿ è òåðìèíîëîãèÿ òåîðèè ìíî-
æåñòâ ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè (ñòóäåíòàì, êîòîðûå ñ ýòèì íå çíàêîìû,
áóäóò ïðåäëîæåíû ìàòåðèàëû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî èçó÷åíèÿ). Â òîì ÷èñëå,
ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïîíÿòèÿìè ñ÷åòíîãî è íåñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà (îïðåäå-
ëåíèå íàïîìíèì). Ðàññ÷èòûâàÿ íà òî, ÷òî ïîíÿòèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà áóäåò ââåäåíî â êóðñå òîïîëîãèè, ìû íå áóäåì îáñóæäàòü ýòîãî ïîíÿòèÿ,
îãðàíè÷àñü òîïîëîãèåé è àíàëèçîì ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
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Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç: ëèñòîê 0 (àíîíèìíûé òåñò)

1. Çíàåòå ëè Âû, ÷òî òàêîå (îòâå÷àéòå äà èëè íåò):

(1) äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè?
(2) ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè?
(3) ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî?
(4) ìîùíîñòü êîíòèíóóìà?
(5) äåäåêèíäîâî ñå÷åíèå ìíîæåñòâà âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë?
(6) êîìïëåêñíîå ÷èñëî?
(7) îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå?
(8) îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè?
(9) îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà?
(10) öåïíàÿ äðîáü?
(11) âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî?
(12) ïðèíöèï òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè?

2. Óêàæèòå ÿâíî òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 1, ÷òî 2n > n1000.

3. Óêàæèòå òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 1, ÷òî 1, 0001n > 1000000.

4. Óêàæèòå òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 1, ÷òî 1000n < n!.

5. Äîêàæèòå, ÷òî 100
√

2 < 1, 01.

6. Íàéäèòå 101 âåðíûé çíàê ïîñëå çàïÿòîé ó ÷èñëà
√

0, 99 . . . 9 (ñòî äåâÿòîê).

7. Ïðè êàêîì íàòóðàëüíîì k âåëè÷èíà k2

1,001k
ìàêñèìàëüíà?

8. ×òî òàêîå
√

2, è ïî÷åìó îíî ñóùåñòâóåò? (îòâåòüòå êðàòêî � äîñòàòî÷íî
ïðèâåñòè îáùóþ ñõåìó ðàññóæäåíèÿ, îïóñòèâ äåòàëè).

9. Âåðíû ëè íåðàâåíñòâà (n/2)n < n!, n! < nn äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî n > 1?

10. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ sin(x2) íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.

11. Íàéäèòå ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

an =
1

1 · 2
− 1

2 · 3
+ · · · ± 1

n(n+ 1)
.

12. Ñóùåñòâóåò ëè ïðåäåë limn→∞ sinn?

13. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ òîæäåñòâ âåðíû:

f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B), f−1(A ∪B) = f−1(A) ∪ f−1(B),

f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B), f−1(A ∩B) = f−1(A) ∩ f−1(B),

f(A−B) = f(A)− f(B), f−1(A−B) = f−1(A)− f−1(B)?

Çäåñü A∪B, A∩B è A−B îáîçíà÷àþò òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îáúåäèíåíèå,
ïåðåñå÷åíèå è ðàçíîñòü, ñîîòâåòñòâåííî.

14. Ïîñòðîéòå ÿâíóþ áèåêöèþ (âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå) ìåæäó èí-
òåðâàëîì (0, 1) è ÷èñëîâîé ïðÿìîé R.

15. Ñóùåñòâóåò ëè ñþðúåêöèÿ (îòîáðàæåíèå íà) èç R â Z (ìíîæåñòâî âñåõ
öåëûõ ÷èñåë)?
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Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç: ëèñòîê 1

Ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûìè ñî øêîëû ñâîéñòâàìè äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë, îòíîñÿùèìèñÿ ê àëãåáðàè÷åñêèì îïåðàöèÿì è îòíîøåíèþ ïîðÿäêà. Åùå
ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå àêñèîìû:

Àêñèîìà Àðõèìåäà: äëÿ âñÿêîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà ε > 0 íàéäåòñÿ
íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, òàêîå, ÷òî nε > 1.

Ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ: ïåðåñå÷åíèå ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè âëîæåííûõ îòðåçêîâ íåïóñòî.

16. Äîêàæèòå, ÷òî (1 + a)n ≥ 1 + na ïðè a > −1 è n = 1, 2, . . . .

×åðåç R îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ìíîæåñòâî A ⊂
R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè ñóùåñòâóåò äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî M , òàêîå,
÷òî |a| ≤M äëÿ âñåõ a ∈ A.

17. Îãðàíè÷åííû ëè ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà: N (ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ,
òî åñòü öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ, ÷èñåë), {an | n ∈ N}, {an/n! | n ∈ N} (a ∈ R)?

18. Ïðè êàêèõ α ìíîæåñòâî ñóìì

1 +
1

2α
+

1

3α
+ · · ·+ 1

nα

(ãäå n ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî N) îãðàíè÷åííî?

19. Áóäåò ëè îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâî ñóìì

1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
,

åñëè èç íèõ âû÷åðêíóòü âñå äðîáè, â çàïèñè çíàìåíàòåëÿ êîòîðûõ åñòü õîòÿ áû
îäíà öèôðà 9?

20. Ó âñÿêîãî íåïóñòîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà A ⊂ R ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ
âåðõíÿÿ ãðàíü, òî åñòü òàêîå ÷èñëî supA, ÷òî a ≤ supA äëÿ âñåõ a ∈ A, è supA
� íàèìåíüøåå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ñ òàêèì ñâîéñòâîì.

Íàçîâåì ε-îêðåñòíîñòüþ ÷èñëà a ∈ R èíòåðâàë (a − ε, a + ε). Áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî ÷èñëî a ∈ R ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1, a2, . . . , åñëè
äëÿ ëþáîãî ε > 0, ÷èñëà an ïðèíàäëåæàò ε-îêðåñòíîñòè ÷èñëà a íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî íîìåðà (çàâèñÿùåãî îò ε).

21. Âñÿêàÿ îãðàíè÷åííàÿ íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë ñõîäèòñÿ.

22. Ó âñÿêîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë åñòü ñõî-
äÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïðåäåëüíîé òî÷êîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàåòñÿ ïðåäåë ëþáîé åå ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè.

23. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ êîòîðîé âñÿêîå äåéñòâèòåëü-
íîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé?

24. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè êîòîðîé
ÿâëÿþòñÿ âñå ÷èñëà âèäà 1/n, n ∈ N, è òîëüêî îíè?
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Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç: ëèñòîê 2

Ìåòðèêîé (èëè ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ) íà ìíîæåñòâåX íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
ρ : X × X → R, òàêàÿ, ÷òî ρ(x, y) = ρ(y, x) ≥ 0 äëÿ âñåõ x ∈ X, ðàâåíñòâî
ρ(x, y) = 0 äîñòèãàåòñÿ åñëè è òîëüêî åñëè x = y, è âûïîëåíî íåðàâåíñòâî

òðåóãîëüíèêà

ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z).

×èñëî ρ(x, y) íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êàìè x è y.

25. Äîêàæèòå, ÷òî íà ëþáîì ìíîæåñòâå X ìîæíî çàäàòü ìåòðèêó, ïîëîæèâ
ρ(x, y) = 1 ïðè x 6= y è ρ(x, y) = 0 ïðè x = y. Ýòà ìåòðèêà íàçûâàåòñÿ äèñêðåò-
íîé.

26. Ïðîâåðüòå, ÷òî ôóíêöèÿ ρ(x, y) = |x− y| ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà ìíîæåñòâå
R.

27. Ïðîñòðàíñòâî Rn, ïî îïðåäåëåíèþ, ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ n
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïðîâåðüòå, ÷òî ôóíêöèÿ

ρ(x, y) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2

îïðåäåëÿåò ìåòðèêó íà Rn. Çäåñü xi îáîçíà÷àåò i-óþ êîîðäèíàòó òî÷êè x ∈ Rn,
àíàëîãè÷íî äëÿ y.

28. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîé ìåòðèêè ρ, ôóíêöèÿ

ρ̃(x, y) =
ρ(x, y)

1 + ρ(x, y)

ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé?

29. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ íà ïëîñêîñòè

ρ(x, y) = max(|x1 − y1|, |x2 − y2|).
Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ìåòðèêà. Êàê âûãëÿäèò â ýòîé ìåòðèêå îêðóæíîñòü ñ öåí-
òðîì â òî÷êå 0?

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê xn ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë x ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè xn, òî åñòü òî÷êà ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîãî ε > 0
íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî ρ(xn, x) < ε ïðè âñåõ n > N .

30. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íå
ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîãî ïðåäåëà.

31. Âî âñÿêîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, ñîñòîÿùåì áîëåå ÷åì èç îäíîé òî÷êè,
åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ íèêóäà íå ñõîäèòñÿ.

32. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ñ äèñêðåòíîé ìåòðèêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ñòàáèëèçèðóåòñÿ (òî åñòü ñòàíîâèòñÿ
ïîñòîÿííîé íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà).
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Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç: ëèñòîê 3

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn òî÷åê ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâàX íàçûâàåòñÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N ,
÷òî ρ(xn, xm) < ε ïðè âñåõ n,m > N .

33. Åñëè ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò õîòÿ áû îäíó ïðåäåëü-
íóþ òî÷êó, òî îíà ñõîäèòñÿ ê ýòîé òî÷êå. Â ÷àñòíîñòè, íèêàêàÿ ôóíäàìåíòàëü-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîé ïðåäåëüíîé òî÷êè.

34. Âñÿêàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ∈ X îãðàíè÷åííà, ò.å. ñó-
ùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà M > 0, ÷òî ρ(x1, xn) ≤M äëÿ âñåõ n ∈ N.

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè â íåì ñõîäèòñÿ ëþáàÿ
ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

35. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Rd, d ∈ N, ïîëíî.

Ïóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Çàìêíóòûì øàðîì ñ öåíòðîì
a ∈ X è ðàäèóñîì R > 0 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê x ∈ X, òàêèõ, ÷òî
ρ(x, a) ≤ R.

36. Îïèøèòå, êàê âûãëÿäÿò øàðû äëÿ òàêîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà: åäè-
íè÷íûé çàìêíóòûé êðóã íà ïëîñêîñòè ñ èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé.

37. * Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå øàð áîëüøåãî ðàäèóñà ìîæåò ñòðîãî ñîäåð-
æàòüñÿ â øàðå ìåíüøåãî ðàäèóñà. Ïðèâåäèòå ïðèìåð.

Äèàìåòðîì ïîäìíîæåñòâà A ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ÷èñ-
ëî sup{ρ(a, b) | a, b ∈ A}. Ïîäìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè äëÿ
ïðåäåë ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an ∈ A ñîäåðæèòñÿ â A.

38. Ïóñòü An � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïóñòûõ âëîæåííûõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ
â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, äèàìåòðû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.
Òîãäà ïåðåñå÷åíèå

⋂
An ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîé òî÷êè. Âëîæåííîñòü îçíà÷àåò,

÷òî An+1 ⊆ An.

39. * Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè âëîæåííûõ çàìêíóòûõ øàðîâ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, ïåðåñå÷åíèå êîòîðîé
ïóñòî.

40. Çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïîë-
íûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Îòîáðàæåíèå F : X → X íàçûâàåòñÿ ñæèìàþùèì, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî
q, òàêîå, ÷òî 0 < q < 1, è äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

ρ(F (x), F (y)) ≤ qρ(x, y)

41. Ïðèâåäèòå ïðèìåð îòîáðàæåíèÿ F : R→ R áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê, òàêîãî,
÷òî |F (x)− F (y)| < |x− y| äëÿ ëþáûõ x 6= y.

42. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êàêàÿ-òî èòåðàöèÿ f◦n îòîáðàæåíèÿ f ïîëíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà X â ñåáÿ ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùåé, òî f èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó.
Ìîæåò ëè ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ îòîáðàæåíèå f èìåòü íåñêîëüêî íåïîäâèæíûõ
òî÷åê?

43. * Ïóñòü 1 < λ ≤ 3 è f(x) = λx(1− x). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈
(0, 1), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f◦n(x) ñõîäèòñÿ ê íåïîäâèæíîé òî÷êå îòîáðàæåíèÿ
f .
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Ïîäìíîæåñòâî U ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâàX íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè
äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ U ñóùåñòâóåò øàð (ïîëîæèòåëüíîãî ðàäèóñà) ñ öåíòðîì
â òî÷êå x, öåëèêîì ñîäåðæàùèéñÿ â U .

44. Ïóñòîå ìíîæåñòâî è âñå ïðîñòðàíñòâî X îòêðûòû. Îáúåäèíåíèå ëþáîãî
(êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãî) íàáîðà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòî. Ïåðåñå÷å-
íèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòî. Äîêàæèòå.

45. Ïóñòü U ⊂ X � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, x ∈ U , à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ∈ X
ñõîäèòñÿ ê x. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð N , ÷òî xn ∈ U äëÿ âñåõ n > N .

46. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ çàìêíó-
òûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî äîïîëíåíèå îòêðûòî.

Ïóñòü A� ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâàX. Îãðàíè÷åíèå ôóíê-
öèè ðàññòîÿíèÿ â X íà ìíîæåñòâî A çàäàåò íà A ìåòðèêó. Ýòà ìåòðèêà íàçû-
âàåòñÿ èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî A íàçûâàåòñÿ
ìåòðè÷åñêèì ïîäïðîñòðàíñòâîì ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X.

47. Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî Z ⊂ X ïîëíî îòíîñèòåëüíî èíäóöèðîâàííîé ìåòðè-
êè, òî Z çàìêíóòî â X.

Ïîäìíîæåñòâî A ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ âñþäó ïëîòíûì
â X, åñëè ëþáîé øàð â X ïîëîæèòåëüíîãî ðàäèóñà ïåðåñåêàåòñÿ ñ A.

48. (a) Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë âñþäó ïëîòíî âî ìíîæåñòâå äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë. (b) Ìíîæåñòâî òî÷åê â Rn, âñå êîîðäèíàòû êîòîðûõ � ðàöèî-
íàëüíûå ÷èñëà, âñþäó ïëîòíî â Rn.

49. * Ïóñòü X ïîëíî. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
îòêðûòûõ âñþäó ïëîòíûõ ìíîæåñòâ âñþäó ïëîòíî.

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè åãî íåëüçÿ ïðåäñòà-
âèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå íåïóñòû è íå
ïåðåñåêàþòñÿ.

50. Ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñâÿçíî â èíäóöèðîâàííîé ìåò-
ðèêå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ
äâóõ íåïóñòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ íå ñîäåðæèò
òî÷åê, ïðåäåëüíûõ äëÿ äðóãîãî ìíîæåñòâà.

51. Îòðåçîê [0, 1] ñâÿçåí.

52. Îïèøèòå âñå ñâÿçíûå ïîäìíîæåñòâà â R.

53. Ïóñòü S1 � îêðóæíîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà íà ïëîñêîñòè ñ öåíòðîì â
òî÷êå o. Çàôèêñèðóåì òî÷êó a ∈ S1. Òî÷êó x ∈ S1 âêëþ÷àåì â ìíîæåñòâî X,
åñëè óãîë ∠xoa íåñîèçìåðèì ñ π (òî åñòü íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå rπ, ãäå r �
ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî); èíòåðâàë (áåç êîíöîâ), ñîåäèíÿþùèé o è y, âêëþ÷àåì â
X, åñëè óãîë ∠yoa ñîèçìåðèì ñ π. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ êîëåñîì Ìàðêîâà.
Ñâÿçíî ëè êîëåñî Ìàðêîâà?

54. Ïóñòü X ⊂ Rn ñâÿçíî è îòêðûòî. Òîãäà ëþáûå äâå òî÷êè â X ìîæíî
ñîåäèíèòü ëîìàíîé, öåëèêîì ëåæàùåé â X.

55. Ïóñòü X � ñâÿçíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X
è ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ε-öåïî÷êà, ñîåäèíÿþùàÿ x ñ y, òî åñòü òàêàÿ êîíå÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê a0 = x, a1, . . . , an−1, an = y â X, ÷òî ρ(ai, ai+1) < ε
äëÿ i = 1, . . . , n− 1.
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Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ âïîëíå îãðàíè÷åííûì, åñëè äëÿ
ëþáîãî ε > 0, â ïðîñòðàíñòâå X íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ ε-ñåòü, òî åñòü êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî A ⊆ X, òàêîå, ÷òî ðàññòîÿíèå îò ëþáîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà X äî
áëèæàéøåé òî÷êè èç A ìåíüøå ε.

56. Âñÿêîå îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî â Rn âïîëíå îãðàíè÷åííî.

57. Âî âïîëíå îãðàíè÷åííîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, ó âñÿêîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè åñòü ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Íàîáîðîò, åñëè ó âñÿ-
êîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî ïðî-
ñòðàíñòâî âïîëíå îãðàíè÷åííî.

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè îíî ïîëíî è
âïîëíå îãðàíè÷åííî.

58. Ïîäìíîæåñòâî â Rn êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî çàìêíóòî
è îãðàíè÷åííî.

59. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó
âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç X åñòü ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ìíîæåñòâî U îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ïîêðû-

òèåì ïðîñòðàíñòâà X, åñëè X ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè âñåõ ìíîæåñòâ èç
U .

60. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó
âñÿêîãî ïîêðûòèÿ ïðîñòðàíñòâà X îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè åñòü êîíå÷íîå
ïîäïîêðûòèå.

61. * Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî X ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé xn ∈ R, òàêèõ, ÷òî
|xn| ≤ 2−n äëÿ âñåõ n = 1, 2, . . . . Ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ òàêèìè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòÿìè íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

ρ(x, y) =

√√√√ ∞∑
n=1

(xn − yn)2 =

√√√√ lim
N→∞

N∑
n=1

(xn − yn)2.

Äîêàæèòå, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñè-
òåëüíî ýòîé ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ.

62. Â êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå ëþáàÿ âëîæåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíó-
òûõ ïîäìíîæåñòâ èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

63. Ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, êîìïàêòíîå îòíîñèòåëüíî èí-
äóöèðîâàííîé ìåòðèêè, çàìêíóòî.

64. * Ïóñòü A è B � çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà â Rn. Îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå ïî
Õàóñäîðôó ìåæäó A è B êàê òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü âñåõ ÷èñåë ε > 0 òàêèõ, ÷òî
A ñîäåðæèòñÿ â ε-îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà B, à B ñîäåðæèòñÿ â ε-îêðåñòíîñòè
ìíîæåñòâà A. Òàê îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà
ìíîæåñòâå âñåõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ â Rn.

65. * Ìíîæåñòâî âñåõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ åäèíè÷íîãî êâàäðàòà â R2 êîì-
ïàêòíî îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè Õàóñäîðôà.

66. Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à F : X → X � îòîáðà-
æåíèå, òàêîå, ÷òî ρ(F (x), F (y)) < ρ(x, y) äëÿ ëþáîé ïàðû ðàçëè÷íûõ òî÷åê x,
y ∈ X. Äîêàæèòå, ÷òî F èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó.
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Ïóñòü X, Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0 ∈ X íà-
çûâàåòñÿ ëþáîå ïîäìíîæåñòâî â X, ñîäåðæàùåå íåêîòîðûé øàð ïîëîæèòåëüíî-
ãî ðàäèóñà âîêðóã òî÷êè x0. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì
â òî÷êå x0 ∈ X, åñëè ïðîîáðàç ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè f(x0) ïðè îòîáðàæå-
íèè f ñîäåðæèò îêðåñòíîñòü òî÷êè x0. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâ-

íûì, åñëè îíî íåïðåðûâíî â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà X. Ôóíêöèåé íà X
ìû áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèå èç X â R.

67. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè, ðàçðûâíîé â êàæäîé òî÷êå.

68. Ïóñòü f : X → Y è g : Y → Z � îòîáðàæåíèÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
Åñëè f íåïðåðûâíî â òî÷êå x0, à g íåïðåðûâíî â òî÷êå f(x0), òî êîìïîçèöèÿ
g ◦f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0. Â ÷àñòíîñòè, êîìïîçèöèÿ äâóõ íåïðåðûâíûõ îòîá-
ðàæåíèé íåïðåðûâíà.

69. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè íà îòðåçêå [−1, 1], íåïðåðûâíîé â òî÷êå 0 è
ðàçðûâíîé âî âñåõ îñòàëüíûõ òî÷êàõ.

70. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè íà ïðÿìîé, íåïðåðûâíîé âî âñåõ èððàöèîíàëü-
íûõ òî÷êàõ è ðàçðûâíîé âî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ.

71. Ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ íà ïðÿìîé, íåïðåðûâíàÿ âî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ
òî÷êàõ è ðàçðûâíàÿ âî âñåõ èððàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ?

72. * Íàéäèòå âñå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè f : R → R, òàêèå, ÷òî f(x + y) =
f(x) + f(y) äëÿ âñåõ x, y ∈ R. Ñóùåñòâóþò ëè ðàçðûâíûå ôóíêöèè ñ òàêèì
ñâîéñòâîì?

73. * Ñóùåñòâóåò ëè íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : R→ R, òàêàÿ ÷òî f(f(x)) = −x
äëÿ âñåõ x ∈ R? Ñóùåñòâóþò ëè ðàçðûâíûå ôóíêöèè ñ òàêèì ñâîéñòâîì?

74. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâàå X ⊂ Rn
äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî X êîìïàêòíî.

75. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(X) ñâÿçíî äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X. Äîêàæèòå, ÷òî X ñâÿçíî.

76. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ðàçðûâíîé ôóíêöèè f : R2 → R, îãðàíè÷åíèå êîòîðîé
íà êàæäóþ ïðÿìóþ â R2 íåïðåðûâíî.

77. Ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ f : R2 → R, ðàçðûâíàÿ â êàæäîé òî÷êå ïëîñêîñòè
è òàêàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ gx(y) = f(x, y) íåïðåðûâíà êàê ôóíêöèÿ îò y ïðè êàæ-
äîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè x, à ôóíêöèÿ hy(x) = f(x, y) íåïðåðûâíà êàê
ôóíêöèÿ îò x ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè y?

Íåïðåðûâíîå, îáðàòèìîå îòîáðàæåíèå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, îáðàòíîå
ê êîòîðîìó òîæå íåïðåðûâíî, íàçûâàåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

78. Ñóùåñòâóåò ëè ãîìåîìîðôèçì ìåæäó: (1) èíòåðâàëîì è ïðÿìîé, (2) èíòåð-
âàëîì è ïîëóèíòåðâàëîì, (3) ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ, (4) ïðÿìîé è îòêðûòûì
ëó÷îì, (5) îêðóæíîñòüþ è äâóìåðíîé ñôåðîé?
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Ïóñòü X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæå-
íèé fn : X → Y ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê îòîáðàæåíèþ f : X → Y , åñëè äëÿ
ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî ρY (fn(x), f(x)) < ε âíå
çàâèñèìîñòè îò x ∈ X.

79. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ñõî-
äèòñÿ ðàâíîìåðíî, òî ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òîæå ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíûì îòîáðàæåíèåì.

80. Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî K ãîìåîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó K ×K.

81. Ñóùåñòâóåò òàêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå h : [0, 1]→ [0, 1], êîòîðîå ÿâëÿ-
åòñÿ íåóáûâàþùèì, òî åñòü èç x ≤ y ñëåäóåò h(x) ≤ h(y), è êîòîðîå ïîñòîÿííî
íà êàæäîì èíòåðâàëå, íå ïåðåñåêàþùåì êàíòîðîâî ìíîæåñòâî. Òàêîå îòîáðà-
æåíèå íàçûâàåòñÿ êàíòîðîâîé ëåñòíèöåé (devil's staircase).

82. * Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå îòðåçêà íà âåñü êâàäðàò (êðèâàÿ
Ïåàíî).

83. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n cóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí Tn : R → R, òàêîé,
÷òî Tn(cosx) = cos nx. Ìíîãî÷ëåíû Tn íàçûâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ×åáûøåâà.
Ïîñ÷èòàéòå T1, T2, T3.

84. Íàéäèòå êîýôôèöèåíò ïðè xn ó ìíîãî÷ëåíà Tn(x).

85. Ïðîâåðüòå, ÷òî Tn ◦ Tm = Tmn.

86. Åñëè x ∈ [−1, 1], òî T ◦m2 (x) ∈ [−1, 1] äëÿ âñåõ m. Åñëè æå x 6∈ [−1, 1], òî
T ◦m2 (x)→∞ ïðè m→∞, òî åñòü äëÿ âñÿêîãî M > 0 èìååì |T ◦m2 (x)| > M äëÿ
âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m.

87. * Ñðåäè âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1, ìíî-
ãî÷ëåí fn(x) = Tn(x)/cn ìåíüøå âñåãî óêëîíàåòñÿ îò íóëÿ íà îòðåçêå [−1, 1],
òî åñòü ðàññòîÿíèå îò fn äî íóëÿ â C([−1, 1],R) ñàìîå ìàëåíüêîå. Çäåñü cn �-
ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà Tn.
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Ïóñòü f : R → R � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè ôóíêöèè f
îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f [x1, x2] =
f(x1)− f(x2)

x1 − x2
, f [x1, x2, x3] =

f [x1, x2]− f [x2, x3]

x1 − x3
,

f [x1, x2, x3, x4] =
f [x1, x2, x3]− f [x2, x3, x4]

x1 − x4
,

è ò.ä. Èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà ñ óçëàìè èíòåðïîëÿöèè
x0 < x1 < · · · < xn íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí L ñòåïåíè íå âûøå n, òàêîé, ÷òî
L(xi) = f(xi) äëÿ âñåõ i = 0, . . . , n.

88. Íàéäèòå èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöèè sin c óçëà-
ìè èíòåðïîëÿöèè 0, π/2, π, 2π, 3π.

89. Äîêàæèòå, ÷òî

f [x0, . . . , xn] = L[x0, . . . , xn] =

n∑
i=0

f(xi)∏
j 6=i(xi − xj)

.

90. Äîêàæèòå ôîðìóëó Íüþòîíà äëÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà L:

L(x) =

n∑
i=0

f [x0, . . . , xi]

i−1∏
j=0

(x− xj).

Çäåñü f [x0] � ýòî ïðîñòî çíà÷åíèå ôóíêöèè f â òî÷êå x0.

91. Äîêàæèòå ôîðìóëó äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà

f(x)− L(x) = f [x, x0, . . . , xn]

n∏
i=0

(x− xi).

92. Ïóñòü óçëû èíòåðïîëÿöèè x0, . . . , xn � ýòî â òî÷íîñòè âñå êîðíè ìíîãî-
÷ëåíà T . Òîãäà

L(x) =

n∑
i=0

f(xi)
T (x)

T ′(xi)(x− xi)
.

Ïóñòü h > 0. Îïðåäåëèì îïåðàòîð êîíå÷íîé ðàçíîñòè ∆h, äåéñòâóþùèé íà
ôóíêöèè f : R → R, è ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîé òàêîé ôóíêöèè íîâóþ ôóíê-
öèþ ∆hf , îïðåäåëåííóþ ôîðìóëîé

∆hf(x) = f(x+ h)− f(x).

Ïðèìåíÿÿ ýòîò îïåðàòîð íåñêîëüêî ðàç, ïîëó÷àåì ôóíêöèè ∆2
hf , ∆3

hf è ò.ä.

93. Íàéäèòå òàêèå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a0, . . . , an, ÷òî

∆n
hf(x) =

n∑
k=0

akf(x+ kh)

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f : R→ R.

94. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî xk = x0 + kh äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n. Ïðîâåðüòå, ÷òî

f [x0, . . . , xn] =
∆n
hf(x0)

n!hn
.
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95. Ïóñòü f : [−1, 1] → [−1, 1] � ôóíêöèÿ, äèôôåðåíöèðóåìàÿ â íóëå è òàêàÿ,
÷òî f(0) = 0. Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî ãðàôèêè ôóíêöèé fn(x) = nf(x/n),
n = 1, 2, . . . , ñõîäÿòñÿ â ìåòðèêå Õàóñäîðôà?

96. Ïóñòü f : [−1, 1]→ [−1, 1] � ôóíêöèÿ, äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ â íóëå è
òàêàÿ, ÷òî f(0) = f ′(0) = 0. Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî ãðàôèêè ôóíêöèé fn(x) =
n2f(x/n), n = 1, 2, . . . , ñõîäÿòñÿ â ìåòðèêå Õàóñäîðôà?

97. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè f : R → R, âñþäó íåïðåðûâíîé, íî íèãäå íå
äèôôåðåíöèðóåìîé.

98. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî íèãäå íå äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà îòðåç-
êå [a, b] èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ ëþáûì îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì ïðî-
ñòðàíñòâà C([a, b],R).

99. Ïóñòü ôóíöèÿ f : R → R äèôôåðåíöèðóåìà âñþäó (n+ 1) ðàç. Äîêàæèòå,
÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
(x0,x1,...,xn)→(x0,x0,...,x0)

f [x0, x1, . . . , xn].

100. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè f : R → R, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò
âñþäó, íî íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé.

101. Ñóùåñòâóåò ëè äèôôåðåíöèðóåìàÿ âñþäó ôóíêöèÿ f : R → R, ïðîèçâîä-
íàÿ êîòîðîé ðàçðûâíà â êàæäîé òî÷êå?

102. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîé âñþäó ôóíêöèè f : R →
R ïðèíèìàåò âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ, òî åñòü åñëè f ′(a) = A, f ′(b) = B,
òî äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà C ìåæäó A è B íàéäåòñÿ ÷èñëî c ìåæäó
a è b, òàêîå, ÷òî f ′(c) = C.

103. Ïóñòü Fn � ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è ñ íîìåðîì n:

F0 = 1, F1 = 1, F2 = 2, F3 = 3, F4 = 5, F5 = 8, F6 = 13, . . .

Íàéäèòå ìíîæåñòâî ÷èñåë x ∈ R, äëÿ êîòîðûõ ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
n=0

Fnx
n.

Íàéäèòå ôîðìóëó äëÿ ñóììû ýòîãî ðÿäà. Óêàçàíèå: íà÷íèòå ñî âòîðîé ÷àñòè.

104. Ïóñòü Tn(x) � ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà ñ íîìåðîì n. Äëÿ êàæäîãî x ∈ R,
íàéäèòå ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë t ∈ R, äëÿ êîòîðûõ ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
n=0

Tn(x)tn.

Íàéäèòå ôîðìóëó äëÿ ñóììû ýòîãî ðÿäà.

105. Íàéäèòå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè esin x ïî ñòåïåíÿì x ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ
ïîðÿäêà 5 è âûøå.

106. Ïðè êàêèõ x ∈ R ñõîäèòñÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä

1 +

∞∑
n=1

α(α+ 1) . . . (α+ n− 1)β(β + 1) . . . (β + n− 1)

n! γ(γ + 1) . . . (γ + n− 1)
xn,

â êîòîðîì α, β è γ � ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà?
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107. Ïóñòü [a, b] � ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê, ñîäåðæàùèéñÿ â (0,∞). Äîêàæèòå,
÷òî ôóíêöèþ log x ìîæíî ñêîëü óãîäíî òî÷íî ðàâíîìåðíî ïðèáëèçèòü ìíîãî-
÷ëåíàìè íà îòðåçêå [a, b].

108. Äîêàæèòå, ÷òî îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè |x| íà îòðåçîê [−1, 1] ìîæíî ñêîëü
óãîäíî òî÷íî ïðèáëèçèòü ìíîãî÷ëåíàìè. Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ôóíêöèé

f1(x) = log(1 + ex) + log(1 + e−x), fn(x) =
f1(nx)

n
.

109. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè e−1/x, îãðàíè÷åííîé íà (0,∞),
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè x→ 0.

110. Ñóùåñòâóåò ëè áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ η : R→ R, òàêàÿ,
÷òî η(x) = 0 ïðè âñåõ x < 0, è η(x) > 0 ïðè âñåõ x > 0?

111. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b, A,B ∈ R, òàêèõ ÷òî a < b, íàéäåòñÿ áåñêî-
íå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ φ : R → R, òàêàÿ, ÷òî φ(x) = A ïðè âñåõ
x ∈ (−∞, a], φ(x) = B ïðè âñåõ x ∈ [b,∞), è âñå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè φ íà îòðåçêå
[a, b] ëåæàò ìåæäó A è B. Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå ôóíêöèþ η(η(1)− η(1− x)).

112. Ñóùåñòâóþò ëè áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè φ, ψ : R → R,
òàêèå, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê (x, y) íà ïëîñêîñòè, çàäàííîå ïàðàìåòðè÷åñêèì
óðàâíåíèåì x = φ(t), y = ψ(t), ñîâïàäàåò ñ ãðàôèêîì ôóíêöèè y = |x|?

113. Äîêàæèòå ôîðìóëó Ñèìïñîíà∫ b

a

f(x) dx =
b− a

6

(
f(a) + 4f

(
a+ b

2

)
+ f(b))

)
− (b− a)5

2880
f (4)(ζ).

Çäåñü f : R → R � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, äèôôåðåíöèðóåìàÿ 4 ðàçà, à ζ �
íåêîòîðàÿ òî÷êà íà îòðåçêå [a, b] (çàâèñÿùàÿ îò f , a è b).


