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8.2. õÓÌÏ×ÉÅ. îÁÊÔÉ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x) = x2003 + x+ 1.
òÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: ÎÁÊÔÉ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Pt(x) = x2003 +x+ t. óÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÒÁ-
×ÅÎ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ É ÅÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ, É ÐÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ
(ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, â. ì. ×ÁÎ ÄÅÒ ÷ÁÒÄÅÎ, �áÌÇÅÂÒÁ�) ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×
a0xn + a1xn−1 + : : : + an É b0xm + b1xm−1 + : : : + bm ÒÁ×ÅÎ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 : : : an 0 : : : : : : : : : : : 0 0
0 a0 a1 : : : an 0 : : : : : : : : : : : 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 0 a0 a1 : : : an
b0 b1 : : : : : : : bm 0 : : : : : : 0 0
0 b0 b1 : : : : : : : bm 0 : : : : : : : 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
: : : : : : : : : : : : : : : : 0 b0 b1 : : : : : : : bm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

:

ðÏÓËÏÌØËÕ P ′(x) = 2003x2002+1, ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ × ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ
ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ t ÓÔÅÐÅÎÉ 2002 É ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 20032003.
÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÐÒÉ ËÁËÉÈ t Õ P É
P ′ ÅÓÔØ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ. ëÏÒÎÉ P ′ ÓÕÔØ xk = 2003−1=2002 exp

(�i(2k + 1)
2002

)
,

k = 1; : : : ; 2002. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÓËÏÍÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ t ÓÕÔØ tk = −xk − x2003
k =

= −2002
2003xk. íÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÒÎÑÍÉ tk ÅÓÔØ ∏2002

k=1 (t−tk) = t2002+ 20022002

20032003 . ðÏ-
ÜÔÏÍÕ ÉÓËÏÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÎÅÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÞÉÓÌÏ (ÒÁÚ
ÏÎ ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎÉ). íÙ ÚÎÁÅÍ ÅÇÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÓÔÁ-
ÌÏÓØ ×ÙÐÉÓÁÔØ ÏÔ×ÅÔ: ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Pt(x) ÒÁ×ÅÎ 20032003t2002+
+ 20022002, Á ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉ t = 1.

ïÔ×ÅÔ: 20032003 + 20022002. (÷. ÷. äÏÃÅÎËÏ)

8.3. õÓÌÏ×ÉÅ. íÏÖÎÏ ÌÉ ËÒÕÇ Ó Ä×ÕÍÑ ÄÙÒËÁÍÉ ÏÔÏÂÒÁÚÉÔØ × ÓÅÂÑ
ÂÅÚ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË?

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÚÁÄÁÞÉ ÄÏÐÕÝÅÎÁ ÏÛÉÂËÁ. ÷ÏÐÒÏÓ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÕ-
ÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (ÇÏÍÅÏ-
ÍÏÒÆÉÚÍÁ).

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×ÙÐ. 10, 2006(281{285)
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ëÒÕÇ Ó Ä×ÕÍÑ ÄÙÒËÁÍÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÓÆÅÒÅ Ó ÔÒÅÍÑ ÄÙÒËÁÍÉ. íÏÖÎÏ
ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÄÙÒËÉ ÉÍÅÀÔ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÒÁÚÍÅÒ (ÓËÁÖÅÍ, 1◦) É ÒÁÓ-
ÐÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁ ÜË×ÁÔÏÒÅ ÓÆÅÒÙ ÔÁË, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÉÈ ÃÅÎÔÒÁÍÉ
ÏÄÉÎÁËÏ×Ù É ÒÁ×ÎÙ 120◦.

çÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÂÅÚ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÍÏÖÎÏ ÔÅÐÅÒØ ÏÐÉÓÁÔØ ÔÁË: ÜÔÏ
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÏ×ÏÒÏÔÁ ÎÁ 120◦ ×ÏËÒÕÇ ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÜË×ÁÔÏÒÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÌÕÛÁÒÉÑ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ, ÔÏ
×ÎÅ ÜË×ÁÔÏÒÁ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÅÔ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ
ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜË×ÁÔÏÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏ×ÏÒÏÔÏÍ ÎÁ 120◦, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ
ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÔÏÖÅ ÎÅÔ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÁÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ËÒÕÇÁ Ó n > 2 ÄÙÒ-
ËÁÍÉ. (í. ì. ëÏÎÃÅ×ÉÞ)

8.4. õÓÌÏ×ÉÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ
ÐÒÑÍÙÅ óÉÍÓÏÎÁ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÅ×ÑÔÉ ÔÏÞÅË ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÒÉ-
ÞÅÍ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

òÅÛÅÎÉÅ. äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÆÁËÔÁ Ï ÐÒÑ-
ÍÙÈ óÉÍÓÏÎÁ.

1◦. åÓÌÉ H | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÙÓÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, P | ÔÏÞ-
ËÁ ÎÁ ÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÐÒÑÍÁÑ óÉÍÓÏÎÁ ÔÏÞËÉ P ÐÒÏÈÏÄÉÔ
ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ PH (ÒÉÓ. 1).

2◦. åÓÌÉ P1 É P2 | ÔÏÞËÉ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC,
s1 É s2 | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ ÐÒÑÍÙÅ óÉÍÓÏÎÁ, ÔÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ
ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ s1 É s2 (ÉÚÍÅÒÅÎÎÙÊ ÏÔ s1 Ë s2) ÒÁ×ÅÎ ÐÏÌÏ×ÉÎÅ
ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ P2OP1 (O | ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC), ÒÉÓ. 2.

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÜÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (ÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÎÁÐÒÉ-
ÍÅÒ, × ËÎÉÇÅ ÷. ÷. ðÒÁÓÏÌÏ×Á �úÁÄÁÞÉ ÐÏ ÐÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ�, ÚÁÄÁÞÉ 5.92 É 5.96),
ÐÏÌÕÞÉÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÏÞÅÎØ ÌÅÇËÏ.

á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ
ÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ H É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ
1=2, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 1◦, ÌÀÂÁÑ ÐÒÑÍÁÑ óÉÍÓÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ
ÏÄÎÕ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ üÊÌÅÒÁ (ÎÁ ÒÉÓ. 3 ÜÔÁ ÔÏÞËÁ | ÓÅÒÅ-
ÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ PH | ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÞÅÒÅÚ L). þÔÏÂÙ ÐÒÑÍÁÑ óÉÍÓÏÎÁ ËÁÓÁ-
ÌÁÓØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ, ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÉÈ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÂÝÅÊ
ÔÏÞËÏÊ, Ô. Å. ÐÒÑÍÁÑ óÉÍÓÏÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÏÔÒÅÚËÕ EL
(E | ÃÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË OHP ;
ÐÏÓËÏÌØËÕ HE = EO, ÏÔÒÅÚÏË EL Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÓÒÅÄÎÅÊ ÌÉÎÉÅÊ, ÔÅÍ ÓÁ-
ÍÙÍ, EL ‖ OP . úÎÁÞÉÔ, ÐÒÑÍÁÑ óÉÍÓÏÎÁ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ
ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÏÔÒÅÚËÕ OP .
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éÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2◦: ÐÒÉ ÐÒÏÈÏÄÅ ÔÏÞËÏÊ P ×ÓÅÊ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (Ô. Å. ËÏÇÄÁ ÏÔÒÅÚÏË OP ÐÏ×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÏËÒÕÇ O ÎÁ 360◦)
ÐÒÑÍÁÑ óÉÍÓÏÎÁ ÐÏ×ÏÒÏÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ −180◦. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕ-
ÌÑÒÎÏÓÔÉ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÔÒÉÖÄÙ, ÐÒÉÞ£Í ÍÅÖÄÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ
ÐÏÌÏÖÅÎÉÑÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ P (ÎÁ ÒÉÓ. 4 ÏÎÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ P1, P2, P3) ÏÔÒÅÚÏË OP
ÐÏ×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 120◦. ôÁË ÞÔÏ P1P2P3 | ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË.

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. ðÕÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ
ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ a, b, c, Á ÃÅÎÔÒÕ ÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ | 0. íÏÖ-
ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÔÏÞËÁÍ P1, P2, P3 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÔÒÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ
3√−abc.

2. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÇÉÂÁÀÝÅÊ ÐÒÑÍÙÈ óÉÍ-
ÓÏÎÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌØÔÏÉÄÁ (ÇÉÐÏÃÉËÌÏÉÄÁ Ó ÔÒÅÍÑ
ÏÓÔÒÉÑÍÉ), ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ×ÏËÒÕÇ ÅÇÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ, ÒÉÓ. 5.

(í. à. ðÁÎÏ×)
9.4. õÓÌÏ×ÉÅ. äÁÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {ak}∞k=1, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ Á1 = 1,

Ák = ak−1 + a[k=2] ÐÒÉ k > 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÉÎ ÅÅ ÞÌÅÎ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ
ÎÁ 4.

ðÅÒ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ n = 2km, ÇÄÅ m | ÎÅÞÅÔÎÏ. äÏËÁÖÅÍ ÉÎ-
ÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n, ÞÔÏ

1. ÅÓÌÉ k ÎÅÞÅÔÎÏ, ÔÏ an ≡ 2 (mod 4);
2. ÅÓÌÉ k ÞÅÔÎÏ É ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÃÉÆÒ × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÞÉÓÌÁ n ÎÅÞÅÔÎÏ,

ÔÏ an ≡ 1 (mod 4);
3. ÅÓÌÉ k ÞÅÔÎÏ É ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÃÉÆÒ × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÞÉÓÌÁ n ÞÅÔÎÏ,

ÔÏ an ≡ 3 (mod 4).
ðÏÓÌÅÄÎÉÅ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ ÍÏÖÎÏ ÏÂßÅÄÉÎÉÔØ × ÏÄÉÎ: ÅÓÌÉ k ÞÅÔÎÏ, ÔÏ
an ≡ 2s(n) − 1 (mod 4), ÇÄÅ s(n) | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÃÉÆÒ × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉ-
ÓÉ ÞÉÓÌÁ n.

âÁÚÁ n = 1 ÏÞÅ×ÉÄÎÁ.ðÅÒÅÈÏÄ: ÐÕÓÔØ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ 1; 2; : : : ; n − 1, ÄÏ-
ËÁÖÅÍ ÄÌÑ n = 2km.

1. åÓÌÉ k ÎÅÞÅÔÎÏ, ÔÏ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ an ≡ 2s(n−1)−1+
+2s(n=2)−1 (mod 4). õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ s(n=2) = s(n), s(n−1) = s(n)+k−1,
ÐÏÌÕÞÁÅÍ
2s(n−1)−1+2s(n=2)−1 = 2s(n)−1+2s(n)−1+2k−2 = 2k ≡ 2 (mod 4):
2. åÓÌÉ k ÞÅÔÎÏ É k > 0, ÔÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ an ≡ 2s(n−1)−1+2
(mod 4). éÚ s(n− 1) = s(n) + k − 1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ

2s(n− 1)− 1 + 2 = 2s(n) + 2k − 1 ≡ 2s(n)− 1 (mod 4):
åÓÌÉ k = 0, ÔÏ ÐÏÌÁÇÁÅÍ n− 1 = 2`s, ÇÄÅ s ÎÅÞÅÔÎÏ.
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åÓÌÉ `−1 ÎÅÞÅÔÎÏ, ÔÏ ÉÚ an ≡ 2+2s(n−1)−1 (mod 4) É s(n−1) = s(n)−1
ÐÏÌÕÞÁÅÍ 2 + 2s(n− 1)− 1 = 2s(n)− 1:

åÓÌÉ ` − 1 ÞÅÔÎÏ, ÔÏ ÉÚ an ≡ 2 + 2s([(n − 1)=2]) − 1 (mod 4) É
s([(n− 1)=2]) = s(n)− 1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ 2 + 2s([(n− 1)=2])− 1 = 2s(n)− 1:

éÎÄÕËÔÉ×ÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÄÏËÁÚÁÎ. úÎÁÞÉÔ, an ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4.
(á. âÁÄÚÑÎ)

÷ÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ an ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4, ÓÌÅ-
ÄÕÅÔ ÉÚ ÔÒÅÈ ÆÁËÔÏ×.

1. åÓÌÉ n ÎÅÞÅÔÎÏÅ, ÔÏ an ÎÅÞÅÔÎÏÅ.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ k > 0 ÉÍÅÅÍ a2k+1 = a2k + ak = a2k−1 + 2ak, ÔÁË

ÞÔÏ a2k+1 É a2k−1 ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÞÅÔÎÏÓÔØ. ðÏÓËÏÌØËÕ a1 ÎÅÞÅÔÎÏ, ÔÏ
É ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ a2k+1 ÔÁËÖÅ ÎÅÞÅÔÎÙ.

2. ðÒÉ k > 0 ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ a4k ≡ ak (mod 4).
äÌÑ k = 1 ÜÔÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ. äÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ k ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ

ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ:

a4k+4 = a4k+3 + a2k+2 = a4k+2 + 2a2k+1 + ak+1 =
= a4k+1 + 3a2k+1 + ak+1 = a4k + 3a2k+1 + a2k + ak+1 =

= a4k + 4a2k+1 + ak+1 − ak;
ÐÏÜÔÏÍÕ a4k+4 − ak+1 ≡ a4k − ak (mod 4).

3. åÓÌÉ n ÞÅÔÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4, ÔÏ ÄÌÑ an ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ:
ÏÎÏ ÞÅÔÎÏ É ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4.

éÚ Ð. 2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

a4k+2 = a4k+1 + a2k+1 = a4k + a2k + a2k+1 =
= (a4k − ak) + 2a2k+1 ≡ 2a2k+1 (mod 4);

ÄÁÌÅÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ð. 1.
ôÅÐÅÒØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÔ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ: ÅÓÌÉ n |

ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ an ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4, ÔÏ n ÄÏÌÖÎÏ ÄÅÌÉÔØÓÑ
ÎÁ 4 (× ÓÉÌÕ ÐÐ. 1 É 3), ÎÏ ÔÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ Ð. 2 an=4 ÔÁËÖÅ ÄÏÌÖÎÏ ÄÅÌÉÔØÓÑ
ÎÁ 4. ðÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ an ÎÅ ÄÅÌÑÔÓÑ
ÎÁ 4. (á. úÅÌÅ×ÉÎÓËÉÊ)


