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ðÑÔØ ÓÀÖÅÔÏ× Ï Ô×ÏÒÞÅÓÔ×Å
÷ÌÁÄÉÍÉÒÁ íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞÁ ôÉÈÏÍÉÒÏ×Á

ç. ç. íÁÇÁÒÉÌ-éÌØÑÅ×

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ Ô×ÏÒÞÅÓÔ×Ï ÷ÌÁÄÉÍÉÒÁ íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞÁ ôÉÈÏÍÉÒÏ×Á
ÏÞÅÎØ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÏ, ÎÏ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÉÎÔÅÒÅÓÙ ÅÇÏ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÐÒÉ-
ÂÌÉÖÅÎÉÊ, ÔÅÏÒÉÅÊ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ É ×ÙÐÕËÌÙÍ ÁÎÁÌÉÚÏÍ. ÷ Ó×Ï-
ÅÊ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÷ÌÁÄÉÍÉÒ íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞ ×ÓÅÇÄÁ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÕÅÔÓÑ ÉÄÅÅÊ,
ÞÔÏ ×ÓÅ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÅ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÎÅÂÏÌØÛÏÍ ÞÉÓÌÅ ÏÂÝÉÈ
ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÐÒÉÎÃÉÐÏ×, Á ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÎÁ
ÏÓÎÏ×Å ÈÏÒÏÛÏ ÒÁÚ×ÉÔÙÈ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÊ. úÄÅÓØ ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ
ÓÀÖÅÔÏ×, ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÀÝÉÈ Ï ÐÒÏÂÌÅÍÁÈ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÚÁÎÉÍÁÌÓÑ ÷ÌÁÄÉÍÉÒ
íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞ × ÒÁÚÎÙÅ ×ÒÅÍÅÎÁ É ÇÄÅ ÅÇÏ ×ÌÉÑÎÉÅ ÂÙÌÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×
ÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÉ É/ÉÌÉ ÒÁÚ×ÉÔÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÔÅÍÁÔÉËÉ. üÔÉÈ ÓÀÖÅÔÏ×
ÐÑÔØ, É ÜÔÏ Ó×ÑÚÁÎÏ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÷ÌÁÄÉÍÉÒ íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞ ÌÀ-
ÂÉÔ, ÞÔÏÂÙ × ÌÀÂÏÍ ÓÐÉÓËÅ (Á ÏÎ ÉÈ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÞÁÓÔÏ É ÐÏ ÓÁÍÙÍ ÒÁÚÎÙÍ
ÐÏ×ÏÄÁÍ) ÞÉÓÌÏ ÐÕÎËÔÏ× ÂÙÌÏ ËÒÁÔÎÏ ÐÑÔÉ.

1. ðÏÐÅÒÅÞÎÉËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×. ÷ 1936 ÇÏÄÕ á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× ××ÅÌ ÐÏÎÑ-
ÔÉÅ ÐÏÐÅÒÅÞÎÉËÁ | ×ÅÌÉÞÉÎÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÎÁÉÌÕÞÛÅÅ ÐÒÉÂÌÉ-
ÖÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÐÅÒÅÞÎÉËÁ ÔÁËÏ×Ï. ðÕÓÔØ X | ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Ï, C | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X É n | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. ÷ÅÌÉÞÉÎÁ

dn(C;X) = inf
Ln

sup
x∈C

inf
�∈Ln

‖x− �‖X ;

ÇÄÅ ÐÅÒ×ÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍ Ln × X ÒÁÚ-
ÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÐÏÐÅÒÅÞÎÉËÏÍ ÐÏ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Á C × X.

äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÌÕÞÛÅ ÐÏÞÕ×ÓÔ×Ï×ÁÔØ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ, ÒÁÓÓÍÏ-
ÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ X | ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ó Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÎÏÒÍÏÊ | · |
É C | ÜÌÌÉÐÓ (ÓÍ. ÒÉÓ. 1). íÙ ÈÏÔÉÍ ÎÁÉÌÕÞÛÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØ C
ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ (Ô. Å. ÐÒÑÍÙÍÉ L, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ
ÎÏÌØ). üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÔÁË. æÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÑÍÕÀ L É
ÐÕÓÔØ x ∈ C. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÏÔ x ÄÏ L × ÍÅÔÒÉËÅ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉ-
ÎÁ d(x;C;X) = inf�∈L |x − �|, Á ×ÅÌÉÞÉÎÁ d(C;L;X) = supx∈C d(x; L;X)

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×ÙÐ. 10, 2006(8{22)
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òÉÓ. 1.

| ÕËÌÏÎÅÎÉÅÍ C ÏÔ L × ÍÅÔÒÉËÅ X. îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Ï L̂, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÜÔÏ ÕËÌÏÎÅÎÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ. íÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ
L̂ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÎÁÉÌÕÞÛÅÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÜÌÌÉÐÓÁ C ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍÉ ÐÏÄ-
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ L̂ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÓØÀ ÁÂÓÃÉÓÓ É ÍÉÎÉÍÁÌØ-
ÎÏÅ ÕËÌÏÎÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ ÄÌÉÎÅ ÍÁÌÏÊ ÐÏÌÕÏÓÉ ÜÌÌÉÐÓÁ, ÞÔÏ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ
Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ×ÙÛÅ É ÅÓÔØ 1-ÐÏÐÅÒÅÞÎÉË ÐÏ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ ÜÌÌÉÐÓÁ C ×
Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÎÏÒÍÅ.

ðÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÒÁÂÏÔÙ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á ÏÚÎÁÍÅÎÏ×ÁÌÏ ÎÁÞÁÌÏ ÎÏ×ÏÇÏ ÜÔÁÐÁ
ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÇÏ Ó ÐÏÉÓËÁÍÉ ÎÁÉÌÕÞÛÅÇÏ ÍÅÔÏ-
ÄÁ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ. ó 1936 ÇÏÄÁ É ×ÐÌÏÔØ
ÄÏ ÛÅÓÔÉÄÅÓÑÔÙÈ ÇÏÄÏ× ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÂÙÌÏ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÊ ÎÁ ÔÅÍÕ Ï ÐÏÐÅ-
ÒÅÞÎÉËÁÈ. îÏ ÚÁÔÅÍ, ÐÏÄ ×ÌÉÑÎÉÅÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÐÒÏÂÌÅÍÏÊ
çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÍÏÄÎÏÊ ÔÏÇÄÁ ÔÅÏÒÉÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁ-
ÃÉÉ, ÜÔÁ ÔÅÍÁÔÉËÁ ÓÔÁÌÁ ÁËÔÉ×ÎÏ ÒÁÚ×É×ÁÔØÓÑ.

÷ ÜÔÏÔ ÐÅÒÉÏÄ ÷. í. ôÉÈÏÍÉÒÏ× ÐÕÂÌÉËÕÅÔ ÒÑÄ ÒÁÂÏÔ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÁ-
ÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÍÉ ÄÌÑ ÅÅ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ. ïÎ ××ÅÌ ÒÑÄ ×ÅÌÉÞÉÎ,
ËÏÔÏÒÙÅ Ó ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞÅË ÚÒÅÎÉÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÔÉ×ÎÙÅ ×ÏÚ-
ÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ÐÒÏÅËÃÉÏÎÎÙÊ ÐÏÐÅÒÅÞÎÉË, ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÐÏ-
ÐÅÒÅÞÎÉË, ÐÏÐÅÒÅÞÎÉË ÐÏ çÅÌØÆÁÎÄÕ, ÐÏ âÅÒÎÛÔÅÊÎÕ É ÄÒ.) É ÐÏÌÕÞÉÌ ÒÑÄ
ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÄÌÑ ÎÉÈ, ÏÓÎÏ×Ù×ÁÑÓØ ÎÁ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÙÈ ÉÍ ÖÅ
ÍÅÔÏÄÁÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÌÉÓØ É ÏÂÏÂÝÁÌÉÓØ
× ÄÅÓÑÔËÁÈ ÒÁÂÏÔ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÉÔÏÇ ÜÔÏÇÏ ÜÔÁÐÁ Ó×ÏÅÊ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ
÷ÌÁÄÉÍÉÒ íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞ ÐÏÄ×ÅÌ × ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ [1].

úÄÅÓØ ÍÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÏÄÉÎ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÷. í. ôÉÈÏÍÉÒÏ×Á, ËÏÔÏÒÙÊ
ÄÁÅÔ ÏÂÝÉÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÏÃÅÎËÁÍ ÐÏÐÅÒÅÞÎÉËÏ× ÓÎÉÚÕ É ÐÏËÁÖÅÍ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ,
ËÁË ÏÎ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ (ôÉÈÏÍÉÒÏ×Á Ï ÐÏÐÅÒÅÞÎÉËÅ ÛÁÒÁ). ðÕÓÔØ X | ÎÏÒ-
ÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Ln+1 | (n+ 1)-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X,

 > 0 É 
BLn+1 = {x ∈ Ln+1 | ‖x‖X 6 
}. ôÏÇÄÁ

dn(
BLn+1; X) = 
:
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òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ X = C([0; 1]) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ-
×Ï ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ x(·) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1] Ó ÎÏÒÍÏÊ ‖x(·)‖C([0;1]) =
= maxt∈[0;1] |x(t)|, C = W 1∞([0; 1]) | ËÌÁÓÓ ÆÕÎËÃÉÊ x(·) ÎÁ [0; 1],
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ ìÉÐÛÉÃÁ (Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ ÅÄÉÎÉÃÁ), Ô. Å.
|x(t) − x(t′)| 6 |t − t′| ÄÌÑ ×ÓÅÈ t; t′ ∈ [0; 1]. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
n > 1

dn(W 1
∞([0; 1]); C([0; 1])) = 1

2n :
ïÃÅÎËÁ ÓÎÉÚÕ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Ln+1 ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÌÏÍÁÎÙÈ ÎÁ ÏÔÒÅÚ-

ËÅ [0; 1] Ó ÉÚÌÏÍÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ tk = k=n, k = 1; : : : ; n− 1. ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ,
ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ Ln+1 ÒÁ×ÎÁ n+ 1 É ÞÔÏ ÅÓÌÉ x(·) ∈ Ln+1 É ÍÁËÓÉÍÕÍ ÍÏ-
ÄÕÌÅÊ ÕÇÌÏ×ÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× Ú×ÅÎØÅ× ÌÏÍÁÎÏÊ x(·) ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉ-
ÎÉÃÙ, ÔÏ x(·) ∈ W 1∞([0; 1]). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ‖x(·)‖C([0;1]) 6 1=2n, ÔÏ
ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÃÙ
É ÚÎÁÞÉÔ, (1=2n)BLn+1 ⊂ W 1∞([0; 1]). ïÔÓÀÄÁ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×Ï ÐÏÐÅÒÅÞÎÉËÁ: ÅÓÌÉ C1 ⊂ C2, ÔÏ dn(C1; X) 6 dn(C2; X), ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ
ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ôÉÈÏÍÉÒÏ×Á Ï ÐÏÐÅÒÅÞÎÉËÅ ÛÁÒÁ:

dn(W 1
∞([0; 1]); C([0; 1])) > dn

( 1
2nBLn+1; C([0; 1])

)
= 1

2n :

ïÃÅÎËÁ Ó×ÅÒÈÕ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Ln ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÌÏÍÁÎÙÈ Ó ÉÚÌÏ-
ÍÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ �k = (2k−1)=2n, k = 1; : : : ; n−1, É ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÁÈ
[0; �1] É [�n−1; 1]. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Ln | n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ
x(·) ∈ W 1∞([0; 1]). óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÌÏÍÁÎÕÀ �(·) ∈ Ln ÔÁËÕÀ,
ÞÔÏ �(�k) = x(�k), k = 1; : : : ; n − 1. ðÒÏÓÔÏÊ ÐÏÄÓÞÅÔ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ
‖x(·) − �(·)‖C([0;1]) 6 1=2n. ôÏÇÄÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ x(·) ÄÏ Ln × ÍÅÔÒÉËÅ
C([0; 1]) ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1=2n, Ô. Å. d(x(·); Ln; C([0; 1])) 6 1=2n.
ðÅÒÅÈÏÄÑ ÓÌÅ×Á × ÜÔÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å Ë ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ ÐÏ ×ÓÅÍ x(·) ∈
W 1∞([0; 1]), Á ÚÁÔÅÍ Ë ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ ÐÏ ×ÓÅÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍ ÒÁÚÍÅÒ-
ÎÏÓÔÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

dn(W 1
∞([0; 1]); C([0; 1])) 6 1

2n :

÷ÍÅÓÔÅ Ó ÏÃÅÎËÏÊ ÓÎÉÚÕ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÕÖÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

2. óÒÅÄÎÑÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ É ÎÁÉÌÕÞÛÉÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅËÏÍ-
ÐÁËÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ. ÷ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÒÁÂÏÔ
ó. î. âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ, ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ËÌÁÓ-
ÓÏ× ÆÕÎËÃÉÊ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁ ×ÓÅÊ ÐÒÑÍÏÊ R. óÁÍ âÅÒÎÛÔÅÊÎ ××ÅÌ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ
ÎÅËÉÊ ÁÎÁÌÏÇ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏ×, Á ÉÍÅÎÎÏ,
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï B�(R), � > 0, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÕÖÅÎÉÑ ÃÅÌÙÈ
ÆÕÎËÃÉÊ f ÎÁ R, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ



ðÑÔØ ÓÀÖÅÔÏ× Ï Ô×ÏÒÞÅÓÔ×Å ÷. í. ôÉÈÏÍÉÒÏ×Á 11

ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ C" = C"(f) > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ z ∈ C ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Ï |f(z)| 6 C" exp(� + ")|z|. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ B�(R) ÔÁËÏ×Ï:
ÜÔÏ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ f ÎÁ R, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ (ËÁË
ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ) ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÏ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−�; �]. ÷ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ
ÇÏÄÙ ÐÏÑ×ÉÌÉÓØ ÄÒÕÇÉÅ ÓÒÅÄÓÔ×Á ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÐÒÑ-
ÍÏÊ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÐÌÁÊÎÏ× É ×ÅÊ×ÌÅÔÏ×. ëÕÓÏÞÎÏ-ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ
ÆÕÎËÃÉÉ É ÌÏÍÁÎÙÅ | ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÓÐÌÁÊÎÏ×. üÔÉ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á B�(R) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ, Á ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ
ËÌÁÓÓÙ ÆÕÎËÃÉÊ (ÓËÁÖÅÍ, ÓÏÂÏÌÅ×ÓËÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ), ÄÌÑ
ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ | ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÙ. ëÁË × ÜÔÏÊ ÓÉ-
ÔÕÁÃÉÉ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÒÅÄÓÔ×Á ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ?

ïÄÉÎ ÉÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÏÄÈÏÄÏ× ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ÐÏÎÑÔÉÉ ÓÒÅÄÎÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏ-
ÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÉÓÔÏËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÏÓÈÏÄÑÔ Ë ÒÁÂÏÔÁÍ ë. ûÅÎÎÏÎÁ ÐÏ
ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÇÄÅ ÏÎ ÄÁÌ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÜÎÔÒÏÐÉÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ×ÒÅ-
ÍÅÎÉ� ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÓÉÇÎÁÌÁ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ (Ô. Å. ÒÅÁ-
ÌÉÚÁÃÉÉ ÜÔÏÇÏ ÓÉÇÎÁÌÁ ËÁË ÒÁÚ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ B�(R)). ÷ 1956 ÇÏÄÕ
á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÌ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×
ÏÂÙÞÎÙÈ (ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ) ÆÕÎËÃÉÊ.

ðÅÒ×ÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ × ÜÔÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ | ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ×ÒÅ-
ÍÅÎÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ B�(R) | ÂÙÌ ÐÏÌÕÞÅÎ ÷. í. ôÉÈÏÍÉÒÏ-
×ÙÍ [2]. ÷ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÷ÌÁÄÉÍÉÒ íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞ ××ÅÌ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÐÏÄ-
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ, ÎÏ ÏÔÐÒÁ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ ÎÅ ÏÔ
ÜÎÔÒÏÐÉÉ, Á ÏÔ ÐÏÐÅÒÅÞÎÉËÁ ÐÏ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ, ËÏÔÏÒÁÑ É ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÎÁ-
Ú×ÁÎÉÅ ÓÒÅÄÎÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. óÕÔØ ÄÅÌÁ ÔÁËÏ×Á. îÁÞÎÅÍ Ó
ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ. ðÕÓÔØ Lh | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÌÏÍÁÎÙÈ ÎÁ R Ó ÉÚÌÏÍÁ-
ÍÉ × ÔÏÞËÁÈ {kh}, k ∈ Z, h > 0. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ T > 0 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ
LhT ÓÕÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Lh ÎÁ ÏÔÒÅÚÏË [−T; T ]. ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ LhT ÒÁ×ÎÁ 2T=h + 3, ÅÓÌÉ T=h | ÃÅÌÏÅ, É 2[T=h] + 3 (ÇÄÅ
[T=h] | ÃÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ T=h), ÅÓÌÉ T=h | ÎÅÃÅÌÏÅ, É ÏÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅ-
ÄÕÅÔ, ÞÔÏ limT→∞(dimLhT )=2T = h−1. üÔÏ ÞÉÓÌÏ É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÅÊ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ (ÉÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ×ÒÅÍÅÎÉ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Lh
(ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÅÓÌÉ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓ-
ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÏÌØËÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÌÏÍÁÎÙÅ). üÔÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ
(Ó ÚÁÍÅÎÏÊ × ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÒÅÄÅÌÁ ÎÁ ÎÉÖÎÉÊ ÐÒÅÄÅÌ) ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÒÅÄÎÀÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÓÕÖÅÎÉÅ ËÏÔÏ-
ÒÏÇÏ ÎÁ [−T; T ] ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ T > 0.

óÉÔÕÁÃÉÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏÖÎÅÅ, ÅÓÌÉ ÓÕÖÅÎÉÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁ
[−T; T ] ÎÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÓÔÕÐÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.
ðÕÓÔØ L | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓËÁÖÅÍ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Cb(R) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ x(·) ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ Ó ÎÏÒÍÏÊ ‖x(·)‖Cb(R) = supt∈R |x(t)|
É BCb(R) | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ × Cb(R). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ (L ∩BCb(R))T |
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ÓÕÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á L ∩ BCb(R) ÎÁ ÏÔÒÅÚÏË [−T; T ] É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ
ÜÔÏ ÓÕÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏ × C([−T; T ]) (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË-
ÃÉÊ ÎÁ [−T; T ] Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ T > 0. ôÏÇÄÁ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ
Ó ÌÀÂÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ É
ÚÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ËÏÎÅÞÎÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ

K"(T; L;Cb(R)) = min{n ∈ Z+ | dn((L ∩BCb(R))T ; C([−T; T ])) < "};
ÇÄÅ dn((L ∩ BCb(R))T ; C([−T; T ])) | n-ÐÏÐÅÒÅÞÎÉË ÐÏ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Õ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Á (L∩BCb(R))T × ÍÅÔÒÉËÅ C([−T; T ]). ñÓÎÏ, ÞÔÏ K"(T;L;Cb(R)) |
ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Ï (L ∩BCb(R))T Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ".

ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ "→ K"(T; L;Cb(R)) ÎÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÐÒÉ
ËÁÖÄÏÍ T > 0.

óÒÅÄÎÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L × Cb(R) ÎÁÚÏ×ÅÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ

dim(L;Cb(R)) = lim
"→0

lim inf
T→∞

K"(T;L;Cb(R))
2T :

ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÕÖÅÎÉÅ L ÎÁ [−T; T ] ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ
ÄÁÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÄÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ.

÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÒÅÄÎÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÷. í. ôÉÈÏÍÉÒÏ×Á, Ï ËÏ-
ÔÏÒÏÍ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ ×ÙÛÅ, Ú×ÕÞÉÔ ÔÁË

dim(B�(R) ∩ Cb(R); Cb(R)) = �
� :

ðÕÓÔØ � > 0. ôÏÇÄÁ ÏÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ h
É � ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ 1=h = �=� = �, ÔÏ ÓÒÅÄÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÌÏÍÁÎÙÈ É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ B�(R)
ÒÁ×ÎÙ �. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ×ÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ
ÓÒÅÄÎÑÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ �, ÍÏÖÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ×ÙÂÏÒÅ ÎÁÉ-
ÌÕÞÛÅÇÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÄÌÑ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ
ÐÒÑÍÏÊ. ôÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÒÅÄÎÉÊ �-ÐÏÐÅÒÅÞÎÉË ÐÏ ëÏÌ-
ÍÏÇÏÒÏ×Õ É ÄÒÕÇÉÅ ÓÒÅÄÎÉÅ ÐÏÐÅÒÅÞÎÉËÉ É ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÔÅ ÖÅ ×ÏÐÒÏÓÙ, ÞÔÏ
É × ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ: ÔÏÞÎÙÅ É ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ
ÜÔÉÈ ÐÏÐÅÒÅÞÎÉËÏ×, ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É Ô. Ð. üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÏ
ÎÏ×ÏÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ × ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ | ÎÁÉÌÕÞÛÉÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÎÅ-
ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎËÃÉÊ. úÄÅÓØ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÒÅÚÕÌØ-
ÔÁÔÏ×. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÁËÔÉ×ÎÏ ÜÔÁ ÔÅÍÁÔÉËÁ ÒÁÚ×É×ÁÅÔÓÑ ×
ëÉÔÁÅ.

3. ðÒÉÎÃÉÐ ìÁÇÒÁÎÖÁ. ÷ 1897 ÇÏÄÕ ìÁÇÒÁÎÖ ×ÙÓËÁÚÁÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ
ÐÒÉÎÃÉÐ: �åÓÌÉ ÉÝÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÉÌÉ ÍÉÎÉÍÕÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÎÏ-
ÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ÉÍÅÅÔÓÑ
Ó×ÑÚØ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÁÑ ÏÄÎÉÍ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ, ÎÕÖÎÏ ÐÒÉÂÁ×ÉÔØ
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Ë ÆÕÎËÃÉÉ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ, ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó×ÑÚÉ,
ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÅ ÎÁ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, É ÉÓËÁÔØ ÚÁÔÅÍ ÍÁËÓÉÍÕÍ É
ÍÉÎÉÍÕÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÓÕÍÍÙ, ËÁË ÅÓÌÉ ÂÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÂÙÌÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.
ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ Ó×ÑÚÉ, ÐÏÓÌÕÖÁÔ
ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ�.

ïÂÄÕÍÙ×ÁÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ,
÷ÌÁÄÉÍÉÒ íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞ ÐÒÉÛÅÌ Ë ×Ù×ÏÄÕ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÐÒÉÎÃÉÐ (ÅÓÌÉ ÐÒÉ-
ÄÁÔØ ÅÍÕ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÅ ÔÏÌËÏ×ÁÎÉÅ) ÉÍÅÅÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÈÁ-
ÒÁËÔÅÒ: ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ×ÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ
ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ×Ù×ÅÄÅÎÙ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÒÅÃÅÐÔÏÍ ìÁÇÒÁÎÖÁ.

óÌÏ×Á ìÁÇÒÁÎÖÁ ÏÔÎÏÓÉÌÉÓØ Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ×ÉÄÁ
f0(x) → extr; fi(x) = 0; i = 1; : : : ;m;

ÇÄÅ extr ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÌÉÂÏ ÍÁËÓÉÍÕÍ, ÌÉÂÏ ÍÉÎÉÍÕÍ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÒÅËÏÍÅÎÄÁÃÉ-
ÑÍ ÎÁÄÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ (ÆÕÎËÃÉÀ ìÁÇÒÁÎÖÁ) ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ:
L(x; �) = ∑m

i=0 �ifi(x) (ÒÁÚÕÍÎÏ ÓÔÁ×ÉÔØ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ É Õ f0; ÜÔÏ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÏÅ ÐÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÅ ÓÏ ×ÒÅÍÅÎ ìÁÇÒÁÎÖÁ, ÎÏ, ÐÒÁ×ÄÁ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ), ÇÄÅ
� = (�0; : : : ; �m) | ÎÁÂÏÒ �ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ� (ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁ-
ÇÒÁÎÖÁ). äÁÌÅÅ ÎÁÄÏ ÉÓËÁÔØ ÍÁËÓÉÍÕÍ É ÍÉÎÉÍÕÍ ÆÕÎËÃÉÉ L ÐÏ x �ËÁË
ÅÓÌÉ ÂÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÂÙÌÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ�, ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁÄÏ ×ÙÐÉÓÁÔØ
ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ: ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ.
åÓÌÉ fi | ÆÕÎËÃÉÉ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ n ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ïÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ �i ÜÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ É ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ
ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÓËÁÖÅÍ, ÒÁ×ÎÙÍ ÅÄÉÎÉÃÅ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÉÍÅÅÍ n+m ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÊ (m ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó×ÑÚÉ) ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ n + m ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ. ôÏÞÎÙÊ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (ÐÒÁ×ÉÌÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ) Ú×ÕÞÉÔ ÔÁË: ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ fi,
i = 0; 1; : : : ;m, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ
ÔÏÞËÉ x̂ É × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ, ÔÏ ÎÁÊ-
ÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÎÁÂÏÒ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ � = (�0; : : : ; �m),
ÞÔÏ x̂ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Lx(x̂; �) = 0, Ô. Å. ∑m

i=0 �if ′i(x̂) = 0,
ÇÄÅ f ′i(x̂) | ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ (ÇÒÁÄÉÅÎÔÙ) ÆÕÎËÃÉÊ fi, 0 6 i 6 m, × ÔÏÞËÅ x̂.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ
∫ t1

t0
f(t; x(t); u(t)) dt→ min; _x = '(t; x; u); u(t) ∈ U;

x(t0) = x1; x(t1) = x1; (3.1)
É ÐÏÐÒÏÂÕÅÍ ÐÏÎÑÔØ ×ÉÄ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÍÉÎÉÍÕÍÁ × ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ,
ÓÌÅÄÕÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÒÅËÏÍÅÎÄÁÃÉÑÍ ìÁÇÒÁÎÖÁ.

÷ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ f É ' | ÆÕÎËÃÉÉ ÔÒÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, U | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ. ðÅÒÅÍÅÎÎÁÑ u ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ, Á x | ÆÁÚÏ×ÏÊ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. éÎÔÅÒÅÓ Ë ÔÁËÏÇÏ ÓÏÒÔÁ ÚÁÄÁÞÁÍ ×ÏÚÎÉË × ÐÑÔÉÄÅÓÑÔÙÅ ÇÏÄÙ
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ÐÒÏÛÌÏÇÏ ×ÅËÁ × ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÚÁÐÒÏÓÙ ÐÒÁËÔÉËÉ: ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏ
(× ÔÏÍ ÉÌÉ ÉÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) ÕÐÒÁ×ÌÑÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÐÒÏÃÅÓÓÁÍÉ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ
ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÒÅÓÕÒÓÏ× (ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ, ÜÎÅÒÇÅÔÉÞÅÓËÉÈ
É Ô. Ð.). ÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÃÅÓÓ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÅÍ _x = '(t; x; u) (ÎÁ �×ÈÏÄ� ÐÏÄÁÅÔÓÑ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ u(·), ÎÁ �×ÙÈÏÄÅ�
ÐÏÌÕÞÁÅÍ x(·)). íÙ ÈÏÔÉÍ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ û(·), ÞÔÏÂÙ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÆÁÚÏ×ÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ x̂(·) × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ É ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔÙ ×ÒÅ-
ÍÅÎÉ t0 É t1 ÐÒÉÎÉÍÁÌÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x0 É x1, ÞÔÏÂÙ û(·) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ t ∈ [t0; t1]
ÎÅ ×ÙÈÏÄÉÌÏ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U (ÏÔÒÁÖÁÀÝÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÎÁ-
ÛÉÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ) É, ÎÁËÏÎÅÃ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏ
× ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÁ ÐÁÒÅ (x̂(·); û(·)) ÐÒÉÎÉÍÁÌ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÅ.

îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÍÉÎÉÍÕÍÁ × ÐÏÄÏÂÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÂÙÌÉ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ×
ÐÑÔÉÄÅÓÑÔÙÅ ÇÏÄÙ É ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ðÏÎÔÒÑÇÉ-
ÎÁ. üÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÑÒËÉÈ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÊ ÔÅÏÒÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ.

âÕÄÅÍ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÚÁÄÁÞÕ (3.1) ËÁË ÎÁ ÚÁÄÁÞÕ ÍÉÎÉÍÉÚÁÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ
Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x(·) É u(·), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÏÇÒÁÎÉ-
ÞÅÎÉÑÍ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ _x(t) − '(t; x(t); u(t)) = 0, t ∈ [t0; t1], ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÐÒÉ-
ÎÉÍÁÔØ ËÁË ËÏÎÔÉÎÕÕÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÄÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ
�ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ�, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ (ÓÌÅÄÕÑ ÔÒÁÄÉÃÉÉ) p(t)
É �ÓÌÏÖÉÔØ�, Ô. Å. ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎËÃÉÑ ìÁÇÒÁÎÖÁ
ÚÁÄÁÞÉ (3.1) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

L(x(·); u(·); �)=
∫ t1

t0
(�0f(t; x(t); u(t)) + p(t)( _x(t)− '(t; x(t); u(t))))dt+

+ �0(x(t0)− x0) + �1(x(t1)− x1);
ÇÄÅ � = (�0; p(·); �0; �1) | ÎÁÂÏÒ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ. ðÕÓÔØ (x̂(·); û(·))
| ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ. ÷ÙÐÉÛÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ
ìÁÇÒÁÎÖÁ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÐÏ x(·) É ÐÏ u(·). ðÏ x(·) | ÜÔÏ ÔÁË ÎÁ-
ÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÚÁÄÁÞÁ âÏÌØÃÁ | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÁÒÉÁÃÉ-
ÏÎÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ L ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ,
ÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ × ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ

− d
dt L̂ _x(t) + L̂x(t) = 0 ⇔ _p(t) = −p(t)'̂x(t)− �0f̂x(t) (3.2)

(ÇÄÅ L̂ _x(t) = L _x(t; x̂(t); _̂x(t); û(t); �0; p(t)) É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ
ÆÕÎËÃÉÊ Ó ËÒÙÛËÏÊ) É

L̂ _x(t0) = �0; L̂ _x(t1) = −�1 ⇔ p(t0) = �0; p(t1) = −�1: (3.3)

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ û(·) ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÍÉÎÉÍÕÍ ÐÏ u(·) ÆÕÎË-
ÃÉÉ ìÁÇÒÁÎÖÁ, ÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ (É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ), ÞÔÏÂÙ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ t,
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ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ û(·) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ, ÆÕÎËÃÉÑ L ÄÏÓÔÉÇÁÌÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÐÏ u ∈ U
× ÔÏÞËÅ û(t), Ô. Å.

min
u∈U

(�0f(t; x̂(t); u)− p(t)'(t; x̂(t); u)) =

= �0f(t; x̂(t); û(t))− p(t)'(t; x̂(t); û(t)): (3.4)
íÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ÆÏÒÍÅ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ, ÐÏÍÅÎÑ× ÚÎÁËÉ

ÐÅÒÅÄ �0f É p' ÎÁ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ.
óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (3.2), (3.3) É (3.4) (× ÆÏÒÍÅ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ) É ÅÓÔØ ÐÒÉÎ-

ÃÉÐ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. ôÏÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ
ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉ×ÏÄÉÔØ, ÎÏ ÓÕÔØ ÅÅ (ËÁË É × ÐÒÁ×ÉÌÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ)
× ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÎÁÂÏÒ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ �,
ÞÔÏ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ (3.2){(3.4).

òÅÛÅÎÉÅ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÐÒÉÎÃÉÐÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÐÒÏÉÓÈÏ-
ÄÉÔ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÈÅÍÅ: ×ÙÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ
ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ, ÐÏÔÏÍ ÏÎÉ ÁÎÁÌÉÚÉÒÕÀÔÓÑ É × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÎÁÈÏÄÑÔ
�ÐÏÄÏÚÒÅ×ÁÅÍÙÊ� ÎÁ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ ÏÂßÅËÔ (ÓËÁÖÅÍ, ÆÕÎËÃÉÀ). ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ
ÐÒÏ×ÅÒÑÀÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÎÎÙÊ ÏÂßÅËÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÊ
ÚÁÄÁÞÉ (× ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÀÖÅÔÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ ÐÒÉÍÅÒ). ÷ÁÖÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ
ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÚÁÞÁÓÔÕÀ ÎÁÍ ÎÕÖÎÁ ÌÉÛØ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÕÓÌÏ-
×ÉÊ, ÄÌÑ ÞÅÇÏ ×ÐÏÌÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÌÁÄÅÎÉÑ ÐÒÉÎÃÉÐÏÍ ìÁÇÒÁÎÖÁ, Á ÎÅ
ÚÎÁÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÔÏÞÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÎÏÇÄÁ ÔÁËÏÇÏ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÐÒÏÓÔÏ ÎÅÔ, Á ÐÒÉÎÃÉÐ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÄÁÅÔ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒ
ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ.

÷ ÔÅÞÅÎÉÉ ÍÎÏÇÉÈ ÌÅÔ ÷ÌÁÄÉÍÉÒ íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞ ÐÒÏÐÁÇÁÎÄÉÒÕÅÔ ÐÒÉÎ-
ÃÉÐ ìÁÇÒÁÎÖÁ ËÁË ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ ÐÒÉÅÍ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÁÍÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ
ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÐÏËÁ ÅÇÏ ÉÄÅÑ: �ðÏÞÔÉ ×ÓÅ ÜËÓÔÒÅ-
ÍÁÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï É ÒÅÛÁÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏ� ÅÝÅ ÎÅ
�Ï×ÌÁÄÅÌÁ ÍÁÓÓÁÍÉ�. äÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÐÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁÂÏÔÙ, ÐÏÓ×ÑÝÅÎÎÙÅ ÒÅ-
ÛÅÎÉÀ ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÕÔØ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ
ÎÁ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ. ïÓÏÂÅÎÎÏ ×ÁÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÎÉÅ ÐÒÉÎ-
ÃÉÐÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÄÌÑ �ÐÏÔÒÅÂÉÔÅÌÅÊ� ÔÅÏÒÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ (ÉÎÖÅÎÅÒÏ×, ÜËÏ-
ÎÏÍÉÓÔÏ×, ÕÐÒÁ×ÌÅÎÃÅ×), ËÏÔÏÒÙÍ ÜÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÐÒÅÐÏÄÎÏÓÉÔ-
ÓÑ ËÁË ÎÁÂÏÒ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÒÅÃÅÐÔÏ× ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ
ÔÉÐÁ.

òÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÏÐÒÏÓÙ ÔÅÏÒÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉÎÃÉÐ ìÁ-
ÇÒÁÎÖÁ ÷ÌÁÄÉÍÉÒ íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞ ÐÒÏÄÕÍÙ×ÁÌ ÓÏ ÍÎÏÇÉÍÉ Ó×ÏÉÍÉ ÕÞÅÎÉ-
ËÁÍÉ É ËÏÌÌÅÇÁÍÉ, É × ÐÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÚÄÅÓØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÁÚ×ÁÔØ áÌÅËÓÁÎÄÒÁ
äÁ×ÉÄÏ×ÉÞÁ éÏÆÆÅ É ÷ÌÁÄÉÍÉÒÁ íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞÁ áÌÅËÓÅÅ×Á.

óÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ × ÒÁÚ-
ÌÉÞÎÙÈ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÍÏÖ-
ÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ [3].



16 ç. ç. íÁÇÁÒÉÌ-éÌØÑÅ×

4. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÉÄÁ
‖x(k)(·)‖Lq(T ) 6 K‖x(·)‖�Lp(T )‖x(n)(·)‖�Lr(T ) ; (4.1)

ÇÄÅ 0 6 k < n, 1 6 p; q; r 6 ∞, T = R+ ÉÌÉ R É � > 0, � > 0 (ÐÒÉ ÜÔÏÍ
� É � ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ k; n; p; q; r), ÎÁÚÙ×ÁÀÔ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ ÉÌÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ ìÁÎÄÁÕ { ëÏÌ-
ÍÏÇÏÒÏ×Á. ôÁËÏÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ × 1913 ÇÏÄÕ ü. ìÁÎÄÁÕ ÄÏËÁ-
ÚÁÌ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (4.1) ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ k = 1, n = 2, q = p = r = ∞ É T = R+ É
ÎÁÛÅÌ ÎÁÉÌÕÞÛÕÀ (Ô. Å. ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ) ËÏÎÓÔÁÎÔ K × ÜÔÏÍ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å, ËÏÔÏÒÁÑ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÒÁ×ÎÏÊ 2, Á × 1938 ÇÏÄÕ á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×
ÎÁÛÅÌ ÔÏÞÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (4.1) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÃÅÌÙÈ k É n,
1 6 k < n, q = p = r = ∞ É T = R.

îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÉÄÁ (4.1) ÐÒÉ×ÌÅËÁÌÉ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÍÎÏÇÉÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÍÁ-
ÔÅÍÁÔÉËÏ× (áÄÁÍÁÒ, îÁÄØ, èÁÒÄÉ, ìÉÔÔÌØ×ÕÄ, ðÏÌÉÁ É ÄÒ.). ÷ÓÐÌÅÓË ÉÎ-
ÔÅÒÅÓÁ Ë ÜÔÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ ÐÒÏÉÚÏÛÅÌ × ÛÅÓÔÉÄÅÓÑÔÙÅ ÇÏÄÙ ÐÒÏÛÌÏÇÏ
×ÅËÁ × Ó×ÑÚÉ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ Ï ÎÁÉÌÕÞÛÅÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÁ (ÏÂÙÞÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÁÍÉ, ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ó. â. óÔÅÞËÉÎÙÍ. âÙÌ ÐÏÌÕÞÅÎ ÒÑÄ ÎÏ×ÙÈ ÔÏÞÎÙÈ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (4.1) ÉÇÒÁÀÔ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÏÐÒÏ-
ÓÁÈ ÁÎÁÌÉÚÁ É ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ.

îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÔÏÞÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ × ÔÁËÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÅ-
ÛÅÎÉÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ

‖x(k)(·)‖Lq(T ) → max; ‖x(·)‖Lp(T ) 6 
1; ‖x(n)(·)‖Lr(T ) 6 
2 (4.2)
ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ 
1 > 0 É 
2 > 0.

÷ ÎÁÞÁÌÅ ÓÅÍÉÄÅÓÑÔÙÈ ÇÏÄÏ× ÷. í. ôÉÈÏÍÉÒÏ× ÐÏÓÔÁ×ÉÌ ÏÂÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ
‖D�0x(·)‖Lp0 (T ) → max; ‖D�ix(·)‖Lpi (T ) 6 
i; i = 1; : : : ;m

(ÇÄÅ D� | ÏÐÅÒÁÔÏÒ (×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ) ÄÒÏÂÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ, T |
ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÒÑÍÁÑ ÉÌÉ ÐÏÌÕÐÒÑÍÁÑ, ÎÏ, ÓËÁÖÅÍ, ÏÔÒÅÚÏË ÉÌÉ ×ÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Ï Rn) É ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÅÅ, ÏÐÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÏÂÝÉÅ ÐÒÉÎÃÉÐÙ ÔÅÏ-
ÒÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÃÅÌØ, ËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÅÓÌÅÄÏ×ÁÌ ÷ÌÁÄÉ-
ÍÉÒ íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞ, ÚÁËÌÀÞÁÌÁÓØ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÉÓÐÙÔÁÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ
ÔÅÏÒÉÉ, ÔÁË ËÁË ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ pi ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔÓÑ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ×ÅÓØ ÓÐÅËÔÒ
ÚÁÄÁÞ, ËÏÔÏÒÙÅ × ÎÅÊ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ (ÚÁÄÁÞÉ ×ÁÒÉÁÃÉÏÎÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÏÐÔÉ-
ÍÁÌØÎÏÇÏ ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ, ×ÙÐÕËÌÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÚÁÄÁÞÉ Ó ÆÁÚÏ×ÙÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉ-
ÑÍÉ É Ô. Ä.). îÅ ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÌÁ, ËÏÎÅÞÎÏ, É ÜÓÔÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ
ÄÅÌÁ: ÔÏÞÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ËÒÁÓÉ×ÏÊ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ | ×ÓÅÇÄÁ ÎÅÍÁÌÏÅ
ÕÄÏ×ÏÌØÓÔ×ÉÅ.

þÅÒÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ×ÒÅÍÑ ×ÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÎÙÅ Ë
ÔÏÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ ÚÁÄÁÞÉ ×ÉÄÁ (4.2) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ, ÐÏ ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ, ÕÐÒÁÖ-
ÎÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÔÁËÏÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-
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ÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ (ÒÅÛÅÎÉÅ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÕ-
ÍÁ) ÐÏÚ×ÏÌÉÌ ÓÒÁÚÕ Õ×ÉÄÅÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁ-
ÔÏ×, ÐÒÏÄ×ÉÎÕÔØÓÑ × ÒÅÛÅÎÉÉ ÎÏ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ É Õ×ÉÄÅÔØ Ó×ÑÚÉ ÉÈ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ
ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ.

÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÉÍÅÒÁ ÎÁÊÄÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ × ÏÄÎÏÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ×ÁÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÓÈÅÍÁ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ
ÂÕÄÅÔ ÔÁËÏÊ ÖÅ É ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÇÄÅ
ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÏÞÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÏÞÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

‖x(·)‖Cb(R+) 6
√

2 ‖x(·)‖1=2
L2(R+)‖ _x(·)‖1=2

L2(R+) ; (4.3)

ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÌÏËÁÌØÎÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ (Ô. Å. ÁÂÓÏÌÀÔ-
ÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ) ÆÕÎËÃÉÊ x(·) ∈ L2(R+), Õ ËÏÔÏÒÙÈ
ÐÅÒ×ÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ _x(·) ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ L2(R+). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÞÅÒÅÚ W1

2 (R+).
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ W1

2 (R+) ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ

x(0) → max;
∫

R+
x2(t) dt 6 1;

∫

R+
_x2(t) dt 6 1: (4.4)

åÓÌÉ ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ x̂(·) ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÒÁ-
ÝÁÀÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÔÏ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÔÏÞÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ x(·) ∈ W1

2 (R+) É x(·) 6= 0. ôÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×Å-
ÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y(t) = ax(bt), ÇÄÅ a = (‖x(·)‖L2(R+)‖ _x(·)‖L2(R+))−1=2

É b = ‖x(·)‖L2(R+)=‖ _x(·)‖L2(R+) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÊ × (4.4) É ÐÏÜÔÏÍÕ
y(0) = ax(0) 6 x̂(0), ÉÌÉ

x(0) 6 x̂(0)‖x(·)‖1=2
L2(R+)‖ _x(·)‖1=2

L2(R+) : (4.5)
ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÔÁËÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

‖x(·)‖Cb(R+) 6 x̂(0)‖x(·)‖1=2
L2(R+)‖ _x(·)‖1=2

L2(R+) : (4.6)

÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x(·) ∈ W1
2 (R+) ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÅ

×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ � ∈ R+, ÞÔÏ x(�) ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ ÐÒÁ×ÏÊ
ÞÁÓÔÉ × (4.6) ÐÒÉ x(·) = x(·). îÏ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ x(t) = x(t−�) ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÁ×ÏÊ
ÞÁÓÔÉ × (4.6), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÎÁ x(·), Á ÔÁË ËÁË x(0) = x(�), ÔÏ
ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ Ó ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (4.5).

éÔÁË, ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á (4.3) ÏÓÔÁÌÏÓØ ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (4.4)
É ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÎÕÌÅ ÒÁ×ÎÏ

√
2. æÕÎËÃÉÑ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÚÁÄÁ-

ÞÉ (4.4) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

L(x(·); �) = �0x(0) + �1

(∫

R+
x2(t) dt− 1

)
+ �2

(∫

R+
_x2(t) dt− 1

)
;



18 ç. ç. íÁÇÁÒÉÌ-éÌØÑÅ×

ÇÄÅ � = (�0; �1; �2). óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ìÁÇÒÁÎÖÁ, ÅÓÌÉ x̂(·) | ÒÅÛÅ-
ÎÉÅ (4.4), ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ �, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ìÁÇÒÁÎ-
ÖÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÍÉÎÉÍÕÍÁ × ÔÏÞËÅ x̂(·). úÁÄÁ-
ÞÁ ÍÉÎÉÍÉÚÁÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ ìÁÇÒÁÎÖÁ | ÜÔÏ ÚÁÄÁÞÁ âÏÌØÃÁ (Ï ËÏÔÏÒÏÊ
ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ ÕÖÅ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÓÀÖÅÔÅ), ÐÒÁ×ÄÁ, ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÒÏÍÅ-
ÖÕÔËÅ. îÅ ÏÂÒÁÝÁÑ ÎÁ ÜÔÏ ×ÎÉÍÁÎÉÑ, ×ÙÐÉÛÅÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ
ÕÓÌÏ×ÉÑ ÍÉÎÉÍÕÍÁ. ïÎÉ ÚÁËÌÀÞÁÀÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÏÌÖÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ üÊÌÅÒÁ:

−2�2 �̂x(t) + 2�1x̂(t) = 0 (4.7)
É ÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ:

2�2 _̂x(0) = �0: (4.8)

ðÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, �1 É �2 ÎÅ ÒÁ×-
ÎÙ ÎÕÌÀ, ÉÂÏ, ÅÓÌÉ �1 = 0, ÔÏ ÉÚ (4.7) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ �2 = 0, ÌÉÂÏ
�̂x(·) = 0. ÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚ (4.8) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �0 = 0, Ô. Å. ×ÓÅ ÍÎÏÖÉÔÅ-
ÌÉ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ,
ÞÔÏ x̂(t) = at+ b. îÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ L2(R+), ÅÓÌÉ ab 6= 0, Á
ÅÓÌÉ a = b = 0, ÔÏ x̂(·) = 0, ÞÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÏÖÅ ÎÅ ÔÁË ÐÏ ÓÍÙÓÌÕ ÚÁÄÁÞÉ.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ É �2 6= 0.

äÁÌÅÅ, �1 É �2 ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ, ÔÁË ËÁË × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÎÉËÁËÏÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (4.7) ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ L2(R+). ðÏÓËÏÌØËÕ
× ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ (4.7) É (4.8) ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Ó ÔÏÞÎÏ-
ÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �1 > 0 É �2 > 0.
ôÏÇÄÁ ÉÚ (4.7) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

x̂(t) = C1e−
√
�1=�2 t + C2e

√
�1=�2 t:

îÏ x̂(·) ∈ L2(R+), ÐÏÜÔÏÍÕ C2 = 0 É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ x̂(t) = C1e−
√
�1=�2 t. ôÁË

ËÁË x̂(·) 6= 0, ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ _̂x(0) 6= 0 É ÐÏ ÓÍÙÓÌÕ ÚÁÄÁÞÉ ÑÓÎÏ,
ÞÔÏ _̂x(0) < 0. ôÏÇÄÁ ÉÚ (4.8) ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �0 < 0 É ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ
�0 = −1.

ëÏÎÓÔÁÎÔÙ C1, �1 É �2 ÎÁÊÄÅÍ ÉÚ (4.8) É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ
∫

R+
x̂2(t) dt = 1;

∫

R+

_̂x2(t) dt = 1:

üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ÐÏÄÓÞÅÔ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ

x̂(t) =
√

2e−t; �1 = �2 = 1
2
√

2
:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ x̂(·) ∈ W1
2 (R+).
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äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ x̂(·) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ
ÚÁÄÁÞÉ (4.4). ïÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (4.7). õÍÎÏÖÉÍ ÏÂÅ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉ
ÎÁ x(·) ∈ W1

2 (R+), ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ ÐÏ R+, ÚÁÔÅÍ ÐÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ × ÐÅÒ-
×ÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ1) É ÐÏÄÓÔÁ×ÉÍ ×ÍÅÓÔÏ x̂(·), �1, �2 ÉÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ.
ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x(·) ∈ W1

2 (R+) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï

x(0) =
∫

R+
e−tx(t) dt−

∫

R+
e−t _x(t) dt:

(ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ É ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ).
ðÕÓÔØ x(·) | ÄÏÐÕÓÔÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ × ÚÁÄÁÞÅ (4.4). ðÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ëÏ-

ÛÉ { âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ

x(0) 6
( ∫

R+
e−2t dt

)1=2
‖x(·)‖L2(R+)+

+
(∫

R+
e−2t dt

)1=2
‖ _x(·)‖L2(R+) 6 1√

2
+ 1√

2
=
√

2:

îÏ x̂(0) =
√

2 É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, x̂(·) | ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (4.4). îÅÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Ï (4.3) ÄÏËÁÚÁÎÏ.

ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÈÏÄÁ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÎÁ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ, Ë ÚÁÄÁ-
ÞÁÍ Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ É ÉÈ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÑÍ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ÚÁÄÁ-
ÞÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ ÓÍ. × [4].

5. ÷ÙÐÕËÌÙÊ ÁÎÁÌÉÚ. ÷ÙÐÕËÌÙÊ ÁÎÁÌÉÚ | ÒÁÚÄÅÌ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÇÄÅ
ÉÚÕÞÁÀÔ ×ÙÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ×ÙÐÕËÌÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ×ÙÐÕËÌÙÅ ÜËÓÔÒÅ-
ÍÁÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ.

òÁÂÏÔÙ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÁ íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞÁ ÐÏ ×ÙÐÕËÌÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ ÏÞÅÎØ ÒÁÚÎÏ-
ÏÂÒÁÚÎÙ É Ó×ÑÚÁÎÙ ËÁË ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÒÁÚ×ÉÔÉÅÍ ÜÔÏÊ ÄÉÓÃÉÐÌÉÎÙ, ÔÁË
É Ó ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍÉ ÅÅ Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ É ÔÅÏÒÉÉ ÜËÓÔÒÅ-
ÍÕÍÁ. îÏ ×ÁÖÎÏ É ÔÏ, ÞÔÏ ÐÏÄ ×ÌÉÑÎÉÅÍ ÜÔÉÈ ÒÁÂÏÔ ÓÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÌÓÑ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ×ÚÇÌÑÄ ÎÁ ÐÒÅÄÍÅÔ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏËÁÚÁÌÓÑ
×ÅÓØÍÁ ÐÌÏÄÏÔ×ÏÒÎÙÍ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÄÌÑ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ. óÕÔØ ÜÔÏÇÏ ×ÚÇÌÑÄÁ ÓÏ-
ÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ | ÜÔÏ ÓÏÏÔ-
ÎÏÛÅÎÉÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× É ÐÏÒÏÖÄÅÎ-
ÎÏÅ ÉÍÉ ×ÙÐÕËÌÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ. ðÏÑÓÎÉÍ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ
ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÏÎÕÓÏ× É ÚÁÔÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÜÔÏ Ë ×ÏÐÒÏÓÕ Ï ËÒÉÔÅÒÉÑÈ
ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×.

1)õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ W1
2 (R+) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

R t
0 x(�) _x(�) d� =

= x2(�)|t0 −
R t

0 x(�) _x(�) d� . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, 2
R t

0 x(�) _x(�) d� = x2(t) − x2(0). ïÔÓÀÄÁ,
ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ { âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï x2(t) 6 x2(0) +
+ 2

�R
R+
x2(�) d�

�1=2 �R
R+

_x2(�) d�
�1=2

ÄÌÑ ×ÓÅÈ t ∈ R+.
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ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Rn ÏÂÙÞÎÏÅ Å×ËÌÉÄÏ×Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒ-

ÓÔÏÌÂÃÏ× x =
( x1

...
xn

)
, Á ÞÅÒÅÚ (Rn)′ | Å×ËÌÉÄÏ×Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒ-

ÓÔÒÏË y = (y1; : : : ; yn). åÓÌÉ y ∈ (Rn)′, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x 7→ y·x = ∑n
i=1 yixi

ÅÓÔØ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ É ÌÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ
Rn ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ × ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÏÔÏÖÄÅ-
ÓÔ×ÌÑÅÍ (Rn)′ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏ× ÎÁ Rn É ÇÏ-
×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ (Rn)′ | Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ë Rn.

óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ×ÙÐÕËÌÏÍÕ ËÏÎÕÓÕ C ∈ Rn ËÏÎÕÓ C∗ ∈ (Rn)′
(ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ËÏÎÕÓÏÍ Ë C) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ: C∗ =
= { y ∈ (Rn)′ | y · x > 0; ∀x ∈ C }. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÙÐÕËÌÙÊ
ËÏÎÕÓ (É ÄÁÖÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ). óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ � ∗ �.
ðÏ×ÔÏÒÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ËÏÎÕÓÕ C∗∗ = (C∗)∗ =
= {x ∈ Rn | y · x > 0; ∀ y ∈ C∗ }. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ C ⊂ C∗∗.

óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ,
ÞÔÏ ÅÓÌÉ C | ×ÙÐÕËÌÙÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÏÎÕÓ, ÔÏ

C∗∗ = C: (5.1)
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÔÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ÏÔ
ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.

åÓÌÉ C1 É C2 | ×ÙÐÕËÌÙÅ ËÏÎÕÓÙ, ÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, C1 + C2 É C1 ∩ C2
| ÔÁËÖÅ ×ÙÐÕËÌÙÅ ËÏÎÕÓÙ. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ C | ×ÙÐÕËÌÙÊ ËÏÎÕÓ × Rn É
A : Rn → Rm | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÔØ Ó ÅÇÏ
ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÒÁÚÍÅÒÁ m×n × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ Rn É Rm É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÏ
ÖÅ ÂÕË×ÏÊ), ÔÏ ÏÂÒÁÚ (ÐÒÏÏÂÒÁÚ) C ÐÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ A, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ
AC (CA), ÅÓÔØ ÓÎÏ×Á ×ÙÐÕËÌÙÊ ËÏÎÕÓ × Rm (Rn).

÷ÙÐÕËÌÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ | ÜÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÓÏÐÒÑ-
ÖÅÎÎÙÈ ËÏÎÕÓÏ× ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÉÈ
×ÙÐÉÓÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÅÝÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A∗ : (Rm)′ → (Rn)′ | ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ Ë
A, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ A∗y = yA. éÔÁË, ÆÏÒÍÕÌÙ ×ÙÇÌÑÄÑÔ ÔÁË:

(a) (C1 ∩ C2)∗ = C∗1 + C∗2 (b) (C1 + C2)∗ = C∗1 ∩ C∗2
(c) (AC)∗ = C∗A∗ (d) (CA)∗ = A∗C∗:

æÏÒÍÕÌÙ (b) É (c) ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÂÅÚ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÊ (É ÐÒÏ-
×ÅÒÑÀÔÓÑ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ). äÌÑ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ (a) É (d) ÔÒÅÂÕÀÔÓÑ
ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÎÏ ÏÎÉ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÞÉ-
ÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÎÕÓÙ ÐÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÙ, Ô. Å. Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ
ÞÉÓÌÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. íÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ
×ÙÛÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÐÅÒÅ×ÏÄÑÔ ÐÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÙÅ ËÏÎÕÓÙ × ÐÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÙÅ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍ. åÓÌÉ A | ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ m × n É b ∈
Rm, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÙ m ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× Ó n ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ
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ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÙ ÔÁË: Ax = b É Ax 6 b, ÇÄÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ
ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏ.

ðÅÒ×ÏÅ, ÞÔÏ ÍÙ ×ÙÑÓÎÉÍ | ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ-
ÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Õ ÓÉÓÔÅÍÙ Ax = b ÉÌÉ, ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ËÏÇÄÁ b ∈ ARn+,
ÇÄÅ Rn+ = {x ∈ Rn | x > 0}. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Rn+ | ÐÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÙÊ ËÏÎÕÓ. ÷ ÓÉ-
ÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (5:1), ÆÏÒÍÕÌÙ (c) É ÏÞÅ×ÉÄÎÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (Rn+)∗ = Rn+,
ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ

ARn+ = ((ARn+)∗)∗ = (Rn+A∗)∗;
Ô. Å. b ∈ ARn+ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ y ·b > 0 ÄÌÑ ÔÅÈ y ∈ (Rm)′,
ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ A∗y > 0.

üÔÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ { æÁÒËÁÛÁ.
óÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÏÐÒÏÓ: ËÁËÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ Õ ÓÉÓÔÅÍÙ

ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× Ax 6 b? äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ËÏÇÄÁ b ∈ ARn + Rm+ ? ÷ ÓÉÌÕ (5:1),
(b), (c) É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ (Rn)∗ = {0}, ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ

ARn + Rm+ = ((ARn + Rm+ )∗)∗ = ((Rn)∗A∗ ∩ (Rm+ )∗)∗ = (0A∗ ∩ Rm+ )∗:
îÏ 0A∗ | ÜÔÏ ÑÄÒÏ A∗ É ÐÏÜÔÏÍÕ b ∈ ARn + Rm+ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ y · b > 0 ÄÌÑ ÔÅÈ y ∈ (Rm)′, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ y > 0 É A∗y = 0.

üÔÏ ÔÁËÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ëÉ æÁÎÑ (æÁÎØ ãÚÉ).
îÁËÏÎÅÃ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁ-

ÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Õ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× Ax 6 b, Ô. Å. ËÏÇÄÁ b ∈ ARn++Rm+ ?
÷ ÓÉÌÕ (5:1), (b) É (c) ÐÏÌÕÞÉÍ
ARn+ + Rm+ = ((ARn+ + Rm+ )∗)∗ = ((Rn+)∗A∗ ∩ (Rm+ )∗)∗ = (Rn+A∗ ∩ Rm+ )∗

É ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, b ∈ ARn++Rm+ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ y ·b > 0
ÄÌÑ ÔÅÈ y ∈ (Rm)′, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ y > 0 É A∗y > 0.

üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁ çÅÊÌÁ.
åÓÌÉ ×ÙÐÕËÌÙÊ ËÏÎÕÓ | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÔÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ËÏÎÕÓ |

ÜÔÏ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ×ÙÐÕËÌÏÅ
ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÒÉÔÅÒÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍ
ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.

íÎÏÇÉÅ ÆÁËÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ É ÔÅÏÒÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ
ÐÏÌÕÞÅÎÙ ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ É ÆÏÒÍÕÌ ×ÙÐÕËÌÏ-
ÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÔÅÈ ÉÌÉ ÉÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ ×ÙÐÕËÌÙÅ ÏÂß-
ÅËÔÙ (×ÙÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á É ×ÙÐÕËÌÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ) × ÓÅÂÑ.

÷ ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÑÈ [5]{[8] ÏÔÒÁÖÅÎÙ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ×ÏÚÚÒÅÎÉÑ ÷ÌÁÄÉÍÉÒÁ íÉ-
ÈÁÊÌÏ×ÉÞÁ ÎÁ ÐÒÅÄÍÅÔ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ É ÅÇÏ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÉ Ó ÁÎÁÌÉÚÏÍ,
ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ, ÔÅÏÒÉÅÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ É ÔÅÏÒÉÅÊ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ.
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