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üÔÁ ÚÁÍÅÔËÁ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ 8.5 ÉÚ ÚÁÄÁÞÎÉËÁ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ
ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ�. îÁÐÏÍÎÉÍ ÅÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ.

äÌÑ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ � > 1 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ N(�) = {[n�] | n ∈
N}. äÌÑ ËÁËÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ k ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÞÉÓÌÁ �1; : : : ; �k, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N(�1); : : : ; N(�k) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ.

óÒÁÚÕ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÏÔ×ÅÔ: k = 2. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÉÓËÏÍÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÌÑ k = 2 ×ÙÔÅ-
ËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÂÌÏÈÅ É ËÕÚÎÅÞÉËÅ, ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÆÉÚÉËÏÍ É ÍÁÔÅ-
ÍÁÔÉËÏÍ ÌÏÒÄÏÍ òÜÌÅÅÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ. íÎÏÖÅÓÔ×Á N(�), N(�) ÚÁÄÁÀÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÔÏ-
ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÁ � É � ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ

1
� + 1

� = 1: (1)

îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ (1) ÐÏÞÔÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ËÏ-
ÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N(�), ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈ n, ÒÁ×ÎÏ

[n+ 1
�

]
. ðÒÅÄ-

ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ 1
� + 1

� > 1. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ n→∞
[n+ 1

�
]

+
[
n+ 1
�

]
− n > n( 1

� + 1
� − 1)− 1 →∞;

Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÞÉÓÅÌ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ ËÁË × N(�), ÔÁË É × N(�).
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÒÉ 1

� + 1
� < 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÈ ÎÉ

× ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.
äÏËÁÖÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ (1). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ

ÞÉÓÌÏ n ∈ N(�) ∩ N(�). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ x, y, ÔÁËÉÅ,

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×ÙÐ. 9, 2005(215{217)
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ÞÔÏ [x�] = [y�] = n, Ô. Å. ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
{
n < x� < n+ 1;
n < y� < n+ 1:

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á× ÜÔÕ ÓÉÓÔÅÍÕ Ë ×ÉÄÕ



x
n+ 1 <

1
� < x

n ;
y

n+ 1 <
1
� < y

n
É ÓÌÏÖÉ× ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÐÏÌÕÞÉÍ

x+ y
n+ 1 < 1 < x+ y

n ;

ÉÌÉ n < x+ y < n+ 1, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË x; y ∈ N .
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ n 6∈ N(�)∪N(�), ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ x, y, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-

ÀÝÉÅ ÓÉÓÔÅÍÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× 



x� < n;
(x+ 1)� > n+ 1;

y� < n;
(y + 1)� > n+ 1;

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓÌÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ n− 1 < x+ y < n.
ôÅÏÒÅÍÁ òÜÌÅÑ ÉÍÅÅÔ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. åÓÌÉ ÞÉÓÌÁ � É � ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ

m
� + n

� = 1 (2)

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ m É n, ÔÏ N(�) ∩N(�) = ∅.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÁ �′ = �=m, �′ = �=n ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ (1), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

N(�′) ∩N(�′) = ∅, ÎÏ N(�) ⊂ N(�′), N(�) ⊂ N(�′).
ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÎÁÛÅÊ ÃÅÌØÀ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ: ÄÌÑ

ÌÀÂÙÈ �, �, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ N(�) ∩ N(�) = ∅, ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ m, n, ÕÄÏ×ÌÅ-
Ô×ÏÒÑÀÝÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (2).

ðÕÓÔØ 
 | ÞÉÓÌÏ, ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ Ë �
( 1
� + 1


 = 1
)

. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÜÌÅÑ
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÍÅÖÄÕ [n�] É [(n + 1)�] ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ, ËÒÁÔÎÏÅ 
,
Ô. Å. {[n�]=
} > 1− 1=
 ÉÌÉ

{n�=
} − {n�}=
 ∈ (1− 1=
; 1) (mod 1): (3)
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÒ 0 6 x < 1, 0 6 y < 1 É ÂÕÄÅÍ ÏÔÍÅÞÁÔØ ÎÁ ÎÅÍ ÔÏÞËÉ ×ÉÄÁ

Zn = ({n�=
}; {n�}). ÷ ÓÉÌÕ (3) ×ÓÅ Zn ÌÅÖÁÔ ×ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ P , ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-
ÎÏÇÏ ÐÒÑÍÙÍÉ y = 0, y = 1, y = 
x, y−1 = 
(x−1). úÁÐÏÌÎÉÍ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÁÍÉ ÔÏÒÁ
×ÓÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÔÏÇÄÁ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ Zn ÐÏÐÁÄÕÔ ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ y = {�}

{�=
}x. åÓÌÉ ÕÇÌÏ×ÏÊ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ, ÔÏÞËÉ Zn ×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ ÚÁÐÏÌÎÑÀÔ ÔÏÒ,
É (3) ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÞÉÓÌÁ {�=
}, {�} É 1 ÐÏÐÁÒÎÏ
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ÎÅÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙ, É ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÂÍÏÔËÅ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÔÏÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ×É-
ÄÁ ({�=
t}; {�t}; {t}); t ∈ R ÐÌÏÔÎÏ × ÔÏÒÅ 0 6 x; y; z < 1. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÏÞËÉ
Zn ×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ ÚÁÐÏÌÎÑÀÔ ÇÒÁÎØ ÜÔÏÇÏ ÔÏÒÁ z = 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ,
ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ, ÎÏ ÐÒÑÍÁÑ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ
ÉÚ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÏ× P , (3) ÔÁËÖÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ. éÚ ÒÉÓ. 1 ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ
ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÑÍÁÑ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÌÁ P , ÏÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ÐÒÏÊÔÉ ÞÅÒÅÚ ËÁËÕÀ-ÔÏ ÉÚ
ÔÏÞÅË (m;m− 1), ÇÄÅ m > (m− 1)
.

òÉÓ. 1.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÍ {(m − 1)�} = {m�=
} ÉÌÉ (m − 1)� = m�=
 + n, ÞÔÏ
ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÉÓËÏÍÏÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ.

ôÅÐÅÒØ ÕÖÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÐÒÏÓÔÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÞÔÏ k = 2 ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ Ë ÚÁ-
ÄÁÞÅ 8.5. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ
k > 2 ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÉÄÁ N(�). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ �, �, 
, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N(�), N(�), N(
) ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, É ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÕÔ×ÅÒ-
ÖÄÅÎÉÀ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ m1, m2, m3, n1, n2, n3, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 




m3
� + n2


 = 1;
n3
� + m1


 = 1;
m2
� + n1

� = 1:
üÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ, ËÁË ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÔÎÏ-

ÓÉÔÅÌØÎÏ 1
� , 1

� , 1

 . ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁ×ÅÎ m1m2m3 +n1n2n3 >

> 0, ÏÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ, É ÐÒÉÞÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ, ÒÅÛÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÎÅ-
×ÏÚÍÏÖÎÏ.

éÚ ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N(�)
ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÂÉÔÏ ÎÁ 2 ÉÌÉ ÂÏÌØÛÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ×ÉÄÁ.
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