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éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÕË× ÔÒÅÈÂÕË×ÅÎ-
ÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÉËÁËÏÅ ÓÌÏ×Ï ÎÅ ÐÏ×ÔÏÒÑÅÔÓÑ ÐÏÄÒÑÄ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ
ÂÅÓË×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÓÌÏ×Ï). ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ | ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÔÒÕÄ-
ÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ: ÅÓÌÉ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ ÂÕË×Ù ÓÌÏ×Á ËÁË ÐÏÐÁÌÏ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÊÔÉ Ë ËÏÎÅÞ-
ÎÏÍÕ ÓÌÏ×Õ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ, ÓÏÈÒÁÎÑÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÂÅÓË×ÁÄÒÁÔÎÏÓÔÉ.

äÌÑ 57-Ê ÍÏÓËÏ×ÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ (1993 Ç.) á. ÷. óÐÉ×ÁË ÐÒÅÄ-
ÌÏÖÉÌ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ.

úÁÄÁÞÁ 1: óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ 32 ÂÕË× ÒÕÓÓËÏÇÏ ÁÌÆÁ-
×ÉÔÁ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ Ä×ÕÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ËÕÓËÏ×, ÉÄÕÝÉÈ ÐÏÄÒÑÄ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÐÒÉ
ÐÒÉÐÉÓÙ×ÁÎÉÉ ÓÐÒÁ×Á ÌÀÂÏÊ ÂÕË×Ù ÕËÁÚÁÎÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ?

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÁËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ ÉÚ k ÓÉÍ-
×ÏÌÏ× {A1; : : : ; Ak} ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ðÏÌÏÖÉÍ

z1 = A1; z2 = A1A2A1; : : : ; zk = zk−1Akzk−1; : : :
åÓÌÉ Ë ÓÌÏ×Õ zk = zk−1Akzk−1 ÐÒÉÐÉÓÁÔØ ÓÉÍ×ÏÌ Ak, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÌÏ×Ï

zk−1Akzk−1Ak, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ Ä×Á ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ËÕÓËÁ (ÐÏÄÓÌÏ×Á) ÐÏÄÒÑÄ. åÓÌÉ ÐÒÉ-
ÐÉÓÁÔØ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÓÉÍ×ÏÌ As, Ä×Á ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ËÕÓËÁ × zk ÎÁÊÄÕÔÓÑ × ÓÉÌÕ
ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÉÎÄÕËÃÉÉ (zk ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ zk−1). úÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ.

÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ 1 ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×ÏÐÒÏÓ: ëÁËÏ×Á ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚ-
ÍÏÖÎÁÑ ÄÌÉÎÁ lk ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ?
(k | ÍÏÝÎÏÓÔØ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ.) éÚ ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÃÅÎËÁ
lk 6 2k − 1. îÁ 2-Í ÆÅÓÔÉ×ÁÌÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÂÏÅ× �ëÕÂÏË ÐÁÍÑÔÉ á. î. ëÏÌÍÏ-
ÇÏÒÏ×Á� á. ñ. ëÁÎÅÌØ-âÅÌÏ×ÙÍ ÂÙÌÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÁ ÚÁÄÁÞÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÅÄÌÁÇÁÌÏÓØ
ÎÁÊÔÉ ÔÏÞÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ.

÷ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÕÀ ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÇÄÁ ÚÁ-
ÐÒÅÝÅÎÏ n-ËÒÁÔÎÏÅ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á. ðÏÌÕÞÅÎ ÔÏÞÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ: nk − 1.

äÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ÄÏËÌÁÄÙ×ÁÌÁÓØ ÎÁ ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎÃÉÉ ÛËÏÌØÎÉËÏ×
àîéïò{99, ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎÎÏÊ ËÏÒÐÏÒÁÃÉÅÊ INTEL (ÎÁÕÞÎÙÊ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌØ |
á. ñ. ëÁÎÅÌØ-âÅÌÏ×).

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×ÙÐ. 9, 2005(189{193)
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ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
îÁÐÏÍÎÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÅ ÐÒÉ ÒÁÂÏÔÅ ÓÏ ÓÌÏ×ÁÍÉ.
óÌÏ×Ï | ÜÔÏ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÉÍ×ÏÌÏ× (ÂÕË×) ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÁÌ-

ÆÁ×ÉÔÁ. óÌÏ×Á ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÔÒÏÞÎÙÍÉ ÌÁÔÉÎÓËÉÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ, Á ÓÉÍ×ÏÌÙ
ÁÌÆÁ×ÉÔÁ | ÐÒÏÐÉÓÎÙÍÉ. äÌÉÎÏÊ |u| ÓÌÏ×Á u ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÂÕË× × ÓÌÏ-
×Å. õÄÏÂÎÏ ÔÁËÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ É ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï ÎÕÌÅ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÏÏÂÝÅ
ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÕË×.

óÌÏ×Ï uv ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉÐÉÓÙ×ÁÎÉÅÍ ÐÏÓÌÅ ÓÌÏ×Á u ÓÌÏ×Á v. ðÏÄÓÌÏ×Ï | ÜÔÏ
ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ÉÄÕÝÉÈ ÐÏÄÒÑÄ. ÷ ÏÂÒÁÚÎÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ
ÏÌÉÍÐÉÁÄÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÕÓËÏÍ. þÅÒÅÚ wn ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ
cÌÏ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ n ÒÁÚ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á w (w0 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï).

ðÕÓÔØ w | ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï. ôÏÇÄÁ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÌÏ×Ï ×ÉÄÁ ww Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ,
×ÉÄÁ www | ËÕÂÉÞÅÓËÉÍ, wn | n-ÓÔÅÐÅÎÎÙÍ. óÌÏ×Ï, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÐÏÄÓÌÏ×
×ÉÄÁ ww, www, wn, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÅÓË×ÁÄÒÁÔÎÙÍ, ÂÅÓËÕÂÎÙÍ,
n-ÂÅÓÓÔÅÐÅÎÎÙÍ. îÁÚÏ×ÅÍ n-ÂÅÓÓÔÅÐÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï n-ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÄÏ-
ÂÁ×ÌÅÎÉÉ Ë ÎÅÍÕ ÓÐÒÁ×Á ÌÀÂÏÊ ÂÕË×Ù ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÕÄÌÉÎÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
n-ÂÅÓÓÔÅÐÅÎÎÙÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ xwn.

íÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÏ×Á
ïÓÎÏ×ÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÞÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÏÃÅÎËÅ ÄÌÉ-

ÎÙ n-ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÏ×Á.
ôÅÏÒÅÍÁ 1. íÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ n-ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÏ×Á × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ ÉÚ k

ÂÕË× ÒÁ×ÎÁ nk − 1.
÷ÎÁÞÁÌÅ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÏÃÅÎËÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ k É n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ n-ËÒÉÔÉÞÅ-

ÓËÏÅ ÓÌÏ×Ï × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ ÉÚ k ÂÕË×.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÂÕË× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ. ðÒÉ

k = 1 ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ k = m. ïÂÏ-
ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ u(n;m) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ n-ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏ×Ï. äÏÂÁ×ÉÍ Ë ÁÌÆÁ×É-
ÔÕ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÂÕË×Õ Am+1. ôÏÇÄÁ ÓÌÏ×Ï

u(n;m+ 1) = (u(n;m)Am+1)n−1u(n;m)
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ n-ÂÅÓÓÔÅÐÅÎÎÙÍ.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ u(n;m + 1) cÏÄÅÒÖÉÔ ÓÌÏ×Ï v = wn. ôÏÇÄÁ × v ÎÅÔ
ÂÕË×Ù Am+1, ÐÏÓËÏÌØËÕ × u(n;m + 1) ÅÓÔØ ×ÓÅÇÏ n − 1 ÂÕË×Á Am+1. úÎÁÞÉÔ, v
ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × u(n;m), ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ÷ ÔÏ ÖÅ
×ÒÅÍÑ ÐÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ Ë ÓÌÏ×Õ u(n;m+ 1) ËÁË ÂÕË×Ù Am+1, ÔÁË É ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ
ÂÕË×Ù, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÏ×Ï, ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ n-ÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ. ¤

ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÓÌÏ×Á u(n; k), ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÐÒÉ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1, ÒÁ×ÎÁ nk − 1.

äÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÉÖÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÂÕÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. îÁÚÏ×ÅÍ ÓÌÏ×Ï
X=N -ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÉ Ë ÎÅÍÕ ÓÐÒÁ×Á ÂÕË×ÙX ÏÎÏ ÐÒÉÏÂÒÅ-
ÔÁÅÔ ×ÉÄ xwN . úÄÅÓØ N { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ
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ÉÎÄÅËÓÏÍ X-ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÏÓÔÉ). åÓÌÉ ÓÌÏ×Ï × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ ÉÚ k ÂÕË× (k > 1) Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÙÍ ÐÏ ×ÓÅÍ ÂÕË×ÁÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÉÎÄÅËÓÁÍÉ N1,
N2, : : : , Nk, ÔÏ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÇÏ (N1; N2; : : : ; Nk)-ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÙÍ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ n-ËÒÉ-
ÔÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏ×Ï ÂÕÄÅÔ ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÙÍ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÂÕË×Å ÁÌÆÁ×ÉÔÁ Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ n
(ÈÏÔÑ ÏÂÒÁÔÎÏÅ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ×ÅÒÎÏ).

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÓÌÏ×Ï u Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (N1; : : : ; Nk)-ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÙÍ. ôÏÇÄÁ
|u| > N1 · : : : ·Nk − 1: (1)

éÚ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÉÖÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ × ÔÅÏÒÅÍÅ 1. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÀÂÏÅ
n-ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (n; : : : ; n)-ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÙÍ, Á ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕ-
ÌÙ (1) ÐÒÉ N1 = · · · = Nk = n ÄÁÅÔ nk − 1.

ïÓÎÏ×ÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ
ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ FA;N . úÄÅÓØ A | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÂÕË×Á,

N > 2 | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ×ÍÅÓÔÏ FA;N ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ F , ÅÓÌÉ
ÐÏÎÑÔÎÏ, ËÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ A;N ÉÍÅÀÔÓÑ × ×ÉÄÕ). ðÕÓÔØ L > 1, X 6= A. ðÏ ÏÐ-
ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÌÁÇÁÅÍ FA;N (AL) = Amin{L−1;N−2}, FA;N (ALX) = Amin{L−1;N−2}X,
FA;N (X) | ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï. þÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ FA;N ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-
ÎÏÍ ÓÌÏ×Å u, ÒÁÚÏÂØÅÍ ÓÌÏ×Ï u ÎÁ A-ÂÌÏËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ëÁÖÄÏÅ ÓÌÏ×Ï ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ
u = Ar1X1Ar2X2 : : : ArsXsArs+1 ; (2)

ÇÄÅ s | ÞÉÓÌÏ ÂÕË× × ÓÌÏ×Å u, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ A, ri > 0 ÐÒÉ i = 1; : : : ; s+ 1 É Xi 6= A
ÐÒÉ i = 1; : : : ; s (ÐÒÉ s = 0 ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ u = Ar1). éÓÐÏÌØÚÕÑ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (2), ÓÌÏ×Ï u ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÐÏÄÓÌÏ×Á

Ar1X1; Ar2X2; : : : ; ArsXs; Ars+1 ;
ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ A-ÂÌÏËÁÍÉ (ÅÓÌÉ u ÎÅ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ A, ÔÏ ÐÏÄÓÌÏ×Ï Ars+1

ÐÕÓÔÏ É ÎÅ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ A-ÂÌÏËÏÍ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÌÏ×Ï A2B2ACA2 ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ
A-ÂÌÏËÉ A2B, B, AC, A2, Á ÓÌÏ×Ï A2B2AC | ÎÁ A-ÂÌÏËÉ A2B, B, AC.

åÓÌÉ ÓÌÏ×Ï u ÒÁÚÌÏÖÅÎÏ ÎÁ A-ÂÌÏËÉ b1; b2; : : : ; bs, ÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ
FA;N (u) = FA;N (b1)FA;N (b2) : : : FA;N (bs):

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ FA;N ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:
(F1) ÅÓÌÉ u ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ A É ÂÕË×Á X 6= A, ÔÏ F (uX) = F (u)X;
(F2) ÅÓÌÉ u ÎÅ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ A, ÔÏ F (uv) = F (u)F (v);

(F2′) (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á F2) ÐÕÓÔØ u1; : : : ; ur | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÓÌÏ×Á, ÐÒÉÞÅÍ
u1; : : : ; ur−1 ÎÅ ËÏÎÞÁÀÔÓÑ ÎÁ A. ôÏÇÄÁ F (u1 : : : ur) = F (u1) : : : F (ur);

(F3) F (u) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏ×Á F (uv);
(F4) F (v) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÃÏÍ ÓÌÏ×Á F (uv);

(F5) ËÁÖÄÙÊ A-ÂÌÏË ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÕ ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÂÕË×;
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(F6) ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ A-ÂÌÏËÁ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ 6 N − 1.
îÅÓÌÏÖÎÁÑ ÐÒÏ×ÅÒËÁ ÜÔÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÐÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 1 ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ
ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ u | X=M -ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÏÅ ÓÌÏ×Ï, ËÏÎÞÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ A É

N > 2 | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ. ôÏÇÄÁ ÓÌÏ×Ï FA;N (u) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ: a) X=M -ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅ-
ÍÙÍ, ÅÓÌÉ A 6= X; b) X=(M − 1)-ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ A = X É M = N .

÷Ù×ÏÄ ÌÅÍÍÙ 1 ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2
ôÅÏÒÅÍÁ 1 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÓÕÍÍÅ ÉÎÄÅËÓÏ× N1 + · · · + Nk. âÅÚ

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ u ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÂÕË×ÕA, ÉÍÅÀÝÕÀ
ÎÏÍÅÒ 1 × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ.
óÌÕÞÁÊ 1: N1 = 1.

ðÕÓÔØ ~u | ÓÌÏ×Ï, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÉÚ u ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÅÍ ×ÓÅÈ ÂÕË× A. ôÏÇÄÁ
~u Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏ×ÏÍ ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ ×ÓÅÈ ÂÕË× ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×É-
ÔÁ, ËÒÏÍÅ A. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ~u Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (N2; : : : ; Nk)-ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÙÍ É ÉÍÅÅÔ
ÓÕÍÍÕ ÉÎÄÅËÓÏ× Í�ÅÎØÛÕÀ, ÞÅÍ u. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ~u ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅ-
ÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ðÏÜÔÏÍÕ |u| > |~u| > N2 · : : : ·Nk − 1 = N1 ·N2 · : : : ·Nk − 1, ÞÔÏ É
ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.
óÌÕÞÁÊ 2: N1 > 1.

÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 2 ÓÌÏ×Ï F (u) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (N1− 1; N2; : : : ; Nk)-ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÙÍ, ÐÏ-
ÜÔÏÍÕ Ë ÎÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ðÏÌÕÞÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

|F (u)| > (N1 − 1) ·N2 · : : : ·Nk − 1: (3)
ðÕÓÔØ X | ÌÀÂÁÑ ÂÕË×Á ÁÌÆÁ×ÉÔÁ, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ A. ðÏÓËÏÌØËÕ u ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ

A, ÔÏ
F (u)X = F (uX): (4)

÷×ÉÄÕ (3) É (4)
|F (uX)| = |F (u)X| > (N1 − 1) ·N2 · : : : ·Nk: (5)

÷×ÉÄÕ (F6) É (5) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï A-ÂÌÏËÏ× × ÓÌÏ×Å F (uX) ÎÅ ÍÅÎÅÅ N2 · : : : · Nk,
ÐÏÜÔÏÍÕ Ó ÕÞÅÔÏÍ (F5) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÃÅÎËÕ:

|uX| > (N1 − 1) ·N2 · : : : ·Nk +N2 · : : : ·Nk = N1 ·N2 · : : : ·Nk;
ÏÔËÕÄÁ |u| > N1 ·N2 · : : : ·Nk − 1, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 2
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï a). ðÏÓËÏÌØËÕ u Ñ×ÌÑÅÔÓÑ X=M -ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ, ÔÏ

ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÓÌÏ×Ï x É ÔÁËÏÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï w, ÞÔÏ uX = xwM . óÏÇÌÁÓÎÏ
Ó×ÏÊÓÔ×Õ (F4), ÓÌÏ×Ï F (uX) ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ F (wM ). äÁÌÅÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ (F2′),
ÐÏÓËÏÌØËÕ w ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ X, F (wM ) = (F (w))M . ðÏÓËÏÌØËÕ w ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ AX
(ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ M = 1), ÔÏ F (w) ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ X, É, ÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ ÐÕÓÔÏ. ðÒÉÍÅÎÑÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (F1), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ F (u)X = F (uX).
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ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ F (u)X ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ (F (w))M . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ-
ÓËÏÌØËÕ F (w) ÎÅ ÐÕÓÔÏ, F (u) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ X=M -ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÙÍ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ
ÄÏËÁÚÁÔØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï b). ðÏÓËÏÌØËÕ u Ñ×ÌÑÅÔÓÑ A=N -ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÙÍ, ÔÏ uA = xwN
ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏ×Á x É ÎÅÐÕÓÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á w. ÷ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ. åÓÌÉ u
ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ AN−1, ÔÏ F (u) ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ AN−2, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
A=(N − 1)-ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÙÍ.

÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï F (u)A = F (uA). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,
ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ×ÏÚÍÏÖÅÎ ÌÉÛØ ÐÒÉ N > 2. åÓÌÉ ÂÙ w ÓÏÓÔÏÑÌÏ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÂÕË× A, ÔÏ
ÓÌÏ×Ï xwN ËÏÎÞÁÌÏÓØ ÂÙ ÎÁ AN . îÏ ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÌÉ,
ÞÔÏ u ÎÅ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ AN−1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × w ÅÓÔØ ÂÕË×Á, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ A.
ðÏÜÔÏÍÕ w ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ zAk, ÇÄÅ k > 1, Á z ÎÅ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ A.
ôÏÇÄÁ ÓÌÏ×Ï uA = x(zAk)N ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ Ak(zAk)N−1 = (Akz)N−1Ak. óÏÇÌÁÓÎÏ
Ó×ÏÊÓÔ×Õ (F3), ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï t, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ F (Akz) = F (Ak)t.

óÏÇÌÁÓÎÏ (F2′),

F ((Akz)N−1Ak) = (F (Akz))N−1F (Ak) =
= (F (Ak)t)N−1F (Ak) = F (Ak)(tF (Ak))N−1:

ðÏÓËÏÌØËÕ uA ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ (Ak)N−1Ak, ÔÏ F (u)A = F (uA) ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ
F ((Akz)N−1Ak), ËÏÔÏÒÏÅ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ (tF (Ak))N−1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ-
ÚÏÍ, F (u) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ A=(N − 1)-ÎÅÒÁÓÛÉÒÑÅÍÙÍ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ò. í. ôÒÁ×ËÉÎ, ÓÔÕÄÅÎÔ ÷ëí îíõ


