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÷ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ 7.51 ÉÚ ËÎÉÇÉ çÒÜÈÅÍÁ, ëÎÕÔÁ É ðÁÔÁÛÎÉËÁ �ëÏÎËÒÅÔÎÁÑ ÍÁ-
ÔÅÍÁÔÉËÁ� [2] ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÐÒÑÍÏ-
ÕÇÏÌØÎÏÊ ÄÏÓËÉ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ:
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∏
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åÓÌÉ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÐÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ v; h, ÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉ-
ÅÎÔ ÐÒÉ vrhs ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÄÏÓËÉ
ÒÁÚÍÅÒÁ m×n ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ r ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÄÏÍÉÎÏ
É s ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÒÉÓ. 1Á ×ÎÏÓÉÔ × ÜÔÕ ÓÕÍÍÕ ×ËÌÁÄ
v6h4.

Á) Â)

òÉÓ. 1. ðÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ Ë ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÍÕ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÀ × ÇÒÁÆÅ
ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ

óÒÁÚÕ ÏÔÍÅÔÉÍ Ä×Á ÏÞÅ×ÉÄÎÙÈ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ: Á) Dmn(v; h)
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ v É h; Â) Dmn(1; 1) | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ (ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÐÏÓÏÂÏ×
×ÓÅÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÄÏÓËÉ m × n). õ×ÉÄÅÔØ ÜÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á Dmn(v; h) ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ
ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (1) ÎÅ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ.

÷ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÆÏÒÍÕÌÙ (1) É ÒÅÛÅÎÉÅ ÅÝÅ ÏÄÎÏÊ
ÐÏÈÏÖÅÊ ÚÁÄÁÞÉ | Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÈ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 6Á)
ÎÁ Ó. 140). æÏÒÍÕÌÁ (1) É ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÅÊ ÂÙÌÉ ÐÏÌÕÞÅÎÙ × 60-Å ÇÏÄÙ ÐÒÏÛÌÏÇÏ ×ÅËÁ
ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ. îÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÚÖÅ ÉÄÅÉ, ÐÒÉÄÕÍÁÎÎÙÅ
ÆÉÚÉËÁÍÉ, ÕÄÁÌÏÓØ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÉÔØ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÎÏÇÉÈ ÚÁÄÁÞ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ
ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ. ðÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÓÔÁÔØÑÈ ç. ëÕÐÅÒÂÅÒÇÁ [6,7], ËÏÔÏ-
ÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÎÉÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ.

∗òÁÂÏÔÁ ÐÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÁÍÉ òææé �02-01-00716 É �02-01-22001 îãîé Á É ÇÒÁÎÔÏÍ
ÐÏÄÄÅÒÖËÉ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ îû 1721.2003.1.
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äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÈ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÕÀ
ÚÁÄÁÞÕ ÐÏÄÓÞÅÔÁ ÞÉÓÌÁ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÈ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ × ÇÒÁÆÅ. óÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÅ ÐÁÒÏ-
ÓÏÞÅÔÁÎÉÅ | ÜÔÏ ÔÁËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ ÎÁ ÐÁÒÙ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ
ÐÁÒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ Ó×ÑÚÁÎÁ ÒÅÂÒÏÍ × ÇÒÁÆÅ. òÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏ-
ÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÅ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÎÁ ÇÒÁÆÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÒÅ-
ÛÅÔËÉ, ËÁË ÍÏÖÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ ÎÁ ÒÉÓ. 1.

úÁÄÁÞÁ ÐÏÄÓÞÅÔÁ ÞÉÓÌÁ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÔÒÕÄÎÁ1). õÄÉ-
×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÁÍÎÏÇÏ ÐÒÏÝÅ ×
ÓÌÕÞÁÅ ÐÌÁÎÁÒÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×, Ô. Å. ÔÁËÉÈ ÇÒÁÆÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÁ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÂÅÚ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÒÅÂÅÒ. çÒÁÆ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÌÁÎÁÒÅÎ, ÞÔÏ É ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÆÏÒÍÕÌÙ (1).

÷Ï ×ÔÏÒÏÊ ÐÏÌÏ×ÉÎÅ ÓÔÁÔØÉ ÏÔ ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÚÎÁÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅ-
ÂÒÙ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × ÕÞÅÂÎÉËÅ ÷ÉÎÂÅÒÇÁ [1].

1. úÎÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ É ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ
óÎÁÞÁÌÁ ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÆÁËÔÙ Ï ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÈ.
ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1; : : : ; v} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁ ÓÅÂÑ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ
ÞÅÒÅÚ Sv. ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ, ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË | ÜÔÏ
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ôÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ id ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ×ÓÅ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÙ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÂÒÁÔ-
ÎÁÑ �−1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï � ◦ �−1 = id (ÚÎÁËÏÍ ◦ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏ-
ÚÎÁÞÁÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË).

úÁÄÁÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÍÏÖÎÏ, ÕËÁÚÁ× ÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÃÉËÌÙ:
� = (a1

1a1
2 : : : a1

k1)(a2
1a2

2 : : : a2
k2) : : : (ac(�)

1 ac(�)
2 : : : ac(�)

kc(�)
): (2)

÷ÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÓËÏÂÏË ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ: �(a1) = a2,
�(a2) = a3, . . . , �(ak) = a1. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÃÉËÌÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ
ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÓÄ×ÉÇÏ× ÞÉÓÅÌ ×ÎÕÔÒÉ ÓËÏÂÏË. üÔÏ ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÓÌÅÄÉÔØ
ÚÁ ÏÒÂÉÔÏÊ ÞÉÓÌÁ, Ô. Å. ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÞÉÓÌÁ ÐÒÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑÈ �.
ãÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 1, Ô. Å. ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÐÒÉ ÚÁÐÉÓÉ × ×ÉÄÅ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÃÉËÌÏ× ÏÂÙÞÎÏ ÐÒÏÐÕÓËÁÀÔÓÑ.

úÎÁË sgn(�) ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ (−1)n+k, ÇÄÅ n | ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×,
k | ÞÉÓÌÏ ÃÉËÌÏ×, ×ËÌÀÞÁÑ ÃÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 1. ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÅÔÎÏÊ,
ÅÓÌÉ ÅÅ ÚÎÁË ÒÁ×ÅÎ +1, × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÞÅÔÎÏÊ.

ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ (jk), ÍÅÎÑÀÝÉÅ ÍÅÓÔÁÍÉ ÐÁÒÕ ÞÉÓÅÌ j É k, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓ-
ÐÏÚÉÃÉÑÍÉ. ìÀÂÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉ-
ÃÉÊ, ÈÏÔÑ É ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÎÁ
ÔÒÁÓÐÏÚÉÃÉÀ (jk) ÍÅÎÑÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÃÉËÌÏ× ÎÁ 1: Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ, ÅÓÌÉ j É k ×ÈÏ-
ÄÑÔ × ÏÄÉÎ ÃÉËÌ; ÕÍÅÎØÛÁÅÔ, ÅÓÌÉ j É k ×ÈÏÄÑÔ × ÒÁÚÎÙÅ ÃÉËÌÙ. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ
ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÐÏÌÅÚÎÕÀ ÌÅÍÍÕ.

1)éÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ #P -ÐÏÌÎÁ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ #P ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ËÎÉ-
ÇÅ çÜÒÉ É äÖÏÎÓÏÎÁ [3] (ÇÄÅ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÕÓÔÁÒÅ×ÛÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ KP).
#P -ÐÏÌÎÏÔÕ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÏËÁÚÁÌ ì. ÷ÜÌÉÁÎÔ [9].
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ìÅÍÍÁ 1. þÅÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ ÏÄÉÎÁËÏ×Á ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÄÁÎ-
ÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÉÈ ÚÎÁËÉ ÔÏÖÅ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁ-
ÀÔÓÑ:

sgn(� ◦ �) = sgn(�) sgn(�): (3)
ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁÃÉÊ ÞÅÔÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ. þÉÔÁÔÅÌÀ

ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.

1. éÎ×ÅÒÓÉÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � | ÜÔÏ ÔÁËÁÑ ÐÁÒÁ (j; k), ÞÔÏ j < k, Á �(j) > �(k).
þÅÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÞÅÔÎÏÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ ÉÎ×ÅÒÓÉÊ.

2. þÅÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÞÅÔÎÏÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ ÃÉËÌÏ× ÞÅÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.
3. þÅÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÞÅÔÎÏÓÔØÀ ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÎÅÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×-

ËÉ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ v ÞÅÔÎÏ. óÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÍ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å {1; : : : ; v}
ÎÁÚÏ×ÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁ ÐÁÒÙ (ÓÌÏ×Ï �ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÊ� ÉÎÏÇÄÁ ÂÕ-
ÄÅÍ ÏÐÕÓËÁÔØ). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å {1; : : : ; v} ÏÂÏÚÎÁ-
ÞÉÍ Pv. ðÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ Ó ÉÎ×ÏÌÀÃÉÑÍÉ ÂÅÚ ÎÅÐÏ-
Ä×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË, Ô. Å. ÔÁËÉÍÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÁ ÃÉËÌÙ
ÄÌÉÎÙ 2. úÎÁË ÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÒÁ×ÅÎ (−1)v=2. þÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÚÎÁËÉ
ÄÌÑ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÔÒÕË-
ÔÕÒÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ, Ô. Å. ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Á {1; : : : ; v} ÎÁ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÐÁÒÙ (× ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ËÁËÁÑ ÉÚ
×ÅÒÛÉÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÏÊ). ðÅÒÅÎÕÍÅÒÁÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ:

�((p1; p2); : : : ; (pv−1; pv)) = ((�(p1); �(p2)); : : : ; (�(pv−1); �(pv))): (4)
ðÕÓÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ � ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ

× ÓÅÂÑ. ôÏÇÄÁ � ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË, ÍÅÎÑÀÝÉÈ ÍÅÓÔÁÍÉ
ÐÅÒ×ÙÅ É ×ÔÏÒÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ. þÅÔÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÏÄÉÎÁËÏ×Á, ÔÁË ËÁË ÏÎÉ
ÒÁÚÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÁ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÃÉËÌÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ � ÞÅÔÎÁ.

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÞÅÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ ÏÄÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ-
×ÁÎÎÏÅ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ × ÄÒÕÇÏÅ, ÏÄÉÎÁËÏ×Á: ÅÓÌÉ �, � | Ä×Å ÔÁËÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ,
ÔÏ ��−1 ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ × ÓÅÂÑ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÚÎÁË ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÒÁ×ÅÎ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÚÎÁËÏ×, ËÏÒ-
ÒÅËÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

ä×Á ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÚÎÁËÉ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ
ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × ÄÒÕÇÏÅ ÞÅÔÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ; ÒÁÚÎÙÅ ÚÎÁËÉ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ ÐÅÒÅ×Ï-
ÄÉÔÓÑ × ÄÒÕÇÏÅ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ.

íÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÌÉÛØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÚÎÁËÏ× Ä×ÕÈ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁ-
ÎÉÊ. åÓÌÉ ÎÕÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÚÎÁËÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ËÁËÏÅ-ÔÏ
ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ É ÐÒÉÐÉÓÁÔØ ÅÍÕ ÚÎÁË �+�. ïÂÙÞÎÏ ÐÏÌÁÇÁÀÔ,
ÞÔÏ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ (1; 2)(3; 4) : : : ((v − 1); v) ÉÍÅÅÔ ÚÎÁË �+�.
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òÉÓ. 2. ðÒÉÍÅÒ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÒÁÚÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ

þÔÏÂÙ ÐÒÉÐÉÓÁÔØ ÚÎÁËÉ (ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ) ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑÍ, ÚÁÄÁÄÉÍ ÏÒÉ-
ÅÎÔÁÃÉÀ ÎÁ ÐÁÒÁÈ ÞÉÓÅÌ, Ô. Å. ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÞÉÓÅÌ ÕËÁÖÅÍ, ËÁËÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÙÍ × ÜÔÏÊ ÐÁÒÅ. ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÍÕ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÀ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÐÁÒÁÍÉ ×ÅÒÛÉÎ.

ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ É Ä×Á ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ p; q. ÷ÏÚØÍÅÍ v ÔÏÞÅË É ÚÁ-
ÎÕÍÅÒÕÅÍ ÉÈ ÞÉÓÌÁÍÉ 1; 2; : : : ; v. ðÁÒÙ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ p, ÓÏÅÄÉÎÉÍ
ÔÏÎËÉÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ, Á ÐÁÒÙ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × q, | ÖÉÒÎÙÍÉ. îÁÒÉÓÕÅÍ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ:
ÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÓÔÒÅÌËÉ, ×ÅÄÕÝÉÅ ÏÔ ÐÅÒ×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ × ÐÁÒÅ ËÏ ×ÔÏÒÏÊ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ
ÎÁ ÒÉÓ. 2). éÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ×ÙÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÌÉÎÉÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÎÁÂÏÒ
ÃÉËÌÏ× ÞÅÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.

ðÕÓÔØ a | ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÐÏ ÃÉËÌÕ, Á b | ÏÒÉÅÎ-
ÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÐÒÏÔÉ×. äÌÑ ÃÉËÌÏ× ÞÅÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÞÅÔÎÏÓÔØ a É b ÏÄÉÎÁËÏ×Á. þÉÓÌÏ
(−1)1+b ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÚÎÁËÏÍ ÃÉËÌÁ F É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ s(F ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÎÁË ÃÉËÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÃÉËÌÏ× ÞÅÔ-
ÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. äÌÑ ÃÉËÌÏ× ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ s(F ) = (−1)1+b = (−1)a É ÚÎÁË ÃÉËÌÁ
ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÂÈÏÄÁ ÃÉËÌÁ.

ìÅÍÍÁ 2. úÎÁËÉ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÚÎÁËÏ× ÃÉË-
ÌÏ×, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÜÔÉÍÉ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑÍÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÕÞÉÍ ÏÄÎÏ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ × Ä×Á ÐÒÉÅÍÁ.
÷ÎÁÞÁÌÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ, ÓÄ×ÉÇÁÀÝÕÀ ÞÉÓÌÁ ×ÄÏÌØ ÃÉËÌÏ×, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎ-
ÎÙÈ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑÍÉ. þÅÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÞÅÔÎÏÓÔØÀ ËÏ-
ÌÉÞÅÓÔ×Á ÃÉËÌÏ×. ôÅÐÅÒØ ÓÏÇÌÁÓÕÅÍ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ ÞÉ-
ÓÅÌ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÐÁÒÙ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ. þÅÔÎÏÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÔÒÅÂÕÅÍÙÈ
ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÞÅÔÎÏÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ ÒÅÂÅÒ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÐÏ ÃÉËÌÁÍ.

éÔÁË, ÞÅÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÊ ÏÄÎÏ (ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ) ÐÁÒÏ-
ÓÏÞÅÔÁÎÉÅ × ÄÒÕÇÏÅ, ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÞÅÔÎÏÓÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÃÉËÌÏ× É ËÏÌÉÞÅ-
ÓÔ×Á ÒÅÂÅÒ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÐÏ ÃÉËÌÁÍ. îÏ ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÚÎÁËÏ×
ÃÉËÌÏ×.

2. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ É ÐÆÁÆÆÉÁÎ
åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ É ÐÆÁÆÆÉÁÎÁ ÄÁÀÔÓÑ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÌÉ-

ÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [1]). íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÚÄÅÓØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ.
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òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ A ÒÁÚÍÅÒÁ v × v, × j-Ê ÓÔÒÏËÅ É k-Í ÓÔÏÌÂÃÅ ËÏÔÏÒÏÊ
ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ajk. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ A ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁ×ÅÎ

detA =
∑

�∈Sv
sgn(�)A(�); ÇÄÅ A(�) =

v∏

k=1
ak;�(k): (5)

÷ ÆÏÒÍÕÌÕ (5) ×ÈÏÄÉÔ v! ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. ïÄÎÁËÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÎÅ ÎÕÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ ÔÁË ÍÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ. èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÉÓ-
ËÌÀÞÅÎÉÑ çÁÕÓÓÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ (v × v)-ÍÁÔÒÉÃÙ ÚÁ
O(v3) ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

äÁÌÅÅ ÓÞÉÔÁÅÍ v ÞÅÔÎÙÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ A ÒÁÚÍÅ-
ÒÁ v × v, Ô. Å. ÍÁÔÒÉÃÕ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ aj;k = −ak;j . îÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ
× ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ �ÚÎÁËÉ� É �ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ�. óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ
ÔÁË. ÷×ÅÄÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ a(jk), ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÐÁÒÙ ÉÎÄÅËÓÏ×, É
ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ. ðÏ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ
": "jk = 1, ÅÓÌÉ × ÐÁÒÅ (j; k) ÐÅÒ×ÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁ j; "jk = −1, ÅÓÌÉ ÐÅÒ×ÏÊ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁ k; ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÑÔ ÎÕÌÉ: "kk = 0.

ôÅÐÅÒØ ÐÏÌÁÇÁÅÍ aj;k = a(jk)"jk.
ðÆÁÆÆÉÁÎ A ÒÁ×ÅÎ

Pf(A) =
∑

p∈Pv
"(p) ~A(p); (6)

ÇÄÅ ~A(p) | ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ a(jk) ÐÏ ×ÓÅÍ ÐÁÒÁÍ (jk), ×ÈÏÄÑÝÉÍ × ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ p,
Á "(p) | ÚÎÁË ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ p ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ".

éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ:
detA = (Pf A)2: (7)

éÚ ÎÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÆÁÆÆÉÁÎÁ ÎÅ ÓÌÏÖÎÅÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉ-
ÔÅÌÑ.2)

æÏÒÍÕÌÕ (7) ÐÒÏÝÅ ÄÏËÁÚÁÔØ �ÐÏ-ÎÁÕÞÎÏÍÕ�, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÂÏÌÅÅ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙÅ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ É ÐÆÁÆÆÉÁÎÁ. ïÄÎÁËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
× ÓÔÉÌÅ �ÒÁÓËÒÏÅÍ ÓËÏÂËÉ É ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÐÏÄÏÂÎÙÅ�, ÈÏÔÑ É ÂÏÌÅÅ ÇÒÏÍÏÚÄËÏÅ, ÔÁËÖÅ
×ÅÓØÍÁ ÐÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ. åÇÏ ÉÄÅÑ (×ÚÑÔÁÑ ÉÚ [6]) ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ Ó
ÃÉËÌÁÍÉ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÄÁÀÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ËÌÁÄ × ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ
ÍÁÔÒÉÃÙ, Á ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ Ó ÃÉËÌÁÍÉ ÞÅÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÔ-
ÓÑ Ó ÐÁÒÁÍÉ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÚÎÁËÉ ÓÏÇÌÁÓÕÀÔÓÑ.

òÁÚÂÅÒÅÍ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ. óÌÁÇÁÅÍÙÅ × ÆÏÒÍÕÌÅ (5), ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ
×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÎÁ ÔÒÉ ÇÒÕÐÐÙ:

A: ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ (Ô. Å. ÃÉËÌ ÄÌÉÎÙ 1);

B: ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÃÉËÌ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ;

C: ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÃÉËÌÏ× ÞÅÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.
2)íÏÖÎÏ ÂÙÓÔÒÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, É ÐÆÁÆÆÉÁÎ, ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÐÅ-

ÒÁÃÉÉ ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ, ÎÏ ÄÁÖÅ É ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÄÅÌÅÎÉÑ. óÍ. [8].
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úÁÐÉÛÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, ÞÅÒÅÚ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ É ÓÉÍ-
ÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ a(jk). ðÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

sgn(�)A(�) =
∏

F
s(F )A(F ); (8)

ÇÄÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ÃÉËÌÁÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �, Á A(F ) | ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅ-
ÎÉÅ a(jk) ×ÄÏÌØ ÃÉËÌÁ F .

óÌÁÇÁÅÍÙÅ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ A ÒÁ×ÎÙ 0, ÔÁË ËÁË ajj = −ajj = 0 ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ
ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ.

óÌÁÇÁÅÍÙÅ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ B ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÐÁÒÙ Ó ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÍÉ ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÑÍÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÉÈ ÏÂÝÉÊ ×ËÌÁÄ × ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ 0. þÔÏÂÙ ÏÐÉÓÁÔØ ÔÁËÏÅ
ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÐÁÒÙ, ×ÙÄÅÌÉÍ × ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÃÉËÌ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏ-
ÄÅÒÖÉÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÃÉËÌÙ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. îÁÚÏ×ÅÍ ÜÔÏÔ
ÃÉËÌ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÎÅÞÅÔÎÙÍ. éÚÍÅÎÅÎÉÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÂÈÏÄÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÎÅ-
ÞÅÔÎÏÇÏ ÃÉËÌÁ ÚÁÄÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÎÁ ÐÁÒÙ. ÷ ÓÉÌÕ (8) ÜÔÉ
ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÉÍÅÀÔ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ C. óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍ, ÓÏ-
ÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ ÃÉËÌÏ× ÞÅÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÐÁÒÙ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ. ãÉËÌÕ
(a1 : : : a2k) ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ (a1; a2); (a3; a4); : : : , (a2k−1; a2k) É (a2; a3),
(a4; a5); : : : ; (a2k; a1). ëÁË ÉÈ ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÔØ? âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ a1 | ÎÁÉÍÅÎØ-
ÛÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ a1; : : : ; a2k, Á ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÅ ×ÈÏÄÉÔ (a1; a2), | ÐÅÒ×ÏÅ.
üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÐÒÉÍÅÎÉÍÏ Ë ÃÉËÌÕ ÄÌÉÎÙ 2, ÎÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ
ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ É ÐÏÔÏÍÕ ÉÈ ÐÏÒÑÄÏË ÎÅ×ÁÖÅÎ.

éÔÁË, ÍÙ ÓÏËÒÁÔÉÌÉ ÞÁÓÔØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (7), Á ÏÓÔÁÌØ-
ÎÙÍ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÌÉ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (7)
(ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÐÏÓÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË). ïÐÉÓÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÇÁÒÁÎÔÉ-
ÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ a(jk),
ÐÒÉÞÅÍ × ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. á ÚÎÁËÉ Õ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ
ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÚÎÁËÁ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ É × ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ (8).

3. ðÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ × ÐÌÏÓËÏÍ ÇÒÁÆÅ
ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÈ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ × ÇÒÁÆÅ, ÉÓ-

ÐÏÌØÚÕÑ ÐÆÁÆÆÉÁÎ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ É ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍ ÅÇÏ
Ò£ÂÒÁ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÇÒÁÆÕ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ:
Aj;k = ±1, ÅÓÌÉ ÐÁÒÁ (jk) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÂÒÏÍ ÇÒÁÆÁ (ÚÎÁË ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÁ-
ÃÉÅÊ); Aj;k = 0, ÅÓÌÉ ÐÁÒÁ (jk) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÂÒÏÍ ÇÒÁÆÁ. ðÆÁÆÆÉÁÎ ÔÁËÏÊ
ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ÚÎÁËÏ× ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÈ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÇÒÁÆÁ.

çÒÁÆ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÐÆÁÆÆÏ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÅÇÏ ÒÅÂÅÒ, ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÎÁËÉ ×ÓÅÈ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ × ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ ÒÁ×ÎÙ. (ôÁËÕÀ ÏÒÉ-
ÅÎÔÁÃÉÀ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÆÁÆÆÏ×ÏÊ.) ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÈ ÐÁÒÏÓÏÞÅ-
ÔÁÎÉÊ × ÐÆÁÆÆÏ×ÏÍ ÇÒÁÆÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ Ó ÐÆÁÆÆÉÁÎÏÍ
(Ô. Å. Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ) ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÍÅÖ-
ÎÏÓÔÉ.
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÷ÁÖÎÙÍ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÐÆÁÆÆÏ×ÙÈ ÇÒÁÆÏ×, Ó ËÏÔÏÒÏÇÏ É ÎÁÞÁÌÁÓØ ×ÓÑ
ÜÔÁ ÔÅÏÒÉÑ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÌÁÎÁÒÎÙÅ ÇÒÁÆÙ.3) ðÌÁÎÁÒÎÙÊ ÇÒÁÆ ÍÏÖÎÏ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ
ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÌÉÎÉÉ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÉÅ ÅÇÏ Ò£ÂÒÁ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ
(ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ËÏÎÃÏ×). óÁÍÕ ËÁÒÔÉÎËÕ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÕÀ ÇÒÁÆ
ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÌÏÓËÉÍ ÇÒÁÆÏÍ. çÒÁÎØ ÐÌÏÓËÏÇÏ
ÇÒÁÆÁ | ÜÔÏ ÃÉËÌ, ×ÎÕÔÒÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ. âÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ
ÇÒÁÎØ | ÜÔÏ ÃÉËÌ, ×ÎÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÌÏÓËÉÊ ÇÒÁÆ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÆÁÆÆÏ×ÙÍ.
ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 1, ÓÄÅÌÁÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÐÒÏÝÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÞÁ-

ÎÉÊ É ÄÏËÁÖÅÍ Ä×Å ÌÅÍÍÙ.
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÚÎÁËÏ× ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁËÁÍÉ ÃÉË-

ÌÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÏÌØËÏ Ó×ÑÚÎÙÅ ÐÌÏÓËÉÅ ÇÒÁÆÙ ÂÅÚ ÍÏÓÔÏ×.
(íÏÓÔ | ÜÔÏ ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÃÉËÌÁ. ïÒÉ-
ÅÎÔÁÃÉÉ ÍÏÓÔÏ× ÎÅ ×ÌÉÑÀÔ ÎÁ ÚÎÁËÉ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ.) åÓÌÉ × ÐÌÏÓËÏÍ Ó×ÑÚÎÏÍ
ÇÒÁÆÅ ÎÅÔ ÍÏÓÔÏ×, ÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÅÇÏ ÒÅÂÒÏ ÓÍÅÖÎÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ Ó Ä×ÕÍÑ ÇÒÁÎÑÍÉ
(ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ).

ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ × ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÐÌÏÓËÏÍ Ó×ÑÚÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÂÅÚ ÍÏÓÔÏ× n
×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎ (ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÁÎÉ). ôÏÇÄÁ ÚÎÁË ÂÅÓËÏÎÅÞ-
ÎÏÊ ÇÒÁÎÉ ÒÁ×ÅÎ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÚÎÁËÏ× ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÍÕ ÎÁ (−1)n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÂÈÏÄÁ ÐÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ.
ëÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÅÅ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÇÒÁÎØ, ÏÂÈÏÄÉÔÓÑ × ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÁÈ ÓÍÅÖÎÙÈ Ó ÎÉÍ ÇÒÁÎÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ËÌÁÄ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅ-
ÎÉÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÊ ÏÔ ÔÁËÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ×ÓÅÇÄÁ ÒÁ×ÅÎ −1. ðÕÓÔØ × ÇÒÁÆÅ m ÒÅÂÅÒ ÎÁ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÁÎÉ, k ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÒÅÂÅÒ É f ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ.

ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÚÎÁËÏ× ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ÒÁ×ÎÏ (−1)k+fa, ÇÄÅ a | ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ
ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÊ ÒÅÂÅÒ ×ÄÏÌØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÁÎÉ. úÎÁË ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÁÎÉ ÒÁ×ÅÎ −a.
ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ üÊÌÅÒÁ

(n+m)− (m+ k) + (f + 1) = 2;
ÐÏÜÔÏÍÕ

−a = (−1)n−k+fa = (−1)n(−1)k+fa; (9)
ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ìÅÍÍÁ 4. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÐÌÏÓËÏÇÏ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÂÅÚ ÍÏÓÔÏ× É
Ó ÞÅÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÎÁËÉ ×ÓÅÈ ÇÒÁÎÅÊ ÒÁ×ÎÙ +1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ìÅÍÍÕ ÐÒÏÝÅ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÇÒÁ-
ÆÕ. îÁÐÏÍÎÉÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. ÷ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁ-
ÆÁ ÌÅÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ×ÅÒÛÉÎÙ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ
ÇÒÁÆÁ ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÒÅÂÒÏÍ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍ ÒÅÂÒÏ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÍÅÖ-
ÎÏ ÏÂÅÉÍ ÇÒÁÎÑÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ×ÙÂÒÁÎÎÙÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ (Á ÅÓÌÉ ÔÁËÏÇÏ ÒÅÂÒÁ
ÎÅÔ, ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÓÏÅÄÉÎÑÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ ÒÅÂÒÏÍ).

3)ðÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÔÅÏÒÅÍÕ 1 ×ÐÅÒ×ÙÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ É ÄÏËÁÚÁÌ ð. ëÁÓÔÅÌÅÊÎ [5].
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ðÏ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÇÒÁÆÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ:
ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ ÐÏ×ÏÒÏÔ ÏÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÉÓÈÏÄÎÏ-
ÇÏ ÇÒÁÆÁ Ë ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÌ ÐÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ
ÓÔÒÅÌËÉ.

òÉÓ. 3.

ðÏÓÍÏÔÒÅ× ÎÁ ÒÉÓ. 3, ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÇÒÁ-
ÆÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ Ú×ÕÞÉÔ ÔÁË: × Ó×ÑÚÎÏÍ ÐÌÏÓËÏÍ ÇÒÁÆÅ, ÉÍÅÀÝÅÍ ÞÅÔÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÎÅÊ, ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÔØ Ò£ÂÒÁ, ÞÔÏÂÙ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ×Ù-

ÈÏÄÉÌÏ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ. äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒ-
ÖÄÅÎÉÅ.

÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÁÎÅÊ |
ÞÅÔÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï, × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ üÊÌÅÒÁ ÞÅÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ
×ÅÒÛÉÎ É ÞÅÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÒÅÂÅÒ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. ðÕÓÔØ v0; v1 |
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÈÏÄÉÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÅÔ-
ÎÏÅ ÉÌÉ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ. ôÏÇÄÁ v0 + v1 = e = v1
(mod 2), Ô. Å. v0 | ÞÅÔÎÏ. òÁÚÏÂØÅÍ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÉÚ ËÏÔÏ-
ÒÙÈ ×ÙÈÏÄÉÔ ÞÅÔÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ, ÎÁ ÐÁÒÙ É ÓÏÅÄÉÎÉÍ
ËÁÖÄÕÀ ÐÁÒÕ ÐÕÔÅÍ × ÇÒÁÆÅ. ðÏÍÅÎÑÅÍ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÒÅÂÅÒ
×ÄÏÌØ ×ÓÅÈ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÐÕÔÅÊ. þÅÔÎÏÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ×ÙÈÏ-

ÄÑÝÉÈ ÒÅÂÅÒ × ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÅÎÑÅÔÓÑ
Õ ÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÒÅÂÅÒ), Á ËÏÎÃÅ×ÙÈ | ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÕÀ ÏÒÉÅÎ-
ÔÁÃÉÀ.

ïÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÎÁËÉ ×ÓÅÈ ÇÒÁÎÅÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, ÎÁÚÏ-
×ÅÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ. ìÅÍÍÁ 4 ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ
ÄÌÑ ÐÌÏÓËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. íÙ ÚÁ×ÅÒÛÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ÅÓÌÉ ÄÏËÁÖÅÍ,
ÞÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÐÌÏÓËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÆÁÆÆÏ×ÏÊ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÉÓ-
ÐÏÌØÚÕÅÍ ÌÅÍÍÕ 3.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ × ÐÌÏÓËÏÍ Ó×ÑÚÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ÃÉËÌÙ
F1, . . . , Fm. ÷ÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÃÉËÌÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÞÅÔÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ
(ÏÎÉ ×ÅÄØ ÒÁÚÂÉÔÙ ÎÁ ÐÁÒÙ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅÍ), ÐÏÜÔÏÍÕ × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 3 ÚÎÁËÉ ÜÔÉÈ
ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

4. ðÏÄÓÞÅÔ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ × ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ
ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 1 Ë ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÐÏÄÓÞÅÔÁ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ × ÐÒÑÍÏ-

ÕÇÏÌØÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÎÕÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÏÒÉ-
ÅÎÔÁÃÉÀ (ÏÎÁ, ËÁË ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÆÁÆÆÏ×ÏÊ). îÁ ÒÉÓ. 4 ÕËÁÚÁÎÁ ÏÄ-
ÎÏÒÏÄÎÁÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ.

ôÅÐÅÒØ ÎÕÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚÍÅÒÁ
mn ×mn, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÕËÁÚÁÎÎÕÀ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, ÚÁÔÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ
É ÉÚ×ÌÅÞØ ÉÚ ÎÅÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É ÄÁÓÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÁ-
ÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ.

íÎÏÇÏÞÌÅÎ det(�I−A) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÍÁÔÒÉ-
ÃÙ A. åÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÒÁ×ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÕ ÍÁÔÒÉÃÙ n, ÔÁË ÞÔÏ ÅÓÔØ ÒÏ×ÎÏ n ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ
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òÉÓ. 4.

ËÏÒÎÅÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ). ëÏÒÎÉ ÈÁÒÁË-
ÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ A. éÚ
ÔÅÏÒÅÍÙ ÷ÉÅÔÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ | ÜÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ
ÞÉÓÅÌ.

ïÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ m × n, ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÑÅÍÕÀ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ ÎÁ ÒÉÓ. 4, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Am;n. åÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÙ ÂÕ-
ÄÅÍ ×ÙÒÁÖÁÔØ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ m-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÙÄÅÌÅÎ ÂÁÚÉÓ e1; : : : ; em, É
n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÙÄÅÌÅÎ ÂÁÚÉÓ f1; : : : ; fn. ðÅÒ×ÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉ-
ÔÅÌØ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÔÒÏËÁÍ ÒÅÛÅÔËÉ, Á ×ÔÏÒÏÊ | ÓÔÏÌÂÃÁÍ. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ
Am;n ËÁË ÍÁÔÒÉÃÕ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ × ÂÁÚÉÓÅ ej ⊗ fk. ó×ÅÒÉ×ÛÉÓØ Ó ÒÉÓ. 4,
ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË

Am;n : ej ⊗ fk 7→ Hmej ⊗ fk + (−1)jej ⊗Hnfk; (10)
ÇÄÅ Hd = −A1;d, Ô. Å. ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÍÁÔÒÉÃÅ d-ÃÅÐÏÞËÉ, ÓÍ. ÒÉÓ. 5.
ïÐÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ej 7→ (−1)jej , 1 6 j 6 d, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Pd.

òÉÓ. 5.

éÚ (10) É ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÐÏÌÕÞÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ Am;n ÎÁ ÒÁÚ-
ÌÏÖÉÍÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ (ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÍ × ×ÉÄÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ×):

Am;n : x⊗ y 7→ Hmx⊗ y + Pnx⊗Hny: (11)
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ P 2

d = I (ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ), Á PdHd +HdPd = 0, ÔÁË ËÁË H
ÍÅÎÑÅÔ ÞÅÔÎÏÓÔØ ÉÎÄÅËÓÁ Õ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ej . ðÏÜÔÏÍÕ

A2
m;n : x⊗ y 7→ H2

mx⊗ y + x⊗H2
ny: (12)

ïÐÅÒÁÔÏÒ H2
n | ÜÒÍÉÔÏ×, ÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �2

n;k. åÓÌÉ yk |
ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ H2

n Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ �2
n;k, ÔÏ

A2
m;n : x⊗ yk 7→ (H2

m + �2
n;kI)x⊗ yk: (13)

éÚ (13) ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÁ A2
m;n ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ xj ⊗ yk, ÇÄÅ yk |

ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ H2
n Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ �2

n;k, Á xj | ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ
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H2
m Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ �2

m;j . óÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ A2
m;n ÒÁ×ÎÙ

�2
m;j + �2

n;k; 1 6 j 6 m; 1 6 k 6 n: (14)
ÞÔÏ ÕÖÅ ÎÁÐÏÍÉÎÁÅÔ ÉÓËÏÍÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ (1). ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ Am;n ÒÁ×ÅÎ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ. éÚ×ÌÅÞÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ
ËÏÒÎÑ ÄÅÌÁÅÔ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁËÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. ïÄÎÁËÏ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÉÔÅÌØ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÃÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ (Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÐÆÁÆÆÉÁÎÁ).

ïÓÔÁÌÏÓØ ÎÁÊÔÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× Hn. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÈÁ-
ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÏÊ ÃÅ-
ÐÏÞËÉ

Cn(�) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

� −1 0 : : :
1 � −1 0 : : :
0 1 � −1 0 : : :
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

∣∣∣∣∣∣∣∣




n ÓÔÒÏË. (15)

òÁÚÌÏÖÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÅ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ. ðÏ-
ÌÕÞÁÅÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ:

Cn(�) = �Cn−1(�) + Cn−2(�): (16)
îÁÞÁÌÏ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ:

C1(�) = �; C2(�) =
∣∣∣∣
� −1
1 �

∣∣∣∣ = �2 + 1: (17)

ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ þÅ-
ÂÙÛ£×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ

Un(cos') = sinn'
sin' ; (18)

ËÏÔÏÒÏÅ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÓÔÉ
Un(x) = 2xUn−1(x)− Un−2(x); U1(x) = 1; U2(x) = 2x: (19)

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ
Cn(�) = inUn+1(− i�2 ): (20)

÷ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ ÐÏÌÁÇÁÅÍ −i� = 2x. ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏ× É ÐÏ
ÉÎÄÕËÃÉÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ:

C1(�) = � = i2x = iU2(x);
C2(�) = �2 + 1 = −(

(−i�)2 − 1
)

= i2(4x2 − 1) = i2U3(x);
Cn(�) = �Cn−1(�) + Cn−2(�) =

= in
(− i�Un(x)− Un−1(x)

)
= inUn+1(x):

ëÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ þÅÂÙÛ£×Á Un+1(x) ÒÁ×ÎÙ cos k�
n+ 1 , k = 1; : : : ; n. ðÏÜÔÏÍÕ

ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Cn(�) ÒÁ×ÎÙ

�k = 2i cos k�
n+ 1 ; k = 1; : : : ; n: (21)
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ïÂßÅÄÉÎÑÑ (14) É (21), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A2
m;n:

−4
(

cos2 �j
m+ 1 + cos2 �k

n+ 1

)
; 1 6 j 6 m; 1 6 k 6 n: (22)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ É ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÆÏÒÍÕÌÅ (1).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ÷ÎÉÍÁÔÅÌØÎÙÊ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÏÂÒÁÔÉÌ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÎÅÔÏÞÎÏÓÔØ
× ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÆÒÁÚÅ. æÏÒÍÕÌÁ (1) ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ ÂÏÌØÛÅ, ÏÎÁ ÄÁÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÕÀ
ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÐÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ É ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ
ÄÏÍÉÎÏ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ ÒÁÓ-
ÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ. îÕÖÎÏ ÐÒÉÐÉÓÁÔØ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍ ÒÅÂÒÁÍ ×ÅÓ v, ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍ |
×ÅÓ h, Á ×ÍÅÓÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Am;n ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ~Am;n, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ
ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ:

~Am;n : ej ⊗ fk 7→ vHmej ⊗ fk + (−1)jej ⊗ hHnfk: (23)
äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ: ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ~A2

m;n ÒÁ×ÎÙ

v2�2
m;j + h2�2

n;k: (24)

5. åÝÅ ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ: ÁÃÔÅËÓËÉÊ ÄÉÁÍÁÎÔ
ïÐÉÓÁÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ÓÐÏÓÏÂ ÐÏÄÓÞÅÔÁ ÞÉÓÌÁ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ × ÐÌÏÓËÏÍ ÇÒÁÆÅ ÁË-

ÔÉ×ÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ. úÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÎÎÙÊ ÞÉ-
ÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÕÚÎÁÔØ ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ × ÓÔÁÔØÑÈ [4,6, 7], ÔÁÍ ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÂÏÌÅÅ
ÐÏÄÒÏÂÎÕÀ ÂÉÂÌÉÏÇÒÁÆÉÀ.

íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ×ÓÅÇÏ ÏÄÎÉÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ: ÐÏÄÓÞÅÔÏÍ ÞÉÓÌÁ
ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 6Á). üÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ
ÏÔÄÅÌØÎÁÑ ÓÔÁÔØÑ [4] × ÜÔÏÍ ÓÂÏÒÎÉËÅ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÞÉÓÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ
ÒÅÛÅÎÉÅ × [4] Ó ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ÎÉÖÅ (ÜÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ
×ÚÑÔÏ ÉÚ ÓÔÁÔØÉ ç. ëÕÐÅÒÂÅÒÇÁ [7]).

áÃÔÅËÓËÉÊ ÄÉÁÍÁÎÔ 4-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÎÁ ÒÉÓ. 6Á). õ ÄÉÁÍÁÎÔÁ n-ÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ ÐÏ 2n ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ É ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏ× ËÌÅÔÏË, Á ×ÓÅÇÏ ËÌÅÔÏË
2n(n + 1). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÄÏÓËÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆ ÓÏÓÅÄÓÔ×Á
ËÌÅÔÏË. üÔÏ ÔÏÖÅ ÐÌÏÓËÉÊ ÇÒÁÆ, ÐÏÜÔÏÍÕ Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÐÆÁÆÆÏ×Ù ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ.
äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÕÀ ÎÁ
ÒÉÓ. 6Â). ÷ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÓËÒÁÓÉÍ × ÛÁÈÍÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ × ÞÅÒÎÙÊ
É ÂÅÌÙÊ Ã×ÅÔ. îÁ ÒÉÓÕÎËÅ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ Ò£ÂÒÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ
ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï, Á ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ | ÏÔ ÞÅÒÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ Ë ÂÅÌÏÊ. ðÆÁÆÆÏ×ÏÓÔØ
ÔÁËÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÌÅÇËÏ: Õ ËÁÖÄÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÁ ÅÓÔØ ÐÁÒÁ ÓÏÎÁ-
ÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ É ÐÁÒÁ ÐÒÏÔÉ×ÏÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ
ÓÔÏÒÏÎ.

íÙ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÏÊ ÅÝÅ É ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ
×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÒÁÓËÒÁÓËÁ | ÐÒÁ×ÉÌØÎÁÑ, Ô. Å. Ò£ÂÒÁ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔ
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Á) Â)

òÉÓ. 6.

×ÅÒÛÉÎÙ ÒÁÚÎÙÈ Ã×ÅÔÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ
ÇÒÁÆÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

A =




0 M

−M 0


 ; (25)

ÚÄÅÓØ ÐÅÒ×ÁÑ ÐÏÌÏ×ÉÎÁ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÃÏ× ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÞÅÒÎÙÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ, Á ×ÔÏÒÁÑ |
ÂÅÌÙÍ. îÅÓÌÏÖÎÁÑ ÐÒÏ×ÅÒËÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ detA = (detM)2 = (Pf A)2. ðÏÜÔÏ-
ÍÕ ÉÓËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ ÅÓÔØ |detM |.

ïÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÎÕÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ M ÒÁ×ÎÙ ±1. òÁÓÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÎÁËÏ× ÉÚÏ-
ÂÒÁÖÁÅÔ ÒÉÓ. 7Á), ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ +1 ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ ÓÐÌÏÛÎÙÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ, Á −1 |
ÛÔÒÉÈÏ×ÙÍÉ. M | ÜÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÂÁÚÉÓ
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÉÒÏ×ÁÎ ÂÅÌÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ, × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÂÁÚÉÓ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÎ-
ÄÅËÓÉÒÏ×ÁÎ ÞÅÒÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ. ëÁË ×ÉÄÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 7Á), É ÔÅ, É ÄÒÕÇÉÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ
ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ ÒÁÚÍÅÒÏ× (n + 1) × n É n × (n + 1) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

Á) Â)

òÉÓ. 7.
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ÞÅÒÅÚ V n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÂÁÚÉÓÏÍ {e0; : : : ; en−1}, Á ÞÅÒÅÚ V n+1 | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó
ÂÁÚÉÓÏÍ {e0; : : : ; en}. éÚ ÂÅÌÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ×ÙÈÏÄÑÔ Ò£ÂÒÁ × ÞÅÔÙÒÅÈ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ.
åÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ M ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ V n+1 ⊗ V n × V n ⊗ V n+1, ÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉ-
ÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÕÍÍÙ, ÇÄÅ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÏÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÍ
ÒÅÂÒÁÍ:

M = −L⊗ LT + L⊗RT +R⊗RT +R⊗ LT : (26)
úÄÅÓØ L, R | ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÐÒÁ×ÉÌÁÍÉ:
Len = 0, Lej = ej ÐÒÉ 0 6 j 6 n − 1, Re0 = 0, Rej = ej−1 ÐÒÉ 1 6 j 6 n; Á XT

ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ.
ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁ×ÅÎ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÜÔÉÈ

ÍÁÔÒÉÃ. õÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÕÐÒÏÓÔÉÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ-
ÌÑ M . üÔÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× B(n),
ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÙ

B(n)jk =
(j
k

)
(0 6 j; k < n);

(j
k

)
= 0 ÐÒÉ j < k: (27)

íÁÔÒÉÃÙ B(n) | ÎÉÖÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ Ó ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÐÏÜÔÏ-
ÍÕ ÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ÒÁ×ÎÙ 1.

òÁ×ÅÎÓÔ×Á
B(n)L = LB(n+ 1); Ô. Å. B(n)LB(n+ 1)−1 = L;
B(n)R+ LB(n+ 1) = RB(n+ 1); Ô. Å. B(n)RB(n+ 1)−1 = R− L;

ÐÒÏ×ÅÒÑÀÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÔÏÖ-
ÄÅÓÔ×Á ÄÌÑ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×

( j
k − 1

)
+

(j
k

)
=

(j + 1
k

)
:

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ
(
B(n)⊗ (

B(n+ 1)−1)T )
M

(
B(n+ 1)−1 ⊗B(n)T

)
=

= −L⊗ LT + L⊗ (R− L)T + (R− L)⊗ (R− L)T + (R− L)⊗ LT =
= R⊗RT − 2L⊗ LT : (28)

óÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÁÔÒÉÃÙ R ⊗ RT − 2L ⊗ LT ÍÏÖÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ ÎÁ ÒÉÓ. 7Â), ÇÄÅ +1
ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÏÄÉÎÁÒÎÙÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ, Á −2 | Ä×ÏÊÎÙÍÉ. ÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÓ-
ÐÁÌÁÓØ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÌÏËÏ×. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ×ÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÌÏËÁ ÚÁÄÁÀÔÓÑ
ÎÉÖÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ. îÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÂÌÏËÁ ÉÚ ×ÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÏ-
×ÉÎÙ ÓÔÏÑÔ +1, Á ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÂÌÏËÁ ÉÚ ÎÉÖÎÅÊ ÐÏÌÏ×ÉÎÙ ÓÔÏÑÔ −2.
ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁ×ÅÎ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÂÌÏËÏ×. ïËÏÎÞÁÔÅÌØ-
ÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

|detM | = 21 · 22 · : : : · 2n = 2n(n+1)=2: (29)
üÔÏ É ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ.
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