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1 Ââåäåíèå

Â ýòîé êíèãå ìû ðàññêàæåì î íåñêîëüêèõ êëàññè÷åñêèõ ïðîáëåìàõ ñîâðåìåííîé êîìáèíàòîðèêè

è òåîðèè ãðà�îâ, ñâÿçàííûõ ñ ïîíÿòèåì ðàñêðàñêè. Íàâåðíÿêà ìíîãèå ÷èòàòåëè íåîäíîêðàòíî ñòàë-

êèâàëèñü ñ ýòèì ïîíÿòèåì. Ìíîãèå ñëûøàëè, íàïðèìåð, î çíàìåíèòîé ãèïîòåçå ÷åòûðåõ êðàñîê: íà

ëþáîé �äîñòàòî÷íî õîðîøåé� êàðòå ìèðà ñòðàíû ìîãóò áûòü òàê ïîêðàøåíû, ÷òîáû ñîñåäíèå ñòðàíû

èìåëè ðàçíûå öâåòà, à âñåãî öâåòîâ áûëî íå áîëüøå ÷åòûðåõ. À åùå ìíîãèå çíàþò çàäà÷ó î õðîìà-

òè÷åñêîì ÷èñëå ïëîñêîñòè: íàéòè íàèìåíüøåå ÷èñëî öâåòîâ, â êîòîðûå ìîæíî òàê ïîêðàñèòü âñþ

ïëîñêîñòü, ÷òîáû êàæäûå äâå òî÷êè, ìåæäó êîòîðûìè ðàññòîÿíèå ðàâíî åäèíèöå, áûëè ïîêðàøåíû

â ðàçíûå öâåòà (ñì. [1℄, [2℄).

Â ýòîé êíèãå ìû ðàññêàæåì íå îá ýòèõ çàäà÷àõ. Íî òå çàäà÷è, î êîòîðûõ ìû ïîãîâîðèì, ñåé÷àñ

èãðàþò êîëîññàëüíóþ ðîëü â äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå, íàõîäÿòñÿ â ñàìîì åå öåíòðå � íà ñòûêå èäåé

è ìåòîäîâ. Â êíèãå ìàññà êðàñèâûõ ðàññóæäåíèé. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî �êàòàðñèñà� ïî-

ëåçíî âëàäåòü îñíîâàìè êîìáèíàòîðèêè (ñì., íàïðèìåð, [3℄�[7℄), òåîðèè ãðà�îâ (ñì. [8℄, [9℄), òåîðèè

ïðåäåëîâ è àñèìïòîòèê â äèñêðåòíîì àíàëèçå (ñì. [10℄), òåîðèè âåðîÿòíîñòåé (ñì. [5℄, [11℄) è ëèíåéíîé

àëãåáðû (ñì. [12℄). Îäíàêî íå ñòîèò ïóãàòüñÿ òàêîãî èçîáèëèÿ ïðåäìåòîâ. Íà ñàìîì äåëå, îò êîìáèíà-

òîðèêè íóæíû áîëåå èëè ìåíåå òîëüêî ÷èñëà ñî÷åòàíèÿ (áèíîìèàëüíûå êîý��èöèåíòû), îò òåîðèè

ãðà�îâ � òîëüêî áàçîâîå îïðåäåëåíèå ãðà�à, îò òåîðèè âåðîÿòíîñòåé � òîëüêî åå êîìáèíàòîðíûå

àñïåêòû (âûáîð ñëó÷àéíîãî îáúåêòà èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, áðîñàíèå ìîíåòêè, ìàòåìàòèåñêîå îæè-

äàíèå ïðîñòåéøåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû), îò àñèìïòîòèê � ïðîñòî ïîíèìàíèå, íàïðèìåð, òîãî, ÷òî

n2 + n ∼ n2
ïðè n → ∞ â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðåäåë îòíîøåíèÿ âåëè÷èí n2 + n è n2

ðàâåí åäèíèöå (íó,

ìîæåò, ÷óòü ïîñëîæíåå, íî ìû âñå àêêóðàòíî è ïîñëåäîâàòåëüíî íàïîìíèì), îò ëèíåéíîé àëãåáðû

� òîëüêî ïðåäñòàâëåíèå î òîì, ÷òî áûâàåò ïðîñòðàíñòâî R
n
, à â íåì âåêòîðû, ìàòðèöû, ñêàëÿðíûå

ïðîèçâåäåíèÿ... Â îáùåì, áóäåò äîñòóïíî àáñîëþòíî ëþáîìó çàêîí÷èâøåìó âòîðîé êóðñ è î÷åíü ìíî-

ãèì ñòàðøåêëàññíèêàì, îáó÷àþùèìñÿ â êðóæêàõ, ìàòåìàòè÷åñêèõ êëàññàõ è âñåâîçìîæíûõ ëåòíèõ

è íå òîëüêî ëåòíèõ îëèìïèàäíûõ è íå òîëüêî îëèìïèàäíûõ øêîëàõ.

Êíèãà îñíîâàíà íà êóðñå, êîòîðûé àâòîð ïðî÷èòàë â Äóáíå íà ëåòíåé øêîëå Ñîâðåìåííàÿ ìàòå-

ìàòèêà â èþëå 2019 ãîäà, à òàêæå íà ìíîãî÷èñëåííûõ åãî æå ëåêöèÿõ íà âñåâîçìîæíûõ ñáîðàõ (â

Ñèðèóñå, Êîìàíäå, Êîìïüþòåððèè è äð.), íà ðàçëè÷íûõ øêîëàõ (Êèðîâñêàÿ ËÌØ, Êîìáèíàòîðèêà

è àëãîðèòìû è äð.) è â øêîëàõ è óíèâåðñèòåòàõ ïî âñåé �îññèè.

2 Çàäà÷à äëÿ çàòðàâêè

Äëÿ çàòðàâêè ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Â êëàññå ó÷àòñÿ 30 ÷åëîâåê. Èç íèõ îòáèðàþòñÿ 5

ëó÷øèõ êîìáèíàòîðùèêîâ, 5 ëó÷øèõ ÷èñëîâèêîâ, 5 ëó÷øèõ âåðîÿòíîñòíèêîâ è òàê äàëåå. Âñåãî 15

ïðåäìåòîâ. Êîíå÷íî, ýòè ïÿòåðêè ëó÷øèõ ìîãóò êàê óãîäíî ïåðåñåêàòüñÿ: çàðàíåå ìû íå çíàåì, êòî

îêàæåòñÿ ñèëüíåå â êàêîì èç ïðåäìåòîâ. Âîïðîñ: âñåãäà ëè ìîæíî òàê ðàññàäèòü íàøèõ 30 øêîëü-

íèêîâ ïî äâóì êàáèíåòàì, ÷òîáû â êàæäîì êàáèíåòå áûë õîòÿ áû îäèí ïðåäñòàâèòåëü êàæäîé èç

ïÿòåðîê? Íàïðèìåð, åñëè âñå ïÿòåðêè ñîâïàäàþò, òî, î÷åâèäíî, ðàññàäêà âîçìîæíà. Íî âåäü åñòü
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îãðîìíîå êîëè÷åñòâî äðóãèõ âàðèàíòîâ! Ìîæåò, åñëè ïÿòåðêè ðàñïðåäåëÿòñÿ áîëåå õèòðî, òî îêà-

æåòñÿ, ÷òî, êàê íè ðàññàæèâàé 30 øêîëüíèêîâ ïî äâóì êàáèíåòàì, îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ êàáèíåò, â

êîòîðîì îäíà èç ïÿòåðîê íàõîäèòñÿ öåëèêîì?

Îòâåò íà âîïðîñ âñå-òàêè ïîëîæèòåëüíûé: äà, òàêàÿ ðàññàäêà âñåãäà âîçìîæíà. �åøåíèå î÷åíü

ïðîñòîå è êðàñèâîå! Îíî îñíîâàíî íà âåðîÿòíîñòíîì ìåòîäå â êîìáèíàòîðèêå (ñð. [13℄, [14℄). Â ïðèí-

öèïå çäåñü åùå ìîæíî áûëî áû îáîéòèñü áåç ññûëîê íà òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé, íî áóäåò ëó÷øå, åñëè

ìû ñðàçó âîñïîëüçóåìñÿ èìåííî âåðîÿòíîñòíîé òåðìèíîëîãèåé.

Èòàê, íàì äàíû 15 ïÿòåðîê. Îáîçíà÷èì èõ M1, . . . ,M15. �àññìîòðèì ñëó÷àéíóþ ðàññàäêó øêîëü-

íèêîâ. ×òî ýòî çíà÷èò? Âîîáùå ãîâîðÿ, ÷òî óãîäíî, âåäü ñëó÷àéíîñòü ìîæíî îïðåäåëÿòü ïî-ðàçíîìó.

Íî ìû áóäåì ïîíèìàòü ñëó÷àéíîñòü ìàêñèìàëüíî ïðîñòî: êàæäûé øêîëüíèê îòïðàâëÿåòñÿ â ïåðâûé

êàáèíåò ñ âåðîÿòíîñòüþ

1
2
, è ñ òàêîé æå âåðîÿòíîñòüþ îí èäåò âî âòîðîé êàáèíåò; âûáîð êàáèíåòà

øêîëüíèêè îñóùåñòâëÿþò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Èíûìè ñëîâàìè, ìû êàê áû 30 ðàç áðîñàåì

ñèììåòðè÷íóþ ìîíåòêó, è, åñëè ìîíåòêà â i-ì áðîñàíèè ïàäàåò ðåøêîé êâåðõó, òî i-é øêîëüíèê èäåò

â ïåðâûé êàáèíåò, èíà÷å � âî âòîðîé. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå Ai, i = 1, . . . , 15, äëÿ ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùåãî

â òîì, ÷òî ïÿòåðêà Mi öåëèêîì ïîïàëà â îäèí êàáèíåò. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü P(Ai) ýòîãî ñîáûòèÿ?

Ïîñêîëüêó âûáîð ïðîèçâîäèòñÿ øêîëüíèêàìè íåçàâèñèìî, âåðîÿòíîñòè ïåðåìíîæàþòñÿ, è ìû ïîëó-

÷àåì
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(

1

2

)5

+

(

1

2

)5

=
1

16
.

Òåïåðü èçó÷èì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû îäíà ïÿòåðêà öåëèêîì ñèäèò â îäíîì êàáèíåòå. �àçó-

ìååòñÿ, ýòî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

15
⋃
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Ai. ßñíî, ÷òî
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< 1.

Çíà÷èò, ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ èìååò ìåñòî ïðîòèâîïîëîæíîå ñîáûòèå, êîòîðîå ñîñòîèò

â òîì, ÷òî íè îäíà ïÿòåðêà öåëèêîì íå ñèäèò â îäíîì èç êàáèíåòîâ. Íî âåäü ýòî ðîâíî òî, ÷òî

íóæíî! �Íè îäíà ïÿòåðêà öåëèêîì íå ñèäèò� � ýòî æå òî æå ñàìîå, ÷òî �â êàæäîì êàáèíåòå åñòü

õîòÿ áû îäèí ïðåäñòàâèòåëü êàæäîé èç ïÿòåðîê�. È ýòî âûïîëíåíî ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ.

Åñëè âåðîòíîñòü ðàññàäêè ñ íóæíûì ñâîéñòâîì ïîëîæèòåëüíà, òî òàêàÿ ðàññàäêà òî÷íî åñòü. Êàê åå

èñêàòü � äðóãîé âîïðîñ. Íî çàäà÷à ðåøåíà: ðàññàäêà åñòü âñåãäà.

Îòìåòèì, ÷òî â íàøåì ðåøåíèè íèãäå íå èñïîëüçîâàëñÿ òîò �àêò, ÷òî âñåãî øêîëüíèêîâ èìåííî

30. Ñîîòâåòñòâåííî, âîçíèêàåò âîïðîñ: à ìîæíî ëè, ïî-ïðåæíåìó ïðåíåáðåãàÿ èñõîäíûì êîëè÷åñòâîì

øêîëüíèêîâ, óâåëè÷èòü 15 è ïîëó÷èòü òîò æå ðåçóëüòàò ñ âîçìîæíîñòüþ ðàññàäêè? Äî øåñòíàäöàòè

äîòÿíóòü ëåãêî. Â ñàìîì äåëå, âñå ñîáûòèÿ Ai èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Çàâåäîìî â ýòîì ïåðåñå-

÷åíèè íàõîäèòñÿ äóðàöêàÿ ðàññàäêà, ïðè êîòîðîé âñå øêîëüíèêè ñèäÿò â ïåðâîì êàáèíåòå. Íî òîãäà

âåðîÿòíîñòü îáúåäèíåíèÿ ñòðîãî ìåíüøå ñóììû âåðîÿòíîñòåé, è ñíîâà íàø ìåòîä ñðàáàòûâàåò. Óæå

ñ ñåìíàäöàòüþ òàêîé íîìåð íå ïðîõîäèò...

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ 126 ïÿòåðîê îòâåò óæå ïîëîæèòåëüíûì íå ÿâëÿåòñÿ. Ñòðàííîå ÷èñëî, äà?

Íó, ñåé÷àñ ðàçáåðåìñÿ! Ìû æå âîëüíû â âûáîðå èñõîäíîãî êîëè÷åñòâà øêîëüíèêîâ. Äàâàéòå âîçüìåì

âñå ïÿòåðêè, êàêèå òîëüêî ìîæíî ñîñòàâèòü èç äåâÿòè ÷åëîâåê. Èõ â àêêóðàò 126 = C5
9 . Ïîïðîáóåì

òåïåðü ðàññàäèòü äåâÿòåðûõ øêîëüíèêîâ ïî äâóì êàáèíåòàì. È âîò íå òóò-òî áûëî! Ïðè ëþáîé

ðàññàäêå â êàêîé-òî êàáèíåò ïîïàäåò íå ìåíåå ïÿòè øêîëüíèêîâ. Íî ó íàñ êàæäàÿ ïÿòåðêà ñåé÷àñ �â

äåëå�. Çíà÷èò, âñå ïëîõî, è ìû èìååì ïðèìåð ñèòóàöèè, êîãäà îòâåò íà ïåðâîíà÷àëüíûé âîïðîñ óæå

íå ÿâëÿåòñÿ óòâåðäèòåëüíûì.

Èòàê, äëÿ ëþáûõ 16 ïÿòåðîê îòâåò óòâåðäèòåëüíûé, íî ñóùåñòâóþò 126 ïÿòåðîê, äëÿ êîòîðûõ

îòâåò îòðèöàòåëüíûé. Âñå ýòî ïðèâîäèò ê îáùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷è, î êîòîðîé ìû è ïîãîâîðèì â

ñëåäóþùåì ðàçäåëå.
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3 Ïîñòàíîâêà îáùåé çàäà÷è

Ïðåæäå âñåãî ïîðà ïåðåéòè îò øêîëüíèêîâ ê àáñòðàêòíûì îáúåêòàì. À èìåííî, ââåäåì ïîíÿòèå

ãèïåðãðà�à. Îíî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ãðà�à. Ó ãèïåðãðà�à òàêæå åñòü âåðøè-

íû, îáðàçóþùèå íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî V , è ðåáðà, îáðàçóþùèå ìíîæåñòâî E. Òîëüêî ó

ãèïåðãðà�à â êàæäîì ðåáðå íå îáÿçàòåëüíî äâå âåðøèíû: ìîæåò áûòü è áîëüøå (ðåáðà èç îäíîé

âåðøèíû ìû èñêëþ÷èì èç ðàññìîòðåíèÿ âîâñå). Áîëåå ñòðîãî, ãèïåðãðà� � ýòî ïàðà H = (V,E), ãäå
V � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, à E � íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà V . Ïîäìíîæåñòâà
íåóïîðÿäî÷åííûå (ñî÷åòàíèÿ áåç ïîâòîðåíèé), êðàòíûõ ðåáåð íåò, â êàæäîì ðåáðå õîòÿ áû äâå âåðøè-

íû. �èïåðãðà� íàçûâàåòñÿ n-îäíîðîäíûì, åñëè â êàæäîì åãî ðåáðå ðîâíî n âåðøèí. Îáûêíîâåííûé

ãðà�, òåì ñàìûì, � ýòî 2-îäíîðîäíûé ãèïåðãðà�. À øêîëüíèêè è ïÿòåðêè � ýòî 5-îäíîðîäíûé

ãèïåðãðà� íà òðèäöàòè âåðøèíàõ.

×àñòî çàìå÷àþò, ÷òî ó ãèïåðãðà�à, â îòëè÷èå îò ãðà�à, íåò åñòåñòâåííîãî �ïîðòðåòà�. Äåéñòâè-

òåëüíî, åñëè ãðà� ëåãêî èçîáðàçèòü êàê ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè, ñîåäèíåííûõ îòðåçêàìè (èëè

äóãàìè), òî ïîïûòêà ñäåëàòü òî æå ñàìîå ñ ãèïåðãðà�îì ïðèâîäèò ê ñòðàííîìó õèòðîñïëåòåíèþ ýäà-

êèõ �ñàðäåëåê� (ñì. ðèñ. 1). Â ñâîèõ ëåêöèÿõ ÿ ÷àñòî óïîòðåáëÿþ ñëîâî �ñàðäåëüêà� äëÿ îáîçíà÷åíèÿ

ðåáðà ãèïåðãðà�à, íî êàðòèíîê íå ðèñóþ. Ìíå ñàìîìó ëåã÷å ïðåäñòàâëÿòü ñåáå èìåííî ýäàêóþ êà-

ñòðþëüêó (ìíîæåñòâî âåðøèí) ñ íàìåøàííûìè â íåé ñàðäåëüêàìè-ðåáðàìè. Íåêîòîðûå �ïðîäâèíóòûå

ïîëüçîâàòåëè� âñïîìèíàþò âûðàæåíèå �ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ� (ïðîñüáà òåõ, êòî íå ñëûøàë åãî,

íå ïóãàòüñÿ, ò.ê. ìû åãî óïîòðåáëÿòü íå áóäåì). Íî (îïÿòü æå, äëÿ òåõ, êòî â òåìå) ñèìïëèöèàëüíûé

êîìïëåêñ � ýòî ãèïåðãðà�, ó êîòîðîãî êàæäîå ïîäìíîæåñòâî êàæäîãî ðåáðà ñàìî ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì,

ò.å. ýòî çàâåäîìî íå îäíîðîäíûé ãèïåðãðà�. Â îáùåì, íàì ýòî çíàíèå íå ïîìîæåò, è ìû áîëüøå î

ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñàõ âñïîìèíàòü íå áóäåì.

Íàçîâåì õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ãèïåðãðà�à H âåëè÷èíó χ(H), ðàâíóþ íàèìåíüøåìó êîëè÷åñòâó

öâåòîâ, â êîòîðûå ìîæíî òàê ïîêðàñèòü âñå âåðøèíû ãèïåðãðà�à, ÷òîáû êàæäîå åãî ðåáðî áûëî

íåîäíîöâåòíûì. Ïîçâîëüòå, íî âåäü çàäà÷à èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà îòëè÷íî �îðìóëèðóåòñÿ â ýòèõ

òåðìèíàõ! Â ñàìîì äåëå, âîïðîñ î ïÿòíàäöàòè ïÿòåðêàõ îòíûíå çâó÷èò òàê: �Âåðíî ëè, ÷òî ó ëþáîãî

5-îäíîðîäíîãî ãèïåðãðà�à ñ òðèäöàòüþ âåðøèíàìè è ïÿòíàäöàòüþ ðåáðàìè õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî

ðàâíî äâóì?� �àññàäêà ïî äâóì êàáèíåòàì è ðàñêðàñêà â äâà öâåòà � ëèøü äâà ñïîñîáà îïèñàíèÿ

îäíîãî è òîãî æå ÿâëåíèÿ.

Ââåäåì, íàêîíåö, êëàññè÷åñêóþ âåëè÷èíó m(n), ïðåäëîæåííóþ Ýðäåøåì è Õàéíàëîì â 1961 ãîäó

è ðàâíóþ íàèìåíüøåìó m, ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóåò n-îäíîðîäíûé ãèïåðãðà� H ñ m ðåáðàìè è ñ

χ(H) > 2. �ëàâíîå ñðàçó ïîíÿòü, ÷òî â òåðìèíàõ ýòîé âåëè÷èíû ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà

âûãëÿäÿò òàê:

17 6 m(5) 6 126. (1)

Ó ëþáîãî 5-îäíîðîäíîãî ãèïåðãðà�à ñ øåñòíàäöàòüþ ðåáðàìè õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ðàâíî äâóì,

ïîýòîìó m(5) > 17, íî ñóùåñòâóåò 5-îäíîðîäíûé ãèïåðãðà� ñî 126-þ ðåáðàìè, ó êîòîðîãî õðîìàòè-

÷åñêîå ÷èñëî áîëüøå äâóõ, îòêóäà m(5) 6 126.
Î÷åâèäíîå îáîáùåíèå íåðàâåíñòâà (1) ïðèâîäèì íèæå:

2n−1 + 1 6 m(n) 6 Cn
2n−1. (2)

Ìû íå ñòàíåì äîêàçûâàòü ýòè íåðàâåíñòâà, âåäü ýòî ñîâñåì ëåãêîå óïðàæíåíèå. Íî ìû îáñóäèì

âîïðîñ î òîì, íàñêîëüêî áëèçêè äðóã ê äðóæêå âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè. Â ñàìîì äåëå, õîðîøî

èçâåñòíî òîæäåñòâî (ñì. [3℄)

C0
2n−1 + C1

2n−1 + . . .+ Cn−1
2n−1 + Cn

2n−1 + . . .+ C2n−1
2n−1 = 22n−1.

Òàêæå èçâåñòíî, êîíå÷íî, ÷òî äâà öåíòðàëüíûõ ñëàãàåìûõ â ýòîì òîæäåñòâå ÿâëÿþòñÿ â íåì ñàìûìè
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áîëüøèìè. Ïðè ýòîì îáùåå ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ëåâîé ÷àñòè òîæäåñòâà ðàâíî 2n. Ñëåäîâàòåëüíî,

22n−1

2n
< Cn

2n−1 < 22n−1.

Â èòîãå ïîíÿòíî, ÷òî çàçîð ìåæäó îöåíêàìè â (2) ýêñïîíåíöèàëüíûé: íèæíÿÿ èìååò ïîðÿäîê 2n, à
âåðõíÿÿ ñ òî÷íîñòüþ äî âîçìîæíîãî äåëåíèÿ íà ÷òî-òî ïîðÿäêà n èìååò ïîðÿäîê 4n. Ýòî íå î÷åíü

êðóòî, è ýòî îäíà èç ñåðüåçíåéøèõ ïðîáëåì ñîâðåìåííîé ýêñòðåìàëüíîé êîìáèíàòîðèêè! (�àçäåë

íàóêè, ñ êîòîðûì ìû ñåé÷àñ èìååì äåëî, íàçûâàåòñÿ �ýêñòðåìàëüíîé êîìáèíàòîðèêîé� íå ïîòîìó,

÷òî òîëüêî ýêñòðåìàëû èì çàíèìàþòñÿ (õîòÿ îí è çàõâàòûâàþùå êðàñèâ, è íå ìåíåå çàõâàòûâàþùå

òðóäåí), íî ïîòîìó, ÷òî â åãî ðàìêàõ èùóòñÿ ýêñòðåìàëüíûå (ìàêñèìàëüíûå èëè ìèíèìàëüíûå)

êîìáèíàòîðíûå âåëè÷èíû, ñðåäè êîòîðûõ m(n).)
Â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû èçó÷èì êðàñèâåéøèå ïîäõîäû ê óìåíüøåíèþ çàçîðà â (2), à òàêæå

ðàññìîòðèì ðÿä ðàçëè÷íûõ óòî÷íåíèé è îáîáùåíèé çàäà÷è. Îòìåòèì, ÷òî íèæíÿÿ îöåíêà â (2) âåðî-

ÿòíîñòíàÿ (ò.å. îíà ãàðàíòèðóåò íàëè÷èå ðàñêðàñêè, íî íå îáúÿñíÿåò, êàê åå èñêàòü), à âåðõíÿÿ îöåíêà

â (2) êîíñòðóêòèâíàÿ (ïðèâîäèòñÿ ÿâíûé ïðèìåð ãèïåðãðà�à, íå èìåþùåãî ðàñêðàñêè â 2 öâåòà). Â

ðàçäåëå 4 ìû çíà÷èòåëüíî óëó÷øèì âåðõíþþ îöåíêó, íî ñäåëàåì ýòî... âåðîÿòíîñòíûì ìåòîäîì, ò.å.

çà óëó÷øåíèå ìû çàïëàòèì ïîòåðåé êîíñòðóêòèâíîñòè.

Íàïîñëåäîê ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ ñàìîñòîÿòåëüíî îòâåòèòü íà âîïðîñ, ÷åìó ðàâíî m(2) (ñîâñåì
ïðîñòî) èm(3) (ñëîæíåå, íî ïîñèëüíî). Îòìåòèì ïðè ýòîì, ÷òîm(4) íàøëè ñîâñåì íåäàâíî ñ ïîìîùüþ

âåñüìà íåòðèâèàëüíîãî êîìïüþòåðíîãî ïåðåáîðà, à âåëè÷èíóm(5), êîòîðàÿ ïîñëóæèëà íàì â êà÷åñòâå

çàòðàâêè, íèêòî äî ñèõ ïîð íå çíàåò!

4 Âåðõíÿÿ îöåíêà âåëè÷èíû m(n)

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò n0, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > n0 âûïîëíåíî

m(n) 6 (1 + ε)
e ln 2

4
n22n.

Òåîðåìà çàìå÷àòåëüíà òåì, ÷òî îíà äàåò îöåíêó âåëè÷èíû m(n), êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò èçâåñòíîé

íàì íèæíåé îöåíêè ëèøü â ïîðÿäêà n2
ðàç. Ýòî óæå íå ýêñïîíåíöèàëüíûé, íî âñåãî ëèøü êâàäðà-

òè÷íûé ïî n çàçîð.

Äëÿ ïîíèìàíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîòðåáóåòñÿ, ïîìèìî áàçîâîé âåðîÿòíîñòè, ñ êîòîðîé ìû óæå

íåìíîãî ñâûêëèñü, çíàíèå îäíîãî êîìáèíàòîðíîãî íåðàâåíñòâà è îäíîãî íåñëîæíîãî �àêòà î ëîãà-

ðè�ìå.

Íåðàâåíñòâî âûïóêëîñòè. Ïóñòü n ∈ N. Ïóñòü v > n � ÷åòíîå ÷èñëî. Ïóñòü a, b ∈ N è a+b = v.
Òîãäà

Cn
a + Cn

b

2
> Cn

v/2 = Cn
a+b
2

.

Íàçâàíèå íåðàâåíñòâà ïðîèñõîäèò îòòîãî, ÷òî îíî ãîâîðèò î âûïóêëîñòè áèíîìèàëüíîãî êîý�-

�èöèåíòà êàê �óíêöèè îò íèæíåãî èíäåêñà ïðè çàäàííîì âåðõíåì èíäåêñå. Êîíå÷íî, ÷åòíîñòü v íå

îáÿçàòåëüíà. Íî òàê ïðîùå äëÿ âîñïðèÿòèÿ. Íåðàâåíñòâî î÷åíü ïðîñòîå, è ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ

åãî äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ìû ñ÷èòàåì Ck
m = 0 ïðè k > m.

Ñâîéñòâî ëîãàðè�ìà. Ïðè âñåõ x > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ln(1 − x) 6 −x, è ïðè âñåõ äîñòà-

òî÷íî ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ x âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ln(1− x) > −x− x2
.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà òàêæå ÿâëÿåòñÿ õîðîøî èçâåñòíûì è ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî êàê íåñëî-

æíîå óïðàæíåíèå.

Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1. Äëÿ óìåíüøåíèÿ ãðîìîçäêîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n
÷åòíî. Äëÿ íå÷åòíûõ n âñå àíàëîãè÷íî.

Çà�èêñèðóåì ε > 0. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ε < 1
2
. Ïîëîæèì

m =

[

(1 + ε)
e ln 2

4
n22n

]

,

ãäå [·] � öåëàÿ ÷àñòü. Ïîñòðîèì ñëó÷àéíûé n-îäíîðîäíûé ãèïåðãðà� ñ m ðåáðàìè. Íàì íóæíî áóäåò

òàê îñóùåñòâèòü ïîñòðîåíèå, ÷òîáû ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ

â ëþáîé ðàñêðàñêå âåðøèí ñëó÷àéíîãî ãèïåðãðà�à â 2 öâåòà áûëî õîòÿ áû îäíî îäíîöâåòíîå ðåáðî

èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ, ìåíüøåé åäèíèöû, íàøëàñü ðàñêðàñêà âåðøèí ñëó-

÷àéíîãî ãèïåðãðà�à â 2 öâåòà, ïðè êîòîðîé âñå ðåáðà íåîäíîöâåòíû. Ïîëîæèì v = n2

2
è ðàññìîòðèì

ìíîæåñòâî âåðøèí V = {1, . . . , v}. Ñëó÷àéíûìè áóäóò ðåáðà. Âûáåðåì êàæäîå èç íèõ íåçàâèñèìî îòî

âñåõ îñòàëüíûõ èç ìíîæåñòâà âñåõ n-ñî÷åòàíèé èç V ñ âåðîÿòíîñòüþ

1
Cn

v
. ×èòàòåëü ìîæåò ñïðîñèòü:

�À ÷òî, åñëè ïîÿâÿòñÿ êðàòíûå ðåáðà? Âåäü ïðè âçàèìíî íåçàâèñèìîì âûáîðå ðåáðà ìîãóò è ñîâ-

ïàñòü.� Íî îòâåò ïðîñòîé. Åñëè êàêèå-òî ðåáðà ñîâïàäóò, ìû èõ îòîæäåñòâèì. Ïîëó÷èòñÿ ãèïåðãðà�

ñ åùå ìåíüøèì ÷èñëîì ðåáåð, à íàì ýòî òîëüêî íà ïîëüçó, ðàç óæ ìû äîêàçûâàåì ñåé÷àñ âåðõíþþ

îöåíêó äëÿ m(n). Èòàê, ïóñòü H = (V,E) � ýòî îïèñàííûé òîëüêî ÷òî ñëó÷àéíûé ãèïåðãðà� è

E = {f1, . . . , fm}.
Ïóñòü χ � íåêîòîðàÿ ðàñêðàñêà V â äâà öâåòà. Ïóñòü â íåé a êðàñíûõ è b ñèíèõ âåðøèí. Åñòå-

ñòâåííî, v = a+ b. Îáîçíà÷èì Aχ,i ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ðåáðî fi îäíîöâåòíî â ðàñêðàñêå χ.
Î÷åâèäíî,

P(Aχ,i) =
Cn

a + Cn
b

Cn
v

.

Çà ñ÷åò íåðàâåíñòâà âûïóêëîñòè ïîëó÷àåì îöåíêó

P(Aχ,i) =
Cn

a + Cn
b

Cn
v

>
2Cn

v/2

Cn
v

.

Ïîëîæèì p =
2Cn

v/2

Cn
v
. Òîãäà âåðîÿòíîñòü îòðèöàíèÿ ñîáûòèÿ Aχ,i (ðåáðî fi íåîäíîöâåòíî) íå áîëüøå

1− p.
Ïóñòü Aχ � ñîáûòèå, ïðè êîòîðîì âñå ðåáðà ñëó÷àéíîãî ãèïåðãðà�à íåîäíîöâåòíû â ðàñêðàñêå

χ. Ïîñêîëüêó ðåáðà âûáèðàëèñü íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

P(Aχ) 6 (1− p)m.

Íàêîíåö, èíòåðåñóþùåå íàñ ñîáûòèå A � �íàéäåòñÿ ðàñêðàñêà âåðøèí ñëó÷àéíîãî ãèïåðãðà�à â

2 öâåòà, ïðè êîòîðîé âñå ðåáðà íåîäíîöâåòíû� � ýòî

⋃

χ

Aχ. Çíà÷èò,

P(A) = P

(

⋃

χ

Aχ

)

6
∑

χ

P(Aχ) 6 2v(1− p)m,

âåäü âñåãî ðàñêðàñîê V â 2 öâåòà 2v øòóê.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî 2v(1− p)m < 1 ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Çàìåòèì, ÷òî

2v(1− p)m = ev ln 2+m ln(1−p)
6 ev ln 2−pm
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çà ñ÷åò ñâîéñòâà ëîãàðè�ìà. Òåïåðü îöåíèì âåëè÷èíó p ñíèçó, ò.ê. îíà èäåò ó íàñ ñ ìèíóñîì. �àñ-

ñìîòðèì ñïåðâà åå çíàìåíàòåëü:

Cn
v =

v!

n!(v − n)!
=

v(v − 1) · . . . · (v − n + 1)

n!
=

vn

n!
·
(

1− 1

v

)

· . . . ·
(

1− n− 1

v

)

.

Àíàëîãè÷íî

Cn
v/2 =

(v/2)n

n!
·
(

1− 2

v

)

· . . . ·
(

1− 2(n− 1)

v

)

.

Ñòàëî áûòü, p ðàâíî âåëè÷èíå 21−n
, ïîìíîæåííîé íà îòíîøåíèå äâóõ ïðîèçâåäåíèé, ñîñòîÿùèõ èç

n− 1 ñêîáîê êàæäîå. Èçó÷èì ïðîèçâåäåíèå â çíàìåíàòåëå. Åãî íàäî îöåíèòü ñâåðõó:

(

1− 1

v

)

· . . . ·
(

1− n− 1

v

)

= eln(1−
1
v )+...+ln(1−n−1

v ) 6

6 e−
1
v
−...−n−1

v = e−
n(n−1)

2v .

Àíàëîãè÷íî äåëàåì îöåíêó ÷èñëèòåëÿ ñíèçó:

(

1− 2

v

)

· . . . ·
(

1− 2(n− 1)

v

)

= eln(1−
2
v )+...+ln(1− 2(n−1)

v ) >

> e−
2
v
−...− 2(n−1)

v
− 22

v2
−...− 22·(n−1)2

v2 = e−
n(n−1)

v
− 4n(n−1)(2n−1)

6v2

(ïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì ëîãàðè�ìà è èçâåñòíîé �îðìóëîé äëÿ ñóììû êâàäðàòîâ ïåðâûõ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë, ñì. [3℄). Ïîëó÷àåì, ÷òî

p > 21−ne−
n(n−1)

2v
− 4n(n−1)(2n−1)

6v2 .

Âåëè÷èíà

4n(n− 1)(2n− 1)

6v2

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞, èáî v = n2/2. Òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ âåëè÷èíû

n
2v
. Ïîýòîìó ïðè âñåõ

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíåíî

e−
n(n−1)

2v
− 4n(n−1)(2n−1)

6v2 > e−
n2

2v

(

1− ε

2

)

=
(

1− ε

2

)

e−1,

òàê ÷òî

p > 21−n
(

1− ε

2

)

e−1.

Äàëåå, çàìå÷àÿ, ÷òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

m >

(

1 +
3ε

4

)

e ln 2

4
n22n,

èìååì

ev ln 2−pm
6 ev ln 2−21−n(1− ε

2)e
−1m

6 e
n2 ln 2

2
−21−n

(

1+ ε
4
− 3ε2

8

)

n2(ln 2)2n

4 .

Ïîñêîëüêó ε < 1
2
, ñ îãðîìíûì çàïàñîì

ε

4
− 3ε2

8
>

ε

100
.

Â èòîãå

e
n2 ln 2

2
−21−n

(

1+ ε
4
− 3ε2

8

)

n2(ln 2)2n

4 = e
n2 ln 2

2
−
(

1+ ε
4
− 3ε2

8

)

n2 ln 2
2 < e−

εn2 ln 2
200 < 1
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ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Êðàéíå ëþáîïûòíî, ÷òî, æåðòâóÿ êîíñòðóêòèâíîñòüþ, ìû ðåàëüíî óïðîñòèëè ñåáå æèçíü. Äî ñèõ

ïîð íå èçâåñòíû ÿâíûå êîíñòðóêöèè ãèïåðãðà�îâ ñî ñòîëü ìàëûì ÷èñëîì ðåáåð è õðîìàòè÷åñêèì

÷èñëîì, áîëüøèì äâóõ. Ëèøü ñîâñåì íåäàâíî � â 2013 ãîäó � �åáàóýð ïîñòðîèëà ïðèìåð ãèïåðãðà�à,

ó êîòîðîãî ÷èñëî ðåáåð íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû

2n+cn2/3

, c > 0.

Ýòî êðóòî, ïîñêîëüêó îñíîâíîé ñîìíîæèòåëü � 2n � ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíîé íàì ýêñïîíåíòîé â âåðõíåé

è íèæíåé îöåíêàõ. Íî ýòî ãîðàçäî ñëàáåå òåîðåìû 1, âåäü n2
íåñðàâíèìî ìåíüøå, ÷åì 2n

2/3
.

5 Óëó÷øåíèå íèæíåé îöåíêè âåëè÷èíû m(n) ñ ïîìîùüþ æàä-

íîãî àëãîðèòìà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû óëó÷øèì íèæíþþ îöåíêó m(n) â ïðèìåðíî 4
√
n ðàç.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà c > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî n âûïîëíåíî

m(n) > c 4
√
n · 2n.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 îñíîâàíî íà êðàñèâîé è íåñëîæíîé èäåå, êîòîðóþ ïðåäëîæèë Ïëóõàð.

Äëÿ îïèñàíèÿ èäåè ââåäåì íåñêîëüêî íîâûõ ïîíÿòèé. Ïóñòü äàí ãèïåðãðà� H = (V,E). Èçíà÷àëüíî
åãî âåðøèíû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåêîòîðóþ ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ, êîòîðûå íèêàê íå óïîðÿäî÷åíû.

Ïîðÿäîê íà ýòîé ñîâîêóïíîñòè ìîæíî çàäàòü, ðàçóìååòñÿ, |V |! ñïîñîáàìè. Ïóñòü çàäàí íåêîòîðûé

ïîðÿäîê (íóìåðàöèÿ âåðøèí) π è åñòü äâà ðåáðà f1, f2, èìåþùèå ðîâíî îäíó îáùóþ âåðøèíó i.
Íàçîâåì ïàðó (f1, f2) óïîðÿäî÷åííîé 2-öåïüþ â íóìåðàöèè π, åñëè íîìåðà âñåõ âåðøèí ðåáðà f1
ïðåäøåñòâóþò íîìåðó i, à íîìåðà âñåõ âåðøèí ðåáðà f2 èäóò ïîñëå íîìåðà âåðøèíû i. Íà ðèñ. 2

ïîêàçàíà �êàñòðþëüêà ñ äâóìÿ ñàðäåëüêàìè� è äâà ñïîñîáà íóìåðöèè âåðøèí â êàñòðþëüêå, ïðè

îäíîì èç êîòîðûõ ñàðäåëüêè îáðàçóþ óïîðÿäî÷åííóþ 2-öåïü, à ïðè äðóãîì èç êîòîðûõ îíè åå íå

îáðàçóþò. Èäåÿ Ïëóõàðà �îðìóëèðóåòñÿ â âèäå ñëåäóþùåãî êðèòåðèÿ.

Êðèòåðèé Ïëóõàðà. Õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãèïåðãðà�à ðàâíî äâóì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñóùåñòâóåò íóìåðàöèÿ åãî âåðøèí, â êîòîðîé íåò óïîðÿäî÷åííûõ 2-öåïåé.

Ïðåæäå ÷åì ïðèâåñòè ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî êðèòåðèÿ, ïîëåçíî îñîçíàòü, ÷òî îí ãîâîðèò â ñëó-

÷àå îáûêíîâåííîãî ãðà�à (ò.å. 2-îäíîðîäíîãî ãèïåðãðà�à). Â ñàìîì äåëå, ÷òî îçíà÷àåò óòâåðæäåíèå

�õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðà�à ðàâíî äâóì�? Îíî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî âåðøèí ãðà�à ìîæíî ðàç-

äåëèòü íà äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ÷àñòè, âíóòðè êîòîðûõ ðåáåð ãðà�à íåò, íî ìåæäó êîòîðûìè êàê

ðàç è ïðîõîäÿò âñå ðåáðà ãðà�à (ñì. ðèñ. 3). Òàêîé ãðà� åùå íàçûâàþò äâóäîëüíûì (ò.å. áóêâàëüíî

äâóõ÷àñòíûì), è ìíîãèå ÷èòàòåëè íàâåðíÿêà ñòàëêèâàëèñü ñ ýòèì îáúåêòîì. Ïîíÿòíî, ÷òî âåðøèíàì

îäíîé äîëè ìîæíî ïðèñâîèòü íîìåðà îò åäèíèöû äî ÷èñëà, ðàâíîãî êîëè÷åñòâó âåðøèí â ýòîé äîëå,

à âåðøèíàì âòîðîé äîëè � âñå ïîñëåäóþùèå íîìåðà, è òîãäà óïîðÿäî÷åííûõ 2-öåïåé íå âîçíèêíåò

(çäåñü 2-öåïü � ýòî �ãàëî÷êà�, ó êîòîðîé íîìåðà âåðøèí èäóò â ïîðÿäêå �ìåíüøå-áîëüøå-ìåíüøå�

èëè �áîëüøå-ìåíüøå-áîëüøå�).

Äîêàçàòåëüñòâî êðèòåðèÿ. Â îäíó ñòîðîíó ìû �àêòè÷åñêè äîêàçàòåëüñòâî óæå ïðèâåëè. Äåéñòâè-

òåëüíî, åñëè ñóùåñòâóåò äâóõöâåòíàÿ ðàñêðàñêà, ïðè êîòîðîé âñå ðåáðà íåîäíîöâåòíû, òî äîñòàòî÷íî

âçÿòü ëþáóþ íóìåðàöèþ, ïðè êîòîðîé âñå âåðøèíû ïåðâîãî öâåòà èìåþò ìåíüøèå íîìåðà, íåæåëè

âñå âåðøèíû âòîðîãî öâåòà (äâóäîëüíîñòü).
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Â îáðàòíóþ ñòîðîíó ðàññóæäåíèå îñíîâàíî íà ïðîñòåéøåì æàäíîì àëãîðèòìå, è ýòî îáúÿñíÿåò

íàçâàíèå ðàçäåëà. Èòàê, ïóñòü ñóùåñòâóåò íóìåðàöèÿ âåðøèí áåç óïîðÿäî÷åííûõ 2-öåïåé. Îáîçíà÷èì

áóäóùèå öâåòà ÷èñëàìè 1, 2, . . . �àññìàòðèâàåì âåðøèíû ïî ïîðÿäêó è êðàñèì èõ â ìèíèìàëüíûé öâåò,

ñ êîòîðûì îíè íå îáðàçóþò îäíîöâåòíûõ ðåáåð âìåñòå ñ óæå ïîêðàøåííûìè âåðøèíàìè. Åñëè äëÿ

íåêîòîðîé âåðøèíû v íàì íå õâàòàåò öâåòîâ 1 è 2, òî ñóùåñòâóåò ðåáðî f2, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò

âåðøèíà v è â êîòîðîì âñå îñòàëüíûå (ïðåäøåñòâóþùèå) âåðøèíû óæå ïîêðàøåíû â öâåò 2. Ïóñòü

w � âåðøèíà â f2 ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì. �àç ìû åå ïîêðàñèëè â ñâîå âðåìÿ â öâåò 2, òî ìû íå

ñìîãëè òîãäà åå ïîêðàñèòü â öâåò 1. Ïî÷åìó? À ïîòîìó, ÷òî, ñòàëî áûòü, èìåëîñü ðåáðî f1, äëÿ
êîòîðîãî âåðøèíà w áûëà, íàîáîðîò, ïîñëåäíåé è êîòîðîå èìåëî âñå âåðøèíû öâåòà 1. Â ýòîì ñëó÷àå

î÷åâèäíî, ÷òî ðåáðà f1, f2 îáðàçóþò óïîðÿäî÷åííóþ 2-öåïü. Ïðîòèâîðå÷èå.

Êðèòåðèé ïîëíîñòüþ äîêàçàí.

Äî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 îñòàëñÿ åùå îäèí íåáîëüøîé øàã. Íàäî âñïîìíèòü óòâåðæäåíèå îá

àñèìïòîòèêå �àêòîðèàëà. Âî ââåäåíèè ìû óæå ïðèâîäèëè îáîçíà÷åíèå �∼�, íàçûâàåìîå àñèìïòî-
òè÷åñêèì ðàâåíñòâîì (èëè ýêâèâàëåíòíîñòüþ). Ñòðîãî ãîâîðÿ, äâå �óíêöèè f è g íàòóðàëüíîãî

àðãóìåíòà, íå ïðèíèìàþùèå íóëåâûõ çíà÷åíèé, àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíû (ïèøóò f ∼ g), åñëè ïðåäåë

èõ îòíîøåíèÿ ðàâåí åäèíèöå ïðè ñòðåìëåíèè àðãóìåíòà ê áåñêîíå÷íîñòè. Îòìåòèì, ÷òî ðàçíîñòü

ïðè ýòîì âîâñå íå îáÿçàíà ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ: íàïðèìåð, n2 + n ∼ n2
. Â ýòèõ òåðìèíàõ ñïðàâåäëèâà

çíàìåíèòàÿ

Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà. Èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

n! ∼
√
2πn

(n

e

)n

.

Â íåêîòîðîì ñìûñëå �îðìóëà Ñòèðëèíãà âõîäèò â ýäàêèé ñèíêëèò �ñàìûõ ïðåêðàñíûõ �îðìóë

ìàòåìàòèêè� � �îðìóë, â êîòîðûõ îäíîâðåìåííî ó÷àñòâóþò îáå ìèðîâûå êîíñòàíòû e è π. Äîêà-
çàòåëüñòâî �îðìóëû ìîæíî íàéòè âî âñåõ ñòàíäàðòíûõ ó÷åáíèêàõ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó, è

ìû åãî, êîíå÷íî, íå ïðèâîäèì. Ïîëó÷èòü ñ õîäó íåêîòîðóþ èíòóèöèþ �îðìóëû ïîìîãàåò îáû÷íàÿ

ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî

n! >
(n

e

)n

.

Äëÿ íàøèõ öåëåé ïîäîáíûõ íåðàâåíñòâ íå äîñòàòî÷íî. Ñîìíîæèòåëü

√
n è äàñò íàì â èòîãå êîðåíü

÷åòâåðòîé ñòåïåíè èç òåîðåìû 2, ê äîêàçàòåëüñòâó êîòîðîé ìû, íàêîíåö, ãîòîâû ïåðåéòè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïóñòü äàí ïðîèçâîëüíûé n-îäíîðîäíûé ãèïåðãðà� H = (V,E) ñ m
ðåáðàìè. Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì c > 0 (íå çàâèñÿùåì íè îò ÷åãî, âêëþ÷àÿ íàø

ãèïåðãðà�) è m 6 c 4
√
n · 2n âûïîëíåíî χ(H) = 2. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ïëóõàðà äîñòàòî÷íî äîêàçàòü

ñóùåñòâîâàíèå íóìåðàöèè V áåç óïîðÿäî÷åííûõ 2-öåïåé. �àññìîòðèì, êàê âîäèòñÿ, ñëó÷àéíóþ íó-

ìåðàöèþ. Èíûìè ñëîâàìè, êàæäàÿ íóìåðàöèÿ âûáèðàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ

1
|V |! . Ïóñòü f1, f2 ∈ E è

ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ðåáåð ñîñòîèò èç îäíîé âåðøèíû. Îáîçíà÷èì Af1,f2 ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî

â ñëó÷àéíîé íóìåðàöèè ðåáðà f1, f2 îáðàçóþò óïîðÿäî÷åííóþ 2-öåïü. Ëåãêî ñîîáðàçèòü, ÷òî

P(Af1,f2) =
((n− 1)!)2

(2n− 1)!
.

Äàëåå, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàéäóòñÿ äâà ðåáðà, îáðàçóþùèå óïîðÿäî÷åííóþ 2-öåïü, ðàâíà

P

(

⋃

f1,f2

Af1,f2

)

6
∑

f1,f2

P(Af1,f2) < |E|2 · ((n− 1)!)2

(2n− 1)!
= m2 · ((n− 1)!)2

(2n− 1)!
.
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Îñòàåòñÿ ëèøü ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè m âèäà c 4
√
n · 2n ñ ïîäõîäÿùåé êîíñòàíòîé c âûïîëíåíî

m2 · ((n− 1)!)2

(2n− 1)!
< 1. (3)

Ïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé Ñòèðëèíãà:

((n− 1)!)2

(2n− 1)!
=

(n!)2 · (2n)
n2 · (2n)! =

2(n!)2

n · (2n)! ∼
2

n
·
(√

2πn
(

n
e

)n)2

√
4πn

(

2n
e

)2n =
2

n
·
√
πn · 2−2n.

Â ïîñëåäíåé âûêëàäêå, ïîìèìî îáû÷íûõ ðàâåíñòâ, åñòü îäíî àñèìïòîòè÷åñêîå. Êàê ñ íèì áîðîòüñÿ?

Íó, òî÷íî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C, ñ êîòîðîé ïðè âñåõ n âûïîëíåíî

((n− 1)!)2

(2n− 1)!
<

C√
n
· 2−2n.

Çíà÷èò, íåðàâåíñòâî (3) çàâåäîìî áóäåò âûïîëíåíî, êîëü ñêîðî

m2
6

√
n

C
· 22n,

îòêóäà è ïîëó÷àåì âîæäåëåííîå m 6 c 4
√
n · 2n ñ c = 1√

C
. Òåîðåìà äîêàçàíà.

6 Äàëüíåéøåå óëó÷øåíèå íèæíåé îöåíêèm(n) ñ ïîìîùüþ ðàí-

äîìèçèðîâàííîãî àëãîðèòìà ïåðåêðàñêè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èñïîëüçóåì èíîé âåðîÿòíîñòíûé ïîäõîä, íåæåëè äî ñèõ ïîð, è äîêàæåì ñëå-

äóþùóþ òåîðåìó, ïðèäóìàííóþ Áåêîì è Ñïåíñåðîì.

Òåîðåìà 3. Ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíåíî

m(n) >

[

1

2
· 3

√

n

lnn
· 2n−1

]

.

Êîíå÷íî, ìîæíî áûëî íàïèñàòü 1/4 è 2n â �îðìóëèðîâêå, íî òàê áóäåò óäîáíåå äëÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà, ê êîòîðîìó íà ñåé ðàç ìû áåçî âñÿêèõ ïðåäèñëîâèé ïðèñòóïèì.

Ïóñòü H = (V,E) � n-îäíîðîäíûé ãèïåðãðà� ñ

m =
[

x · 2n−1
]

ðåáðàìè, ãäå

x =
1

2
· 3

√

n

lnn
.

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàñêðàñêà â 2 öâåòà ìíîæåñòâà V , ïðè êîòîðîé âñå ðåáðà íåîäíîöâåòíû.

�àñêðàñêó áóäåì ñòðîèòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ðàíäîìèçèðîâàííîãî àëãîðèòìà.

Øàã 1. Êðàñèì âåðøèíû íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, ñ âåðîÿòíîñòüþ

1
2
âûáèðàÿ äëÿ êàæäîé âåðøèíû

îäèí èç äâóõ öâåòîâ � êðàñíûé èëè ñèíèé. Ïóñòü D � ñëó÷àéíîå ìíîæåñòâî âåðøèí, ïðèíàäëåæàùèõ

îäíîöâåòíûì ðåáðàì (îáúåäèíåíèå âñåõ ðåáåð, êîòîðûå îêàçàëèñü îäíîöâåòíûìè). Ýòî ìîæåò áûòü

è ïóñòîå ìíîæåñòâî, íàïðèìåð.
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Øàã 2. Ïóñòü p ∈ [0, 1] (ìû äëÿ êàæäîãî n âûáåðåì êîíêðåòíîå p ïîçäíåå). �àññìàòðèâàåì òîëüêî

âåðøèíû èç ìíîæåñòâà D. Ó êàæäîé èç íèõ ìû íåçàâèñèìî îòî âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèí ìíîæåñòâà D
ìåíÿåì öâåò íà ïðîòèâîïîëîæíûé ñ âåðîÿòíîñòüþ p è íå ìåíÿåì öâåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− p. Èíûìè
ñëîâàìè, ó íàñ êàê áû åñòü ìîíåòà ñî ñìåùåííûì, âîîáùå ãîâîðÿ, öåíòðîì òÿæåñòè. Ïðè ñëó÷àéíîì

áðîñàíèè ìîíåòà ëîæèòñÿ ðåøêîé êâåðõó ñ âåðîÿòíîñòüþ p è îðëîì � ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − p. Ìû

áðîñàåì ìîíåòó |D| ðàç, è, åñëè â î÷åðåäíîì áðîñàíèè ìîíåòà ïàäàåò ðåøêîé êâåðõó, òî ìåíÿåì öâåò

ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíû èç D; èíà÷å íå ìåíÿåì.

Ïîíÿòíî, ÷òî øàã 1 � ýòî îáû÷íàÿ ñëó÷àéíàÿ ðàñêðàñêà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìû äîêàçûâàëè

íåðàâåíñòâî m(n) > 2n−1 + 1. Òàêèì îáðàçîì, øàã 2 � ýòî ïîïûòêà èñïðàâèòü îøèáêè øàãà 1 çà

ñ÷åò òîãî, ÷òî øàã 1 íå ÷óâñòâèòåëåí ê âèäó èñõîäíîãî ãèïåðãðà�à, à øàã 2 ïûòàåòñÿ ó÷åñòü åãî

ñòðóêòóðó è ïîâûñèòü, òåì ñàìûì, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà âûõîäå âñå ðåáðà îêàæóòñÿ íåîäíîöâåò-

íûìè. �àçóìååòñÿ, êà÷åñòâî øàãà 2 çàâèñèò îò âûáîðà p, è ñêîðî ìû óâèäèì, êàê íóæíî ýòîò âûáîð

îñóùåñòâëÿòü îïòèìàëüíî.

Ïóñòü F � ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ðàñêðàñêà íå óäàëàñü, ò.å. ñóùåñòâóþò îäíîöâåòíûå

ðåáðà. Êàê êîíêðåòíîå ðåáðî f ìîæåò îêàçàòüñÿ îäíîöâåòíûì? Åñòü âñåãî 6 âàðèàíòîâ:

1. Af,1: ðåáðî f êðàñíîå ïîñëå øàãà 1 è êðàñíîå ïîñëå øàãà 2;

2. Af,2: ðåáðî f êðàñíîå ïîñëå øàãà 1 è ñèíåå ïîñëå øàãà 2;

3. Af,3: ðåáðî f ñèíåå ïîñëå øàãà 1 è ñèíåå ïîñëå øàãà 2;

4. Af,4: ðåáðî f ñèíåå ïîñëå øàãà 1 è êðàñíîå ïîñëå øàãà 2;

5. Cf,1: ðåáðî f íåîäíîöâåòíîå ïîñëå øàãà 1 è êðàñíîå ïîñëå øàãà 2;

6. Cf,2: ðåáðî f íåîäíîöâåòíîå ïîñëå øàãà 1 è ñèíåå ïîñëå øàãà 2.

Î÷åâèäíî,

F =
⋃

f∈E
(Af,1 ∪Af,2 ∪ Af,3 ∪ Af,4 ∪ Cf,1 ∪ Cf,2) ,

P(Af,1) = P(Af,3), P(Af,2) = P(Af,4), P(Cf,1) = P(Cf,2).

Ïîýòîìó

P(F) 6 2
∑

f∈E
(P(Af,1) + P(Af,2) + P(Cf,1)) .

Îöåíèì âåðîÿòíîñòè, ñòîÿùèå â ñêîáêàõ ïîä çíàêîì ñóììèðîâàíèÿ. Ñîâñåì ëåãêî ðàçîáðàòüñÿ ñ

ïåðâûìè äâóìÿ:

P(Af,1) = 2−n · (1− p)n, P(Af,2) = 2−n · pn.
À âîò ñ òðåòüåé âåðîÿòíîñòüþ íàìíîãî òðóäíåå.

Êàê ìîãëî ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ðåáðî f íåîäíîöâåòíîå ïîñëå øàãà 1, íî êðàñíîå ïîñëå øàãà 2? Êîíå÷íî,

ñèíèå âåðøèíû ðåáðà f , èìåâøèåñÿ â íåì ïîñëå øàãà 1, äîëæíû áûëè ïåðåêðàñèòüñÿ. Íî ïî÷åìó? Êàê

îíè ïîïàëè â ìíîæåñòâî D, åñëè f íåîäíîöâåòíîå è â �îðìèðîâàíèè D íå ó÷àñòâîâàëî? Çíà÷èò, áûëî

åùå õîòÿ áû îäíî ðåáðî ϕ, êîòîðîå áûëî ñèíèì ïîñëå øàãà 1 è êîòîðîå èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ f .
Ýòî èìåííî ñëåäñòâèå, íå ðàâíîñèëüíîñòü! Âñå ìîãëî áûòü î÷åíü è î÷åíü õèòðî. Íàïðèìåð, êðàñíûå

ïîñëå øàãà 1 âåðøèíû ðåáðà f òîæå ìîãëè ïîïàñòü â D è ïûòàòüñÿ ïîìåíÿòü öâåò, íî ìîíåòêà ëåãëà

îðëîì. È òàê äàëåå. Íî ìû òî÷íî çíàåì, ÷òî ñëåäñòâèå èìååò ìåñòî, îòêóäà

P(Cf,1) 6 P

(

⋃

ϕ

Bf,ϕ

)

,
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ãäå îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì ϕ ∈ E, êîòîðûå èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ f , à Bf,ϕ � ñîáûòèå,

ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî f íåîäíîöâåòíîå ïîñëå øàãà 1, f êðàñíîå ïîñëå øàãà 2 è ϕ ñèíåå ïîñëå øàãà 1.

Òàêèì îáðàçîì,

P(Cf,1) 6
∑

ϕ

P(Bf,ϕ),

è íàì íóæíî îöåíèòü âåëè÷èíó P(Bf,ϕ).
Ïîëîæèì h = |f ∩ ϕ| > 1. Ïîñìîòðèì îòäåëüíî íà a = f ∩ ϕ, îòäåëüíî íà b = ϕ \ f è îòäåëüíî

íà c = f \ ϕ. Ñ âåðøèíàìè èç a âñå ÿñíî. Îíè áûëè ñèíèìè è ñòàëè êðàñíûìè. Âåðîÿòíîñòü ýòîãî

2−h ·ph. Òàê æå ïðîñòî âñå è â ñëó÷àå c. Âåðøèíû òàì áûëè ñèíèìè, à ÷òî ñ íèìè ñòàëî, ìû íå çíàåì.

Âåðîÿòíîñòü ýòîãî íå áîëüøå, ÷åì 2−(n−h) · 1. Èíòåðåñíåå âñåãî îáñòîÿò äåëà ñ b. Ïóñòü v ∈ b. Åñòü
äâà âàðèàíòà. Âî-ïåðâûõ, v ìîãëà áûòü ñèíåé è ñòàòü êðàñíîé. Âåðîÿòíîñòü ýòîãî

1
2
· p. Âî-âòîðûõ,

îíà ìîãëà áûòü êðàñíîé è îñòàòüñÿ êðàñíîé. Êàê ïðîèçîøëî ïîñëåäíåå, ìû íå çíàåì: òî ëè v ïîïàëà
â D, íî ìîíåòêà ëåãëà îðëîì, òî ëè v íå ïîïàëà â D è ïðîñòî íå ïûòàëàñü ñìåíèòü öâåò. Â ëþáîì

ñëó÷àå çäåñü âåðîÿòíîñòü íå áîëüøå, ÷åì

1
2
· 1. Èòîãî äëÿ äàííîé v ∈ b èìååì îöåíêó âåðîÿòíîñòè

âåëè÷èíîé, ðàâíîé ñóììå îöåíîê âåðîÿòíîñòåé ïåðâîãî è âòîðîãî âàðèàíòà, ò.å.

p
2
+ 1

2
. Â öåëîì ïî b

çà ñ÷åò íåçàâèñèìîñòè âåðîÿòíîñòü îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé

(

p
2
+ 1

2

)n−h
. Ñîáèðàÿ âñå îöåíêè âìåñòå,

ïîëó÷àåì

P(Bf,ϕ) 6 2−h · ph · 2−(n−h) ·
(

p

2
+

1

2

)n−h

= 2h−2n · ph · (1 + p)n−h.

Î÷åâèäíî, ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè h = 1 (îíà óáûâàåò ïî h).
Çíà÷èò, âñåãäà

P(Bf,ϕ) 6 21−2n · p · (1 + p)n−1 < 21−2n · p · (1 + p)n.

Âåðíåìñÿ ê îöåíêå âåðîÿòíîñòè Cf,1. ßñíî, ÷òî

P(Cf,1) 6
∑

ϕ

P(Bf,ϕ) < |E| · 21−2n · p · (1 + p)n = m · 21−2n · p · (1 + p)n 6

6 x · 2n−1 · 21−2n · p · (1 + p)n = x · 2−n · p · (1 + p)n.

Äàëåå,

P(F) 6 2
∑

f∈E
(P(Af,1) + P(Af,2) + P(Cf,1)) 6 2

∑

f∈E

(

2−n · (1− p)n + 2−n · pn + x · 2−n · p · (1 + p)n
)

=

= 2m
(

2−n · (1− p)n + 2−n · pn + x · 2−n · p · (1 + p)n
)

6

6 x · 2n
(

2−n · (1− p)n + 2−n · pn + x · 2−n · p · (1 + p)n
)

= x · (1− p)n + x · pn + x2 · p · (1 + p)n.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæíî òðàêòîâàòü òàê: �Ïóñòü äàíî n è x � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî, äëÿ

êîòîðîãî ñóùåñòâóåò p ∈ [0, 1], óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó

x · (1− p)n + x · pn + x2 · p · (1 + p)n < 1.

Òîãäà m(n) > x · 2n−1
.� Òåîðåìà 3 ëèøü ãîâîðèò íàì, ÷òî äëÿ

x =
1

2
· 3

√

n

lnn

òàêîå p äåéñòâèòåëüíî åñòü. Êàêîå æå îíî? Îáàëäåííîå:

p =
1

3
· ln

(

n
lnn

)

n
.
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Âïå÷àòëÿåò? Åùå êðàñèâåå âûãëÿäèò ïðîâåðêà (ïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì ëîãàðè�ìà):

x · (1− p)n + x · pn + x2 · p · (1 + p)n = x · en ln(1−p) + x · pn + x2 · p · en ln(1+p)
6 x · e−pn + c · pn + x2 · p · epn <

(ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n)

<
1

2
·
( n

lnn

)1/3

· e− 1
3
·ln( n

lnn) +
1

10
+

1

4
·
( n

lnn

)2/3

· 1
3
· lnn

n
· e 1

3
·ln( n

lnn) =

=
1

2
·
( n

lnn

)1/3

·
( n

lnn

)−1/3

+
1

10
+

1

12
·
( n

lnn

)2/3

· lnn
n

·
( n

lnn

)1/3

=
1

2
+

1

10
+

1

12
< 1.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî â ðàìêàõ ìåòîäà ìîæíî óëó÷øèòü êîíñòàíòû, íî íåëüçÿ óâåëè÷èòü ïî ïîðÿäêó

êîðåíü êóáè÷åñêèé. Ïîïðîáóéòå îñîçíàòü ýòî!

7 Ñàìàÿ ñèëüíàÿ èçâåñòíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ñîáåðåì âìåñòå èäåþ ñëó÷àéíîé ðàñêðàñêè è èäåþ æàäíîãî àëãîðèòìà. Â

ðåçóëüòàòå ìû äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 4. Ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíåíî

m(n) >

[

1

4
·
√

n

lnn
· 2n
]

.

Ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû ýòî ñàìûé ëó÷øèé èçâåñòíûé ðåçóëüòàò! Äîêàçàâ òåîðåìó 4, ìû îêà-

æåìñÿ íà ñàìîé âåðøèíå ñîâðåìåííîãî çíàíèÿ â îáëàñòè, âåäü è âåðõíÿÿ îöåíêà âåëè÷èíîé ïîðÿäêà

n2 · 2n � ýòî ëó÷øåå, ÷òî ñåé÷àñ èçâåñòíî.

Ó òåîðåìû 4 î÷åíü ëþáîïûòíàÿ èñòîðèÿ. Â 2002 ãîäó åå äîêàçàëè �àäàêðèøíàí è Ñðèíèâàñàí.

Èõ ðàññóæäåíèå ìîæíî ïðî÷åñòü â êíèãå [13℄. À â 2013 ãîäó ×åðêàøèí è Êîçèê ïðèäóìàëè èíîé

àëãîðèòì, åùå áîëåå ïðîñòîé è èçÿùíûé. Èìåííî åãî ìû çäåñü è èçëîæèì. ×åðêàøèí è Êîçèê

ðàáîòàëè ñîâåðøåííî íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Íî â èòîãå îíè áóêâàëüíî ñ ðàçíèöåé â îäíó íåäåëþ

ïîäàëè ñâîè ñòàòüè â îäèí è òîò æå æóðíàë! Óäèâèòåëüíîå ñîâïàäåíèå.

Åùå íåìíîãî çíàíèé èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ïîòðåáóåòñÿ íàì äëÿ ïîíèìàíèÿ âûêëàäîê. À

èìåííî, íóæíî çíàòü, ÷òî

ex =

∞
∑

t=0

xt

t!
. (4)

Îïÿòü æå, ýòîò �àêò ìîæíî íàéòè â ëþáîì ñòàíäàðòíîì ó÷åáíèêå.

Äàí n-îäíîðîäíûé ãèïåðãðà� H = (V,E) ñ

m =

[

1

4
·
√

n

lnn
· 2n
]

ðåáðàìè. Äåéñòâóåì íà ñòûêå ìåòîäîâ. Ïîëîæèì (ñðàçó!)

p =
ln(4n ln2 n)

2n
.

Øàã 1. Êðàñèì âåðøèíû íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, ñ âåðîÿòíîñòüþ

1−p
2

âûáèðàÿ äëÿ êàæäîé âåð-

øèíû îäèí èç äâóõ öâåòîâ � êðàñíûé èëè ñèíèé, � à ñ âåðîÿòíîñòüþ p äåëàÿ åå æå áåñöâåòíîé.

Ïóñòü W � ñëó÷àéíîå ìíîæåñòâî áåñöâåòíûõ âåðøèí.
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Øàã 2. Áåðåì ñëó÷àéíóþ íóìåðöèþ âåðøèí èç W . Êàê èç ýòîé íóìåðàöèè ñäåëàòü ðàñêðàñêó è êîãî

âîîáùå ìû áóäåì êðàñèòü, ïîéìåì ñîâñåì ñêîðî.

Äëÿ êàæäîãî ðåáðà f ∈ E åñòü ñëåäóþùèå è òîëüêî ñëåäóþùèå �ïëîõèå� âàðèàíòû ïîñëå øàãà 1:

1. Af,1: ðåáðî f êðàñíîå ïîñëå øàãà 1;

2. Af,2: ðåáðî f ñèíåå ïîñëå øàãà 1;

3. Af,3: ïîñëå øàãà 1 â ðåáðå f òîëüêî îäíà áåñöâåòíàÿ âåðøèíà, à âñå îñòàëüíûå âåðøèíû êðàñíûå;

4. Af,4: ïîñëå øàãà 1 â ðåáðå f òîëüêî îäíà áåñöâåòíàÿ âåðøèíà, à âñå îñòàëüíûå âåðøèíû ñèíèå;

5. Af,5: ïîñëå øàãà 1 â ðåáðå f íå ìåíåå äâóõ è íå áîëåå n−1 áåñöâåòíûõ âåðøèí, à âñå îñòàëüíûå
âåðøèíû êðàñíûå;

6. Af,6: ïîñëå øàãà 1 â ðåáðå f íå ìåíåå äâóõ è íå áîëåå n−1 áåñöâåòíûõ âåðøèí, à âñå îñòàëüíûå
âåðøèíû ñèíèå;

7. Af,7: ïîñëå øàãà 1 â ðåáðå f âñå âåðøèíû áåñöâåòíûå.

Êàê ìû ñêîðî óâèäèì, âñå ñîáûòèÿ, êðîìå 5-ãî è 6-ãî, èìåþò êðàéíå ìàëåíüêèå âåðîÿòíîñòè.

Øàã 2 áîðåòñÿ èìåííî ñ 5-ì è 6-ì ñëó÷àÿìè. À èìåííî, åñëè äëÿ f âûïîëíèëîñü Af,5, òî ðàññìîòðèì

ìíîæåñòâî f ∩W è ïðèñâîèì åìó �ìåòêó� 1. Åñëè æå äëÿ f âûïîëíèëîñü Af,6, òî òàêæå ðàññìîòðèì

ìíîæåñòâî f ∩ W è ïðèñâîèì åìó �ìåòêó� 2. Ñêàæåì, ÷òî â äàííîé íóìåðàöèè ìíîæåñòâà W ïàðà

f ∩W è f ′ ∩W îáðàçóåò ñèëüíóþ óïîðÿäî÷åííóþ 2-öåïü, åñëè îíà îáðàçóåò óïîðÿäî÷åííóþ 2-öåïü,

ïðè÷åì ó f ∩ W ìåòêà 1, à ó f ′ ∩ W ìåòêà 2. Èìååò ìåñòî àíàëîã êðèòåðèÿ Ïëóõàðà, êîòîðûé

äîêàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî.

Àíàëîã êðèòåðèÿ Ïëóõàðà. Ìíîæåñòâî W ìîæíî òàê ïîêðàñèòü â êðàñíûé è ñèíèé öâåòà,

÷òîáû êàæäîå ïîäìíîæåñòâî âèäà f ∩W ñ ìåòêîé 1 íå áûëî öåëèêîì êðàñíûì è êàæäîå ïîäìíî-

æåñòâî âèäà f ∩W ñ ìåòêîé 2 íå áûëî öåëèêîì ñèíèì, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò íóìåðàöèÿ

åãî âåðøèí, â êîòîðîé íåò ñèëüíûõ óïîðÿäî÷åííûõ 2-öåïåé.

Â ÷åì òóò äîïîëíèòåëüíàÿ õèòðîñòü? Â òîì, ÷òî íàì íå íóæíî êðàñèòüW òàê, ÷òîáû âñå �îáðóáêè�

f∩W áûëè íåîäíîöâåòíûìè. Äîñòàòî÷íî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû èõ öâåòà áûëè íå òàêèìè, êàê ó f \W !

Îñòàåòñÿ óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ñóììà âåðîÿòíîñòåé âñåõ ïëîõèõ ñîáû-

òèé ìåíüøå åäèíèöû.

Äëÿ ïåðâûõ äâóõ òèïîâ ñîáûòèé ñóììà âåðîÿòíîñòåé îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé

2m ·
(

1− p

2

)n

6
1

2
·
√

n

lnn
· 2n · 2−n · e−pn =

1

2
·
√

n

lnn
· e−

ln(4n ln2 n)
2 =

1

2
·
√

n

lnn
· 1

2 · √n · lnn,

êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è, ñòàëî áûòü, ïðè áîëüøèõ n çíà÷åíèÿ íå èìååò.

Äëÿ òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî òèïîâ ñîáûòèé îöåíêà ñëåãêà óõóäøàåòñÿ èç-çà íåîáõîäèìîñòè âûáðàòü

áåñöâåòíóþ âåðøèíó:

2m · np
(

1− p

2

)n−1

6
1

2
·
√

n

lnn
· 2n · ln(4n ln2 n)

2
· 2−n+1 · e−pn

1− p
.

Âåëè÷èíà 1− p ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå, à

ln(4n ln2 n)

2
∼ lnn

2
.
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Ïîýòîìó ïðè âñåõ áîëüøèõ n ìîæíî, íàïðèìåð, íàïèñàòü

ln(4n ln2 n)

2
· 1

1− p
6 lnn,

îòêóäà

1

2
·
√

n

lnn
· 2n · ln(4n ln2 n)

2
· 2−n+1 · e−pn

1− p
6

√

n

lnn
· (lnn) · e−pn =

√
n lnn · 1

2 · √n · lnn → 0.

Íàêîíåö, äëÿ ñîáûòèé 7-ãî òèïà èìååì îöåíêó mpn, è ýòà âåëè÷èíà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ áóêâàëüíî

ñî ñâèñòîì.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè â ñëó÷àå 5-ãî è 6-ãî òèïîâ ñîáûòèé íóæíî çà�èêñèðîâàòü ïðîèçâîëüíóþ

2-öåïü (ýòî äåëàåòñÿ çàâåäîìî íå áîëåå ÷åì m2
ñïîñîáàìè). Ïóñòü a > 2, b > 2 ñóòü |f ∩W | è |f ′ ∩W |

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì ïðîèçâåäåíèåì:

(

1− p

2

)2n−a−b

· pa+b−1 · Ca−1
n−1 · Cb−1

n−1 ·
(a− 1)!(b− 1)!

(a+ b− 1)!
.

Çäåñü ïåðâûé ìíîæèòåëü îòâå÷àåò âåðøèíàì èç (f \W )∪ (f ′ \W ), âòîðîé ìíîæèòåëü îòâå÷àåò âåð-

øèíàì èç (f ∩W )∪ (f ′ ∩W ), òðåòèé è ÷åòâåðòûé ìíîæèòåëè îòâå÷àþò âûáîðó èç f è f ′
òåõ âåðøèí,

êîòîðûå îêàæóòñÿ áåñöâåòíûìè (åäèíñòâåííàÿ îáùàÿ âåðøèíà 2-öåïè çàâåäîìî äîëæíà ñòàòü áåñ-

öâåòíîé, ïîýòîìó âûáîð îñóùåñòâëÿåòñÿ èç n − 1 ïî a − 1 è ïî b − 1), ïîñëåäíèé ìíîæèòåëü � ýòî

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñëó÷àéíîé íóìåðàöèè íà øàãå 2 íàøà 2-öåïü îêàæåòñÿ ñèëüíîé óïîðÿäî÷åí-

íîé. Ñóììà âåðîÿòíîñòåé íå ïðåâîñõîäèò

m2
∑

a,b>2

(

1− p

2

)2n−a−b

· pa+b−1 · Ca−1
n−1 · Cb−1

n−1 ·
(a− 1)!(b− 1)!

(a+ b− 1)!
.

Ñäåëàåì çàìåíó t = a+ b− 2. Ó÷òåì òàêæå, ÷òî

Ca−1
n−1 =

(n− 1) · . . . · (n− a + 1)

(a− 1)!
<

na−1

(a− 1)!
,

îòêóäà

Ca−1
n−1 · Cb−1

n−1 ·
(a− 1)!(b− 1)!

(a+ b− 1)!
6

nt

(t+ 1)!

è (ïðè äàííîì t ÷èñëà a, b �èêñèðóþòñÿ íå áîëåå t ñïîñîáàìè)

m2
∑

a,b>2

(

1− p

2

)2n−a−b

· pa+b−1 ·Ca−1
n−1 ·Cb−1

n−1 ·
(a− 1)!(b− 1)!

(a+ b− 1)!
< m2

∞
∑

t=0

t ·
(

1− p

2

)2n−t−2

· pt+1 · nt

(t+ 1)!
<

< m2 ·
(

1− p

2

)2n−2

· p ·
∞
∑

t=0

(

1− p

2

)−t

· pt · n
t

t!
6

(ñ ó÷åòîì âûáîðà m, ñâîéñòâà ëîãàðè�ìà, �îðìóëû (4) è òîãî �àêòà, ÷òî ïðè áîëüøèõ n âåëè÷èíà

p íå áîëüøå

lnn
n
)

6
1

16
· n

lnn
· 22n · 2−2n+2 · e−2pn+2p · lnn

n
· e

2pn
1−p =

1

4
· e−2pn+2p+ 2pn

1−p .

Ïîñêîëüêó p → 0, ïðè áîëüøèõ n èìååì

1
1−p

6 1 + 2p, òàê ÷òî

e−2pn+2p+ 2pn
1−p < e−2pn+2p+2pn+4p2n = e4p

2n+p.

14



Â ñâîþ î÷åðåäü p2n → 0 è p → 0, à çíà÷èò, ïðè áîëüøèõ n

e4p
2n+p < 2,

îòêóäà

1

4
· e−2pn+2p+ 2pn

1−p <
1

2
.

Ñêëàäûâàÿ ïîñëåäíþþ îöåíêó ñ òðåìÿ îöåíêàìè, ñòðåìÿùèìèñÿ ê íóëþ, ïðè áîëüøèõ n ïîëó÷àåì,
÷òî íàø àëãîðèòì çàâåðøèòñÿ íåóäà÷åé ñ âåðîÿòíîñòüþ, ìåíüøåé åäèíèöû. È òîðåìà äîêàçàíà.

8 Çàäà÷à îá óêëîíåíèè: ïîñòàíîâêà è íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññêàæåì îá îäíîì èíòåðåñíîì óòî÷íåíèè çàäà÷è î ðàñêðàñêå. À èìåííî, çà-

÷àñòóþ âàæíî íå ïðîñòî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû âñå ðåáðà áûëè íåîäíîöâåòíûìè, íî åùå è ïîñòàðàòüñÿ

ñäåëàòü òàê, ÷òîáû êîëè÷åñòâà êðàñíûõ è ñèíèõ âåðøèí â êàæäîì ðåáðå áûëè ïðèìåðíî îäèíàêî-

âûìè. Äëÿ �îðìàëèçàöèè íîâîé ïîñòàíîâêè óäîáíî ñ÷åñòü, ÷òî êðàñíûé öâåò � ýòî 1, à ñèíèé öâåò

� ýòî −1, ò.å. ðàñêðàñêà � ýòî îòîáðàæåíèå χ, ïðè êîòîðîì êàæäîé âåðøèíå ïðèñâàèâàåòñÿ îäíî

èç äâóõ çíà÷åíèé. Â òàêèõ òåðìèíàõ äëÿ êàæäîãî H = (V,E) è äëÿ ðàñêðàñêè χ íàñ èíòåðåñóåò

âåëè÷èíà

disc(H,χ) = max
f∈E

|χ(f)|, χ(f) =
∑

v∈f
χ(v),

íàçûâàåìàÿ óêëîíåíèåì (îáîçíà÷åíèå ïðîèñõîäèò îò àíãëèéñêîãî ñëîâà �disrepany�). Ïîëîæèì òàê-

æå

disc(H) = min
χ

disc(H,χ).

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî îäíîðîäíûå ãèïåðãðà�û. Ïðèâåäåì è ïðîêîì-

ìåíòèðóåì íèæå îñíîâíûå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü H = (V,E), |V | = n, |E| = m. Òîãäà

disc(H) 6
√

2n ln(2m).

Òåîðåìà 5 âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ äàåò âåñüìà õîðîøóþ îöåíêó. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè m íå ñëèø-

êîì âåëèêî (íàïðèìåð, íå áîëüøå êàêîãî-íèáóäü ìíîãî÷ëåíà îò n), à ðåáðà ãèïåðãðà�à äîñòàòî÷íî

áîëüøèå (íàïðèìåð, ïîðÿäêà n), òî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî íå ïðîñòî ìîæíî âñåãäà ñäåëàòü âñå ðåáðà íåîä-
íîöâåòíûìè, íî åùå è ñäåëàòü òàê, ÷òîáû ðàçíèöà ìåæäó êîëè÷åñòâàìè âåðøèí ðàçíîãî öâåòà â

êàæäîì ðåáðå íå ïðåâîñõîäèëà êîðíÿ èç åãî ðàçìåðà, ïîìíîæåííîãî íà ëîãàðè�ì åãî ðàçìåðà. Òà-

êèì îáðàçîì, îïòèìàëüíîå óêëîíåíèå áåñêîíå÷íî ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñëîì âåðøèí â êàæäîì

ðåáðå.

Òåîðåìó 5 ìû äîêàçûâàëè â êíèãå [14℄. Íî òàì ìû äàëè íå ñîâñåì àêêóðàòíîå è äîâîëüíî-òàêè

íåýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì äðóãîå, áîëåå çàìêíóòîå â ñåáå

ðàññóæäåíèå, îáîñíîâûâàþùåå òåîðåìó 5. Â ñëó÷àå m = n òåîðåìà 5 äîïóñêàåò óòî÷íåíèå.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü H = (V,E), |V | = n, |E| = n. Òîãäà

disc(H) 6 6
√
n.

Òåîðåìà 6 äîêàçàíà â êíèãå [13℄. Ïî ñëîæíîñòè îíà íåñêîëüêî ïðåâîñõîäèò âñå, î ÷åì ìû çäåñü

ïèøåì. Ïîýòîìó â ýòîé êíèãå ìû åå äîêàçûâàòü íå ñòàíåì.
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Òåîðåìà 6 òî÷íà ïî ïîðÿäêó.

Òåîðåìà 7. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò n0, òàêîå, ÷òî ïðè êàæäîì n > n0 íàéäåòñÿ ãèïåðãðà�

H = (V,E), ó êîòîðîãî |V | = n, |E| = n è

disc(H) > (1− ε) ·
√
n

2
.

Òåîðåìà 7 äîêàçàíà âåðîÿòíîñòíûì ìåòîäîì â êíèãå [14℄ è ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêèì � â êíèãå [12℄.

Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû ìû â ðàçäåëå 10 âîñïðîèçâåäåì âòîðîå (÷óòü áîëåå àêêóðàòíîå è êðàñèâîå)

äîêàçàòåëüñòâî.

9 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5

9.1 Âñïîìîãàòåëüíîå íåðàâåíñòâî èç òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

Ìàòåðèàë ýòîãî ïàðàãðà�à åñòü â êíèãå [15℄. Ìû ïðèâîäèì åãî äëÿ ïîëíîòû äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü ξ1, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ ±1 ñ

âåðîÿòíîñòüþ

1
2
. Òîãäà äëÿ ëþáîãî a > 0 âûïîëíåíî

P(|ξ1 + . . .+ ξn| > a) 6 2e−
a2

2n .

Ôàêòè÷åñêè â òåîðåìå 8 ðå÷ü èäåò î ñîâåðøåííî êëàññè÷åñêîì îáúåêòå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé � î

ñëó÷àéíîì áëóæäàíèè íà ïðÿìîé. Â øóòî÷íîé èíòåðïðåòàöèè, êîòîðóþ ÿ îáû÷íî ðàññêàçûâàþ íà

ëåêöèÿõ, â òî÷êå 0 íà ïðÿìîé íàõîäèòñÿ êàáàê. Èç íåãî âûõîäèò ïüÿíèöà, êîòîðûé ñ âåðîÿòíîñòüþ

1
2
ïåðåìåùàåòñÿ â òî÷êó 1 è ñ òàêîé æå âåðîÿòíîñòüþ èäåò â òî÷êó −1. Äàëüøå îí ñíîâà âûáèðàåò

íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ñëó÷àéíî. Òàê âîò òåîðåìà ãîâîðèò î òîì, ÷òî êðàéíå ìàëà âåðîÿòíîñòü, ñ

êîòîðîé ïüÿíèöà óéäåò ñðàâíèòåëüíî äàëåêî îò ðîäíîãî êàáàêà. Íàïðèìåð, ïðè n = 106, a = 104

âåðîÿòíîñòü íå áîëüøå 2e−50
, ò.å., ñäåëàâ ìèëëèîí øàãîâ, ïüÿíèöà óäàëèòñÿ îò �ñèÿþùåãî öåíòðà� íà

ðàññòîíèå, ðàâíîå âñåãî ëèøü äåñÿòè òûñÿ÷àì øàãîâ, ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ïðåâîñõîäÿùåé ÷óäîâèùíî

ìàëîé âåëè÷èíû 2e−50
.

Äîêàæåì òåîðåìó. Ââèäó ñèììåòðèè äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

P(ξ1 + . . .+ ξn > a) 6 e−
a2

2n .

Ïîëîæèì λ = a
n
. Èìååì

P(ξ1 + . . .+ ξn > a) = P(λ(ξ1 + . . .+ ξn) > λa) = P
(

eλ(ξ1+...+ξn) > eλa
)

.

Ïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Ìàðêîâà (ñì. [5℄) è íåçàâèñèìîñòüþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

P
(

eλ(ξ1+...+ξn) > eλa
)

6 e−λa · Eeλ(ξ1+...+ξn) = e−λa ·
n
∏

i=1

Eeλξi = e−λa ·
(

eλ + e−λ

2

)n

=

(ïî �îðìóëå (4))

= e−λa ·
(

1

2
·
( ∞
∑

k=0

λk

k!
+

∞
∑

k=0

(−λ)k

k!

))n

= e−λa ·
( ∞
∑

k=0

λ2k

(2k)!

)n

6
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(çà ñ÷åò òîãî, ÷òî (2k)! > 2k · k!)

6 e−λa ·
( ∞
∑

k=0

λ2k

2k · k!

)n

=

(ïî �îðìóëå (4))

= e−λa · eλ2

2
·n = e−

a2

2n .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

9.2 Òåîðåìà 8 è ðàñêðàñêà

Íàì äàí ãèïåðãðà� H = (V,E) ñ V = {1, . . . , n} è |E| = m. Ïóñòü ξ1, . . . , ξn � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

èç òåîðåìû 8. Ñ ïîìîùüþ íèõ ïîñòðîèì ñëó÷àéíóþ ðàñêðàñêó χ, ïîëàãàÿ χ(i) = ξi. Ïîêàæåì, ÷òî ñ

ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ äëÿ êàæäîãî f ∈ E âûïîëíåíî

|χ(f)| 6 a, a =
√

2n ln(2m).

Ýòî è çàâåðøèò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5. Íî ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ, ìåíüøåé

åäèíèöû, íàéäåòñÿ f ∈ E, äëÿ êîòîðîãî |χ(f)| > a. Äëÿ êàæäîãî îòäåëüíîãî ðåáðà f

P(|χ(f)| > a) = P

(
∣

∣

∣

∣

∣

∑

i∈f
ξi

∣

∣

∣

∣

∣

> a

)

6

(ïî òåîðåìå 8)

6 2e−
a2

2|f | 6 2e−
2n ln(2m)

2n =
1

m
.

Ïðè ýòîì |f | ìîæåò ðàâíÿòüñÿ n ëèøü äëÿ îäíîãî f ∈ E, îòêóäà

P(∃ f : |χ(f)| > a) 6
∑

f∈E
P(|χ(f)| > a) <

|E|
m

= 1,

è òåîðåìà äîêàçàíà.

10 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7

Ñïåðâà íàì ïîòðåáóþòñÿ íåòðèâèàëüíûå ñâåäåíèÿ èç ëèíåéíîé àëãåáðû.

Ìàòðèöû Àäàìàðà. Êâàäðàòíóþ ìàòðèöó ðàçìåðà n×n ìû íàçîâåì ìàòðèöåé Àäàìàðà, åñëè âñå

åå ýëåìåíòû ñóòü ïëþñ è ìèíóñ åäèíèöû, à ñòðîêè åå ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû. Àïðèîðè íå ÿñíî äàæå,

ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ìàòðèöà, íî çàâåäîìî ïîíÿòíî, ÷òî ñ òåì æå óñïåõîì ìîæíî áûëî ïîòðåáîâàòü

ïîïàðíóþ îðòîãîíàëüíîñòü åå ñòîëáöîâ (âûøëî áû ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå) è ÷òî äîìíîæåíèå

âñåõ ýëåìåíòîâ ëþáîé ñòðîêè (ëþáîãî ñòîëáöà) ìàòðèöû Àäàìàðà íà −1 ñîõðàíÿåò �àäàìàðîâîñòü�.

Óïîìÿíóòûå �àêòû ïîçâîëÿþò ñ÷èòàòü, ÷òî, ñêàæåì, âñå ýëåìåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà è ïåðâîé ñòðîêè

ìàòðèöû Àäàìàðà ñóòü åäèíèöû. Îáîçíà÷èì òàêóþ ìàòðèöó H1.

Òåïåðü î ñóùåñòâîâàíèè ìàòðèö Àäàìàðà. �èïîòåçà, êîòîðàÿ äî ñèõ ïîð íå äîêàçàíà, ñîñòîèò â

òîì, ÷òî ýòè ìàòðèöû ñóùåñòâóþò ïðè n = 1, 2 è n = 4k. Èçâåñòíî, òåì íå ìåíåå, äîñòàòî÷íî ìíîãî.

Òàê, íàïðèìåð, óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå ìàòðèö ïðè n = 2k, n = pk +1, ãäå p ïðîñòîå, à n äåëèòñÿ

íà 4, ïðè n = 92, 116, 172 è ïðè ðàçëè÷íûõ äðóãèõ ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèÿõ n (ñì. [16℄). Â êîíå÷íîì

ñ÷åòå ìíîæåñòâî òåõ n, äëÿ êîòîðûõ ìàòðèöû Àäàìàðà æåëåçíî íàéäóòñÿ, �ïëîòíî� â òîì ñìûñëå,

÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìåæäó n è n(1 + ε) åñòü ïîðÿäîê ìàòðèöû Àäàìàðà.
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Îñíîâíàÿ ëåììà. Ïóñòü n1 < n2 < n3 < . . ., ãäå ni � ïîðÿäîê ìàòðèöû Àäàìàðà. �àññìîòðèì

äëÿ êàæäîãî n = ni ìàòðèöó H1 ïîðÿäêà n. Âîçüìåì, êðîìå òîãî, ìàòðèöó J , ñîñòîÿùóþ èç îäíèõ

åäèíèö, è ïîëîæèì H∗ = H1+J
2

(H∗
� ýòî (0,1)-ìàòðèöà). Ñ÷èòàÿ, ÷òî x = (x1, . . . , xn) � ýòî âåêòîð

â R
n
, îïðåäåëèì åãî íîðìó â lp êàê

|x|p = p
√

|x1|p + . . .+ |xn|p

ïðè p ∈ [1,∞) è êàê

|x|p = max
i

|xi|

ïðè p = ∞. Âûïîëíåíà

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x, êîîðäèíàòû êîòîðîãî ñóòü ïëþñ è ìèíóñ åäèíèöû, èìååò ìåñòî

îöåíêà

|H∗x|∞ >

√
n

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x = (x1, . . . , xn) èç �îðìóëèðîâêè
ëåììû. Òîãäà

H1x = x1h1 + . . .+ xnhn,

ãäå hi � âåêòîðû-ñòîëáöû ìàòðèöû H1. Ïîëàãàÿ H1x = (L1, . . . , Ln), èìååì

L2
1 + . . .+ L2

n = |H1x|22 = x2
1|h1|22 + . . .+ x2

n|hn|22 = n+ . . .+ n = n2,

ïîñêîëüêó âåêòîðû hi ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû. Çíà÷èò, íåêîòîðîå L
2
i îöåíèâàåòñÿ ñíèçó âåëè÷èíîé n,

è, ñòàëî áûòü, |H1x|∞ >
√
n.

Õîðîøî. Ïóñòü hi,j, i, j = 1, . . . , n, � ýëåìåíòû ìàòðèöû H1. Òîãäà

L1 + . . .+ Ln =
n
∑

i=1

n
∑

j=1

xjhi,j =
n
∑

j=1

xj

(

n
∑

i=1

hi,j

)

= x1 · n = ±n,

ïîñêîëüêó ñóììà ýëåìåíòîâ ìàòðèöû H1, ñòîÿùèõ â ïåðâîé ñòðîêå, åñòü, î÷åâèäíî, n, à ñóììà ýëå-

ìåíòîâ â îñòàëüíûõ ñòðîêàõ ðàâíà íóëþ (÷èñëà åäèíèö è ìèíóñ åäèíèö â íèõ îäèíàêîâû, âåäü îíè

äîëæíû áûòü îðòîãîíàëüíû ïåðâîé ñòðîêå, â êîòîðîé îäíè åäèíèöû).

Ïîëîæèì, äàëåå,

λ = x1 + . . .+ xn,

òàê ÷òî Jx = (λ, . . . , λ). Ñîîòâåòñòâåííî,

(H1 + J)x = (L1 + λ, . . . , Ln + λ).

Ñëåäîâàòåëüíî,

|(H1 + J)x|22 =
n
∑

i=1

(Li + λ)2 =

n
∑

i=1

(L2
i + 2Liλ+ λ2) = n2 ± 2nλ+ nλ2.

Ó íàñ n ÷åòíî, òàê êàê ìàòðèö Àäàìàðà íå÷åòíîãî ïîðÿäêà, êîíå÷íî æå, íå áûâàåò (èñêëþ÷åíèå

ñîñòàâëÿåò âûðîæäåííûé ñëó÷àé n = 1). Âåëè÷èíà λ, áóäó÷è, ñòàëî áûòü, ñóììîé ÷åòíîãî ÷èñëà

ïëþñ è ìèíóñ åäèíèö, åñòü òîãäà ÷åòíîå öåëîå. Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà (ïî λ) n2±2nλ+nλ2
äîñòèãàåò
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ìèíèìóìà ïðè λ = ±1, íî, êàê ìû âûÿñíèëè òîëüêî ÷òî, λ îáÿçàíî áûòü ÷åòíûì, è ïîñåìó ðåàëüíûé

ìèíèìóì íàõîäèòñÿ â λ ∈ {−2, 0, 2}. Ýòî ðàññóæäåíèå âëå÷åò îöåíêó

|(H1 + J)x|22 > n2.

Êàê ýòî óæå áûëî îäíàæäû, ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî

|(H1 + J)x|∞ >
√
n,

ò.å. |H∗x| >
√
n
2
, è ëåììà äîêàçàíà.

Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû. Îáîçíà÷èì ñòðîêè ìàòðèöû H∗
÷åðåç g1, . . . , gn. Ýòî

(0,1)-âåêòîðû, êîòîðûå ìû ïðåâðàòèì â ïîäìíîæåñòâàM1, . . . ,Mn ìíîæåñòâà V = {1, . . . , n} ïî ïðèí-
öèïó i ∈ Mj òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà i-ÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà gj ðàâíà 1. Âîçíèêàåò ãèïåðãðà�

H = (V, {M1, . . . ,Mn}), è íàì îñòàåòñÿ ïîíÿòü, ÷òî äëÿ íåãî

disc(H) >

√
n

2
.

Ïóñòü χ � ýòî ïðîèçâîëüíàÿ ðàñêðàñêà. Åé îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò (−1, 1)-âåêòîð x, ñîñòîÿùèé

èç �öâåòîâ�. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

|H∗x|∞ = disc(H,χ).

Â ñàìîì äåëå,

H∗x = ((g1,x), . . . , (gn,x)),

íî

(gν ,x) =
∑

i∈Mν

χ(i), ν = 1, . . . , n,

è âñå â ïîðÿäêå. �àñêðàñêà χ áûëà âûáðàíà, ïî ñóòè, íàóãàä, è ïîòîìó

disc(H) = min
χ

disc(H,χ) = min
x

|H∗x|∞ >

√
n

2

ââèäó ëåììû 1. Òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ ëþáîãî n, ñëóæàùåãî ïîðÿäêîì ìàòðèöû Àäàìàðà.

Âî âñåé æå ñâîåé ïîëíîòå òåîðåìà íåìåäëåííî ñëåäóåò èç óïîìÿíóòîé âûøå ïëîòíîñòè ïîðÿäêîâ

ìàòðèö Àäàìàðà.
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