
Çàäà÷è ïî êîìáèíàòîðèêå òðèàíãóëÿöèé

Ëèñòîê 4

Íàáîð ýëåìåíòîâ θ1, . . . , θn P A íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìîé ïàðàìåòðîâ
äëÿ ñâÿçíîé ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû A, åñëè

1. Ýëåìåíòû θi îäíîðîäíûå.

2. θ1, . . . , θn àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû â A, ò.å. ïîäàëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåí-
òàìè θi èçîìîðôíà àëãåáðå ìíîãî÷ëåíîâ îò n ïåðåìåííûõ.

3. A ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîïîðîæäåííûì ìîäóëåì íàä ïîäàëãåáðîé krθ1, . . . , θns, ò.å.
ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû m1, . . . ,ms P A, òàêèå ÷òî ëþáîé ýëåìåíò a P A ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå

a � P1pθ1, . . . , θqnm1 � � � � � Pspθ1, . . . , θqnms

(âîçìîæíî, íå åäèíèñòâåííûì ñïîñîáîì).

Ãðàäóèðîâàííàÿ âåðñèÿ ëåììû Í�åòåð î íîðìàëèçàöèè: ó êîíå÷íî ïîðîæäåííîé àë-
ãåáðû A ñóùåñòâóåò îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ïàðàìåòðîâ. Åñëè, êðîìå òîãî, A ïîðîæ-
äåíà ýëåìåíòàìè ñòåïåíè 1 è |k| � 8, òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ïàðàìåò-
ðîâ (ò.å. tθiu � A1).

Èäåàë Θ � pθ1, . . . , θnq � A, ïîðîæäåííûé îäíîðîäíîé ñèñòåìîé ïàðàìåòðîâ,
íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì èäåàëîì. Ôàêòîð-àëãåáðà A{Θ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåð-
íûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Çàäà÷à 1. Ðàññìîòðèì àëãåáðó Ñòåíëè�Ðàéñíåðà ãðàíèöû òðåóãîëüíèêà: A �
krB∆2s � krv1, v2, v3s{pv1v2v3q. (à) Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíòû v1v2 è v23 íå ÿâëÿþòñÿ
àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûìè â A, (á) ýëåìåíòû v1 è v2 àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû,
íî íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé ïàðàìåòðîâ, (â) ýëåìåíòû θ1 � v1�v3, θ2 � v2�v3
ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé ïàðàìåòðîâ. Äîêàæèòå, ÷òî krB∆2s{Θ � krvs{pv3q.

Ïóñòü V , W � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì k. Áèëèíåéíîå îòîáðàæå-
íèå f : V � W Ñ k íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì, åñëè äëÿ ëþáîãî v P V , v � 0
ñóùåñòâóåò w P W , òàêîé ÷òî fpv, wq � 0, è íàîáîðîò: äëÿ ëþáîãî w P W , w � 0
ñóùåñòâóåò v P V , òàêîé ÷òî fpv, wq � 0.

Çàäà÷à 2. Åñëè ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííîå áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f : V �W Ñ
k, òî dimV � dimW .

Çàäà÷à 3. Ïóñòü A �Àn
j�0Aj � àëãåáðà ñ äâîéñòâåííîñòüþ Ïóàíêàðå, è ω P A1 �

íåêîòîðûé ýëåìåíò. Äîêàæèòå, ÷òî èíúåêòèâíîñòü ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ �ω : Aj Ñ
Aj�1 ýêâèâàëåíòíà ñþðúåêòèâíîñòè ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ �ω : An�j�1 Ñ An�j.

Ïóñòü hj � h-÷èñëà ãðàíèöû ñèìïëèöèàëüíîãî ìíîãîãðàííèêà P n. Ïîëîæèì

g0 � h0 � 1, gj � hj � hj�1, ïðè 1 ¤ j ¤ rn{2s
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Çàäà÷à 4. Èñïîëüçóÿ ñóùåñòâîâàíèå ýëåìåíòà Ëåôøåöà, äîêàæèòå ÷òî äëÿ ñèì-
ïëèöèàëüíîãî ìíîãîãðàííèêà âûïîëíåíî gj ¤

�
g1�j�1

j

�
ïðè 1 ¤ j ¤ rn{2s.

Çàäà÷à 5.* Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü ðàâåíñòâ h2j � h2n�j è

hj � hn�j � p�1qj
�
n

j



pχpSn�1q � χpKqq

äëÿ ãîìîëîãè÷åñêîãî pn� 1q-ìíîãîîáðàçèÿ.
Çàäà÷à 6. Âû÷èñëèòå h1-÷èñëà è h2-÷èñëà òðèàíãóëÿöèè ïîâåðõíîñòè ðîäà g (ñôå-
ðû ñ g ðó÷êàìè), èìåþùåé m âåðøèí.

Çàäà÷à 7. (îöåíêà Þíãåðìàíà�Ðèíãåëÿ) Äîêàæèòå, ÷òî ó òðèàíãóëÿöèè ñôåðû ñ

g ðó÷êàìè êàê ìèíèìóì

R
7 �?

1 � 48g

2

V
âåðøèí.
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