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4.0. Ýìïèðèêà

Ìû ñëåäóåì [BorweinBorwein1987]. Ñðåäè ìíîãèõ èìåþùèõñÿ â
ýòîé êíèãå ñïîñîáîâ áûñòðîãî ïðèáëèæåíèÿ ÷èñëà π åñòü ñëåäóþ-
ùèé: ââåä¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü πn ôîðìóëîé

πn :=
2a2n+1

1−
∑n

k=0 2
k(a2k − b2k)

ãäå, êàê îáû÷íî, an+1 := an+bn
2

, bn+1 :=
√
anbn ñ íà÷àëüíûìè

÷ëåíàìè a0 := 1, b0 :=
1√
2
.

Îêàçûâàåòñÿ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü πn ìîíîòîííî âîçðàñòàåò,
îãðàíè÷åíà ñâåðõó è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

π − πn+1 ≤
(π − πn)2

2n+1π2
,

êîòîðàÿ è ãàðàíòèðóåò ñâåðõñõîäèìîñòü ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

4.1. Ñâÿçü ñ ýëëèïòè÷åñêèìè èíòåãðàëàìè

4.1.0. ×åòûðå êëàññè÷åñêèå ôóíêöèè. Ïî ñóùåñòâó èõ äâå, è
ìû ñ íèìè óæå çíàêîìû, à ñåé÷àñ ïðîñòî ââåä¼ì òðàäèöèîííûå
îáîçíà÷åíèÿ:

K(k) :=

∫ π
2

0

dϕ√
1− k2 sin2 ϕ

=
1

2

∫ 1

−1

du√
(1− u2)(1− k2u2)

,

(ýòî � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé

èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà)
1



E(k) :=

∫ π
2

0

√
1− k2 sin2 ϕdϕ =

1

2

∫ 1

−1

(1− k2u2)du√
(1− u2)(1− k2u2)

(ýòî � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé

èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà).

Êñòàòè:

K(k) =
π

2
F
(1
2
,
1

2
; 1; k2

)
,

E(k) =
π

2
F
(
− 1

2
,
1

2
; 1; k2

)
,

� íàøè èíòåãðàëû âûðàæåíû ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä

F(a, b; c; z) := 1 +
ab

c

z

1!
+
a(a+ 1)b(b+ 1)

c(c+ 1)

z2

2!
+ . . .

Âäîáàâîê ê îñíîâíûì äâóì ââîäÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå èíòåãðàëû1

K̂(k) := K(
√
1− k2)

è
Ê(k) := E(

√
1− k2).

Âñå ÷åòûðå ôóíêöèè äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü ôóíê-
öèÿìè íà âåùåñòâåííîì èíòåðâàëå k ∈ (0, 1), õîòÿ ïîëåçíî òàêæå
ðàññìàòðèâàòü èõ êàê êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè, ôîð-
ìàëüíûå ñòåïåííûå ðÿäû è ò. ï.

Ôóíêöèÿ Ê óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

(k3 − k)K′′ + (3k2 − 1)K′ + kK

è, ÷òî îòðàæàåò íàøè çíàíèÿ î ïðåîáðàçîâàíèè Ãàóññà, ôóíêöèî-
íàëüíîìó

K(k) =
1

1 + k
K(

2
√
k

1 + k
).

4.1.1. Ñîîòíîøåíèå Ëåæàíäðà. ×åòûðå ââåä¼ííûå ôóíêöèè
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

EK̂ + ÊK−KK̂ ≡ π

2

Ýòî ñîîòíîøåíèå èìååò ãëóáîêèé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë, êîòîðîãî
ìû íå êàñàåìñÿ. Íåòðóäíî ïðîâåñòè ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî: ñ

1â êëàññè÷åñêîé ëèòåðàòóðå äëÿ íèõ èñïîëüçóåòñÿ êîøìàðíîå îáîçíà÷åíèå
K′, ãäå ′ � âîâñå íå ïðîèçâîäíàÿ (õîòÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûì
óäîâëåòâîðÿþò ýòè ôóíêöèè, çàìå÷àòåëüíû è èçó÷àþòñÿ), à ïåðåõîä ê äîïîë-

íèòåëüíîìó àðãóìåíòó k′ :=
√
1− k2...

2



ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò
÷åòûðå ôóíêöèè, óñòàíîâèòü, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ïîñòîÿííà, çàòåì
óñòðåìèòü k → 0.

4.1.2. Îáà ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëà è agM. Ââåä¼ì íî-
âîå îáîçíà÷åíèå

M(k) := agM(1, k).

Âûðàæåíèå äëÿ èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà ìû óæå çíàåì:

K(k) =
π

2M(
√
1− k2)

×òîáû áûñòðî âû÷èñëèòü èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà (â ÷àñòíîñòè, äëè-
íó ýëëèïñà), íàäî â ÿâíîì âèäå ïðèâëå÷ü ñõîäÿùóþñÿ ê agM ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü:

a0 := 1, b0 :=
√
1− k2,

è, êàê âñåãäà,

an+1 =
an + bn

2
, bn+1 =

√
anbn.

Îêàçûâàåòñÿ,

E(k) =
(
1−

∞∑
n=0

2n−1
(
a2n − b2n

))
K(k)

� óçíà¼ì ÷óòü-÷óòü èçìåí¼ííûé çíàìåíàòåëü èç ôîðìóëû íà÷àëà
ëåêöèè.

4.1.3. Áûñòðîå âû÷èñëåíèå π. Ñ÷èòàåì ÷ëåíû agM-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèÿìè îò k ∈ (0, 1) ñ óêàçàííûìè âûøå
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè a0 := 1, b0 :=

√
1− k2. Äëÿ ïðîèçâîäíûõ

ïîëó÷àåì ðåêóððåíöèè

a′n+1 :=
a′n + b′n

2
, b′n+1 :=

a′n

√
bn
an

+ b′n
√

an
bn

2
.

Â îáîçíà÷åíèÿõ Ëåæàíäðà

xn :=
an
bn
, yn :=

a′n
b′n

ðåêóððåíöèè ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå
3



xn+1 :=

√
xn +

1√
xn

2
, yn+1 :=

√
xnyn +

1√
xn

yn + 1

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x0 = 1
k
, y1 =

√
x0. Îáå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè î÷åíü áûñòðî ñòðåìÿòñÿ ê 1. Ïî ñóùåñòâó, ýòà ðåêóððåíöèÿ
ðàâíîñèëüíà îñíîâíîé ôîðìóëå; áûñòðî ñòðåìÿùàÿñÿ ê π ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

πn :=
xn + 1

yn + 1
πn−1

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì π0 = 2 +
√
2. Ãëàâíîå óòâåðæäåíèå

lim
n→∞

πn = π

âûòåêàåò èç äèôôåðåíöèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé, êîòîðûì óäîâëå-
òâîðÿþò ôóíêöèè K,E, K̂, Ê, è èç ñîîòíîøåíèÿ Ëåæàíäðà; íà

ïîñëåäíåì øàãó íàäî ïîëîæèòü k =
√
2
2
.

Âàæíîå ïðîìåæóòî÷íîå ñîîòíîøåíèå èìååò âèä

M′(k) =
π

2

k√
1− k2

K′(
√
1− k2)

K(
√
1− k2)2

.

Ïðÿìàÿ ñâÿçü ìåæäó π è agM ìîæåò áûòü âûðàæåíà ôîðìóëîé

π = 2
√
2
M
(

1√
2

)3
M′
(

1√
2

)
4.2. Îáîáùåíèÿ

(à) Çà÷åì ñòîëüêî çíàêîâ π? Äëÿ ñâÿçè ñ âíåçåìíûìè öèâèëè-
çàöèÿìè? Äëÿ ïðîðàáîòêè êîíöåïöèé ñëó÷àéíîãî è çàêîíîìåðíîãî!
Íåïåðèîäè÷íîñòü çíàêîâ ïîòðåáîâàëà ≥ 1000 ëåò. À ðàâíîìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå??

(á) Ïðÿìûå øêîëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèå îáîáùåíèÿ? Áðî-
ñàþòñÿ â ãëàçà: ïðèçìû âìåñòî ïðÿìîóãîëüíèêîâ, íåàêêóðàòíî
îïèñàííûå ìíîãîóãîëüíèêè. ×òî-íèáóäü ñêðûòîå??

(â) Ïðÿìûå àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå îáîáùåíèÿ? Êî-
íå÷íî, èçîãåíèè ÿêîáèàíîâ êðèâûõ âûñøèõ ðîäîâ. Èçîãåíèè
îáîáù¼ííûõ ÿêîáèàíîâ? ×òî-íèáóäü ìíîãîìåðíîå?

4



(ã) Äðóãèå ïðèáëèæåíèÿ π? Íåêîòîðûé âàðèàíò êâàäðà-
òóðû êðóãà ïîëó÷åí! Êðàñèâûå ðàöèîíàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ?

(ä) Ïðèáëèæåíèÿ äðóãèõ ÷èñåë? "Ôèëîñîôèÿ ïåðèîäîâ"
Êîíöåâè÷à-Öàãèðà.

(å). . .

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[BorweinBorwein1987] J.M. Borwein and P.B. Borwein, Pi and the AGM. John
Wiley & Sons, 1987.
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