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3.0. Òîðû è ôàêòîðû C ïî ðåø¼òêàì

Ðåø¼òêîé áóäåò íàçûâàòüñÿ ïîäãðóïïà àääèòèâíîé ãðóïïû C.
Îíà íàçûâàåòñÿ êîêîìïàêòíîé, åñëè ôàêòîð ïî íåé êîìïàêòåí.
Äðóãèìè ìû çàíèìàòüñÿ íå áóäåì, òàê ÷òî áóäåì íàçûâàòü èõ
ïðîñòî ðåø¼òêàìè.

Äëÿ ðåø¼òêè Λ ⊂ C ãëàâíîå äåéñòâóþùåå ëèöî, êîòîðîìó
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ìû äàâàòü íàçâàíèÿ íå áóäåì � ïðîåêöèÿ

C −→ C
Λ

Îíà æå íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé òîðà C
Λ
.

3.1. Îò òîðîâ ê êóáè÷åñêèì êðèâûì

3.1.0. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé àíàëîã. Âåùåñòâåííàÿ âåðñèÿ óíè-
âåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé òîðà îòíîñèòñÿ ê øêîëüíîé ìàòåìàòèêå.
Â âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R, ñíîâà ðàññìàòðèâàåìîé êàê àääèòèâíàÿ
ãðóïïà, áåð¼òñÿ ïîäãðóïïà 2πZ, è ñíîâà ðàññìàòðèâàåòñÿ îòîáðà-
æåíèå ôàêòîðèçàöèè

R −→ R
2πZ

.

Ôàêòîð-ãðóïïà ðåàëèçóåòñÿ êàê îêðóæíîñòü O, çàäàííàÿ íà âåùå-
ñòâåííîé ïëîñêîñòè óðàâíåíèåì x2 + y2 = 1 (ýòà êðèâàÿ íå ðàç íàì
âñòðå÷àëàñü...). Îòîáðàæåíèå ôàêòîðèçàöèè çàäà¼òñÿ ïàðîé ôóíê-
öèé

R (cos,sin)−→ O,

è ïî ñóùåñòâó ýòî � îïðåäåëåíèå îñíîâíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé.

Êëàññè÷åñêèå êîíñòðóêöèè, êîòîðûå ìû ñåé÷àñ áåãëî èçëîæèì,
ñëåäóåò âîñïðèíèìàòü êàê êîìïëåêñèôèöèðîâàííóþ òðèãîíîìåò-
ðèþ.

3.1.1. ℘-ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà. Îäèí èç (íå î÷åíü òî÷-
íûõ) àíàëîãîâ êîñèíóñà è ñèíóñà � ýòî ℘-ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà,
êîòîðóþ ìû ñåé÷àñ ââåä¼ì, è å¼ ïðîèçâîäíàÿ.

Îáîçíà÷èì "ïðîêîëîòóþ" ðåø¼òêó

Λ̇ := Λ \ {0}.
Ïî îïðåäåëåíèþ1,

℘Λ(z) :=
1

z2
+
∑
λ∈Λ̇

( 1

(z − λ)2
− 1

λ2

)
.

Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ â ïîäõîäÿùåì ñìûñëå äëÿ âñåõ z ∈ C \ Λ (óòî÷-
íèòå è ïðîâåðüòå!); áåç ïîïðàâî÷íûõ ÷ëåíîâ − 1

λ2
îí ðàñõîäèëñÿ áû.

1îáñóæäàåìàÿ ôóíêöèÿ íàñòîëüêî çàìå÷àòåëüíà, ÷òî äëÿ íå¼ ââåä¼í ñïåöè-
àëüíûé òèïîãðàôñêèé çíàê, êàê

∫
äëÿ èíòåãðàëà!
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Ïðîèçâîäíàÿ ℘Λ-ôóíêöèè èìååò áîëåå ïðîñòîé âèä (ïîïðàâî÷íûå
÷ëåíû íå íóæíû)

℘′Λ(z) :=
∑
λ∈Λ

1

(z − λ)3
;

îíà, î÷åâèäíî2, Λ-ïåðèîäè÷íà. Ñàìà æå ℘Λ òîæå Λ-ïåðèîäè÷íà,
íî ýòî ÷óòü ìåíåå î÷åâèäíî � ñëåäóåò èç ïåðèîäè÷íîñòè ℘′Λ è èç
÷¼òíîñòè ℘Λ.

3.1.2. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Âåéåðøòðàññà.

Êàê è ñèíóñ, óäîâëåòâîðÿþùèé (íè îò ÷åãî íå çàâèñÿùåìó) íåëè-
íåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ y′2 + y2 = 1, ôóíêöèÿ
Âåéåðøòðàññà óäîâëåòâîðÿåò íåëèíåéíîìó àëãåáðàè÷åñêîìó äèô-
ôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò
ðåø¼òêè:

℘′Λ(z)2 = 4℘Λ(z)3 − g2(Λ)℘Λ(z)− g3(Λ).

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîêðàù¼ííûõ çàïèñåé ýòîãî óðàâíåíèÿ, íà-
ïðèìåð, ℘′2 = 4℘3−g2℘Λ−g3, ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî îò ÷åãî çàâèñèò.

Êîýôôèöèåíòû g2 è g3, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå Âåéåðøòðàññà
� çàìå÷àòåëüíûå ôóíêöèè ðåø¼òîê. Îíè ïðîïîðöèîíàëüíû ðÿäàì
Ýéçåíøòåéíà:

g2 = 60G2, g3 = 60G3,

ãäå ôóíêöèè Gk ðåø¼òîê, îïðåäåë¼ííûå ïðè k ≥ 2, èìåþò âèä

Gk(Λ) :=
∑
λ∈Λ̇

1

λ2k
.

3.1.3. Óíèôîðìèçàöèÿ òîðîâ. Ïîä óíèôîðìèçàöèåé â 19-ì
âåêå ïîíèìàëè ïàðàìåòðèçàöèþ êðèâûõ (èëè � èçðåäêà, ïî ìåðå
âîçìîæíîñòåé � ìíîãîîáðàçèé âûñøèõ ðàçìåðíîñòåé), ïî âîçìîæ-
íîñòè íåðàçâåòâë¼ííóþ, òî åñòü ëîêàëüíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íóþ.
Êëàññè÷åñêèå ïðèìåðû � âûøåóïîìÿíóòàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ
óíèôîðìèçàöèÿ îêðóæíîñòè t 7→ (cos t, sin t) èëè, âîçìîæíî, ñàìàÿ
äðåâíÿÿ ðàöèîíàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ òîé æå îêðóæíîñòè (ñì,

íàïðèìåð, [Fri1981]) t 7→ (1−t2
1+t2

, 2t
1+t2

).

2äëÿ ïðîäóìàâøèõ ñõîäèìîñòü...
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Ê ýòîé êîìïàíèè îòíîñèòñÿ è ðàññìàòðèâàåìàÿ íàìè óíè-
ôîðìèçàöèÿ3

z 7→
(
℘(z), ℘′(z)

)
êóáè÷åñêîé êðèâîé y2 = 4x3− g2x− g3. Ó íå¼ åñòü ìàëåíüêèé íåäî-
ñòàòîê ïî ñðàâíåíèþ, ñêàæåì, ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé óíèôîðìèçà-
öèåé: îíà êàæåòñÿ îïðåäåëåííîé ëèøü ïðè z /∈ Λ. Ýòîò êàæóùèé-
ñÿ íåäîñòàòîê, îäíàêî, ïðåîäîëåâàåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò àôôèííîãî
âçãëÿäà íà ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå ê ïðîåêòèâíîìó: óðàâ-
íåíèå êðèâîé â âåéåðøòðàññîâîé ôîðìå çàìåíÿåòñÿ íà îäíîðîäíîå
y2t = 4x3 − g2xt

2 − g3t
3, à óíèôîðìèçàöèÿ � íà îòîáðàæåíèå

z 7→ (t : x : y) =
(
1 : ℘(z) : ℘′(z)

)
.

3.2. Îò êóáè÷åñêèõ êðèâûõ ê òîðàì

3.2.0. Îá óðàâíåíèÿõ êóáè÷åñêèõ êðèâûõ. Îáùåå óðàâíåíèå
êóáè÷åñêîé êðèâîé íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ñ îäíîðîäíûìè êî-
îðäèíàòàìè (t : x : y) �

0 = a030x
3 + a021x

2y + a012xy
2 + a003y

3+

+a120tx
2 + a111txy + a102ty

2+

+a210t
2x+ a201t

2y+

+a300t
3.

Âñå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì (a030 : · · · : a300) ïðîåêòèâíîãî
ïðîñòðàíñòâà P9. Íàóãàä âçÿòàÿ òî÷êà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ñîîòâåò-
ñòâóåò ãëàäêîé íåïðèâîäèìîé êðèâîé, íî èñêëþ÷èòåëüíûå íàáîðû
êîýôôèöèåíòîâ ñîîòâåòñòâóþò íàáîðàì ðàçëè÷íûõ âûðîæäåíèé �
âïëîòü äî òð¼õêðàòíîé ïðÿìîé, çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì x3 = 0.

Íàä ïîëåì, õàðàêòåðèñòèêà êîòîðîãî � íå 2 è íå 3, äîñòà-
òî÷íî íåâûðîæäåííàÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ ëèíåéíîé çàìåíîé
êîîðäèíàò ïðèâîäèòñÿ ê ïðå-Âåéåðøòðàññîâó âèäó

ty2 = a3x
3 + a2tx

2 + a1t
2x+ a0t

3,

ãäå a3 6= 0. Íà ýòîì ìåñòå òðàäèöèîííî ïåðåõîäÿò ê àôôèííî-
ìó óðàâíåíèþ (â êàðòå t 6= 0 çàìåíèâ ïðîåêòèâíûå êîîðäèíàòû
(t : x : y) íà àôôèííûå (x

t
, y
t
) èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, ïîëîæèâ â

3Ðå÷ü, ðàçóìååòñÿ, èä¼ò î ñåìåéñòâå òîðîâ, çàâèñÿùèõ îò ðåø¼òêè Λ, èëè
î ñåìåéñòâå êðèâûõ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ g2, g3; îäíàêî ÿâíîå óêàçàíèå
âñåõ ýòèõ çàâèñèìîñòåé ñèëüíî óñëîæíèëî áû ôîðìóëû...
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ïðîåêòèâíîì óðàâíåíèè t = 1) è ïîëó÷àþò ïðå-Âåéåðøòðàññîâî
àôôèííîå óðàâíåíèå

y2 = a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0,

êîòîðîå è áóäåò äëÿ íàñ îñíîâíûì. Äàëüíåéøèìè àôôèííûìè çà-
ìåíàìè x← Ax+B åãî ìîæíî ïðèâåñòè ê ðàçëè÷íûì êàíîíè÷åñêèì
âèäàì, â òîì ÷èñëå ê âåéåðøòðàññîâó

y2 = 4x3 − g2x− g3

Êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ â ðàññìàòðèâàåìîì âèäå âñåãäà íåïðèâîäèìà;
îíà ãëàäêà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîãî÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè íå
èìååò êðàòíûõ êîðíåé. Â âåéåðøòðàññîâîé ôîðìå ýòî ðàâíîñèëüíî
óñëîâèþ

g3
2 − 27g2

3 6= 0

3.2.1. Àáåëåâ äèôôåðåíöèàë. Ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ òà-
êîé äèôôåðåíöèàë áåç ïîëþñîâ åäèíñòâåíåí. Â ïðåâåéåðøòðàññî-
âîé ôîðìå îí èìååò âèä

ω :=
dx

y

Òðàäèöèîííî îí çàïèñûâàåòñÿ òàêæå "áåç y"

ω :=
dx√

a3x3 + a2x2 + a1x+ a0

.

3.2.2. Ïåðèîäû. Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìåñòà, ìû áóäåì ðàáîòàòü íàä
C è èíòåãðèðîâàòü àáåëåâ äèôôåðåíöèàë.

Ðàçëîæèì íà ìíîæèòåëè êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, ó÷àñòâóþ-
ùèé â âåéåðøòðàññîâîì óðàâíåíèè è äàäèì ñîîòâåòñòâóþùåé
àôôèííîé êðèâîé èìÿ4

Ė : y2 = 4(x− e1)(x− e2)(x− e3);

òîïîëîãè÷åñêè îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîêîëîòûé òîð. Â ïðîåê-
òèâíîé ïëîñêîñòè P2(C) çàìûêàíèå ýòîé êðèâîé äîáàâëÿåò ê íåé
îäíó, "áåñêîíå÷íóþ" òî÷êó, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì O � îíà áóäåò â
äàëüíåéøåì èãðàòü âàæíóþ ðîëü. Ïðîåêòèâíóþ êðèâóþ, ïîëó÷èâ-
øóþñÿ â ðåçóëüòàòå óïîìÿíóòîãî çàìûêàíèÿ, îáîçíà÷èì E; òàêèì
îáðàçîì,

Ė = E \ {O}.
4òðàäèöèîííîå îò ñëîâà Elliptic
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Ïðîåêòèâíàÿ êîìïëåêñíàÿ êðèâàÿ E ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé ïî-
âåðõíîñòüþ è òîïîëîãè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîð.

Èíòåãðàë (åäèíñòâåííîãî ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíî-
ñòè) àáåëåâà äèôôåðåíöèàëà ïî ëþáîìó öèêëó êðàòêî íàçûâàåòñÿ
ïåðèîäîì. Îá èíäèâèäóàëüíûõ ïåðèîäàõ â ñëó÷àå êîìïëåêñíîé
êðèâîé íå âñåãäà óäîáíî ãîâîðèòü, ïîñêîëüêó íåò ïðîñòîãî ñïîñîáà
óêàçûâàòü öèêëû. Ñëåäóþùèé ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò ïîçâî-
ëÿåò îáîéòè ýòó òðóäíîñòü.

Òåîðåìà. Èíòåãðàëû àáåëåâà äèôôåðåíöèàëà ïî âñåì öèêëàì
ïðîåêòèâíîé êóáèêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåø¼òêó

Λ :=

∮
H1(E)

ω.

Òåîðåìà äîâîëüíî ãëóáîêà, íî â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå å¼ ïîÿñíèòü
ëåãêî. Ïóñòü e1, e2, e3 ∈ R, ïðè÷¼ì (ñëåäóåì [BostMestre1988])
e1 > e2 > e3 Òîãäà íà E ìîæíî âçÿòü äâà áàçèñíûõ öèêëà, îäèí èç
êîòîðûõ ïðîåêòèðóåòñÿ ïðè (x, y) 7→ x â îòðåçîê [e3, e2], à äðóãîé �
â [e2, e1].

ÇÄÅÑÜ ÁÓÄÅÒ ÊÀÐÒÈÍÊÀ!
Èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðèîäîâ îäèí âåùåñòâåííûé, à äðóãîé � ÷è-
ñòî ìíèìûé: ∫ e2

e3

dx√
(x− e1)(x− e2)(x− e3)

∈ R,

òîãäà êàê ∫ e1

e2

dx√
(x− e1)(x− e2)(x− e3)

∈ iR,

òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðåø¼òêà Λ ñîñòàâëåíà èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

3.2.3. Ôàêòîðèçàöèÿ ïî ðåø¼òêå ïåðèîäîâ. Åñëè ïîÿâ-
ëÿåòñÿ ðåø¼òêà â C, òî ïî íåé õî÷åòñÿ ïðîôàêòîðèçîâàòü. Âî
ââåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèÿõ

E 7→ C
Λ

è åñòü òà îïåðàöèÿ ñîïîñòàâëåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé òîðà,
êîòîðàÿ áûëà îáúÿâëåíà öåëüþ çàêàí÷èâàþùåãîñÿ ïîäðàçäåëà.

3.3. Òåîðåìà Àáåëÿ-ßêîáè äëÿ ðîäà 1
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3.3.0. Ñóòü òåîðåìû. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî òîëüêî ÷òî
ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì,

E ∼=
C
Λ
.

Îäíàêî äëÿ ïîíèìàíèÿ ñëîâà èçîìîðôèçì â ýòîì êîíòåêñòå íóæíî
îñâîèòü äîâîëüíî ìíîãî ìàòåìàòèêè 20-ãî âåêà. Ìû íå áóäåì
ïûòàòüñÿ ââîäèòü ýòè ïîíÿòèÿ ñêîðîãîâîðêîé, à âìåñòî ýòîãî
ìûñëåííî âåðí¼ìñÿ â 19-é âåê è ïîñòðîèì òðåáóåìûå âçàèìíî-
îäíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ ÿâíî.

Îòìåòèì, ÷òî îäíî èç íèõ óæå ïîñòðîåíî â ðàçäåëå 3.1: ñàì
ôàêò ïåðèîäè÷íîñòè ℘-ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà è å¼ ïðîèçâîäíîé
ïîçâîëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü ðàññìîòðåííûå îòîáðàæåíèÿ êàê

(℘Λ, ℘
′
Λ) mod Λ :

C \ Λ

Λ
−→ Ė

è

(1 : ℘Λ : ℘′Λ) mod Λ :
C
Λ
−→ E.

Îñòà¼òñÿ ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå êî âòîðîìó èç íèõ.

3.3.1. Îòîáðàæåíèå Àáåëÿ-ßêîáè. Ñíà÷àëà íàïèøåì ôîðìóëó
äëÿ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ, à ïîòîì â íå¼ âäóìàåìñÿ:

aj : E −→ C
Λ

: P 7→
[ ∫ P

O

ω
]

mod Λ.

Îñîçíàíèÿ òðåáóåò êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ. Äåëî â òîì,
÷òî îò (ôèêñèðîâàííîé) òî÷êè O äî (ïåðåìåííîé) òî÷êè P ìîæíî
ïðîéòè ìíîãèìè ðàçíûìè ïóòÿìè,

ÇÄÅÑÜ ÁÓÄÅÒ ÊÀÐÒÈÍÊÀ!
è èíòåãðàë

∫ P
O
ω ïðè èçìåíåíèè ïóòè òîæå èçìåíèòñÿ.

ÇÄÅÑÜ ÁÓÄÅÒ ÊÀÐÒÈÍÊÀ!
Íî â òîì-òî è äåëî, ÷òî èçìåíèòñÿ îí ðîâíî íà ïåðèîä äèô-
ôåðåíöèàëà, òàê ÷òî ïî ìîäóëþ ðåø¼òêè ïåðèîäîâ îòîáðàæåíèå
Àáåëÿ-ßêîáè îïðåäåëåíî êîððåêòíî!

Â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå îáñóæäàåìàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîääà¼òñÿ
÷àñòè÷íîìó îñîçíàíèþ ñ ïîçèöèé øêîëüíîé ìàòåìàòèêè. Â ñàìîì
äåëå, åñëè x(P ) ∈ R è x(P ) > e1, òî òàêæå y(P ) ∈ R

ÇÄÅÑÜ ÁÓÄÅÒ ÊÀÐÒÈÍÊÀ!
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è, åñëè ïðåíåáðå÷ü ôàêòîðèçàöèåé ïî ðåø¼òêå ïåðèîäîâ, òî

aj(P ) =

∫ x(P )

∞

dx√
(x− e1)(x− e2)(x− e3)

� îáû÷íûé íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë. Åñëè ïåðåïèñàòü åãî, ñìåíèâ
çíàê, â åù¼ áîëåå ïðèâû÷íîì âèäå (âñåõ íàñ ó÷èëè èíòåãðèðîâàòü
ñëåâà íàïðàâî...), ïðèä¼ì ê

−
∫ ∞
x1

dx√
(x− e1)(x− e2)(x− e3)

,

òî åñòü ê îáû÷íîìó íåïîëíîìó ýëëèïòè÷åñêîìó èíòåãðàëó ïåðâîãî
ðîäà, ñ êîòîðîãî ìû íà÷èíàëè.

Îäíàêî äëÿ x1 < e1 èíòåãðàë êàæåòñÿ ëèø¼ííûì ñìûñëà:
îñîáåííîñòü ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ïðè x = e1 ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ íåïðåîäîëèìîé. Ìàòåìàòèêàì íàäî áûëî ïðîæèòü 19é âåê,
÷òîáû ïîíÿòü: íàäî ïðîñòî âûéòè â êîìïëåêñíóþ îáëàñòü è ýòó
(êàæóùóþñÿ) îñîáåííîñòü îáîãíóòü!

3.3.2. Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû. Ïîâòîðèìñÿ: ïî ñóùåñòâó
ïîñòðîåííûå îòîáðàæåíèÿ îñóùåñòâëÿþò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òîðàìè è êîìïëåêñíûìè êðèâûìè ðîäà 1.
Äëÿ ïðèäàíèÿ ýòèì ñëîâàì òî÷íîãî ñìûñëà íàïîìíèì íàøè
îáîçíà÷åíèÿ.

Äàíà ðåø¼òêà Λ ⊂ C,

g2 := 60
∑
λ∈Λ̇

1

λ4
, g3 := 140

∑
λ∈Λ̇

1

λ6
.

Àôôèííàÿ êðèâàÿ Ė çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì

y2 = 4x3 − g2x− g3,

à E � çàìûêàíèå ýòîé êðèâîé â ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, ïðè÷¼ì
E = Ė

∐
{O}.

Íà êðèâîé E èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîð-
öèîíàëüíîñòè àáåëåâ äèôôåðåíöèàë áåç ïîëþñîâ. Ôèêñèðóåì
òàêîé äèôôåðåíöèàë

ω :=
dx

y
.
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Òåîðåìà. Ðåø¼òêà ïåðèîäîâ

Λ′ :=

∮
H1(E;Z)

ω

ïðîïîðöèîíàëüíà ðåø¼òêå Λ.
Îòîáðàæåíèå

C
Λ
−→ E : [z]Λ 7→ (1 : ℘Λ(z) : ℘′Λ(z)

)
âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Îáðàòíûì åìó ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå Àáåëÿ-ßêîáè

E −→ C
Λ′

: P 7→
[ ∫ P

O

ω
]

Λ′ .

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðè èñïîëüçîâàíèè íåêîòîðîé òÿæ¼-
ëîé àðòèëëåðèè ïîëó÷àåòñÿ ìãíîâåííî. ×èòàòåëþ ðåêîìåíäóåòñÿ
äî îñâîåíèÿ ýòîé àðòèëëåðèè ïðîðàáîòàòü å¼ íà ïðèìåðàõ, ïîðåøàâ
ïðèëàãàåìûå çàäà÷è.

3.4. Ãðóïïîâàÿ ñòðóêòóðà

3.4.0. Íà òîðå. Ïîñêîëüêó Λ ⊂ C � ïîäãðóïïà, íà ôàêòîðå C
Λ

èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ ñòðóêòóðà ôàêòîð-ãðóïïû.

3.4.1. Íà êóáè÷åñêîé êðèâîé. Íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì
íàçíà÷àåòñÿ O, ãðóïïîâîé çàêîí ⊕ îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî äëÿ
P,R,R ∈ E

P ⊕Q⊕R = O ⇐⇒ P,Q,R êîëëèíåàðíû

Îáâåä¼ííîå â ðàìêó ïðàâèëî äîïîëíÿåòñÿ ñëó÷àÿìè P = Q (êàñà-
íèå) è P = Q = R (ïåðåãèá).

ÇÄÅÑÜ ÁÓÄÅÒ ÊÀÐÒÈÍÊÀ!

Ââåä¼ííàÿ ãðóïïîâàÿ ñòðóêòóðà èìååò ñìûñë íàä ïðîèçâîëüíûì
ïîëåì è íå òðåáóåò åãî àëãåáðàè÷åñêîé çàìêíóòîñòè. (Ïî÷åìó? Ïî
òåîðåìå Âèåòà!). Îíà èíòåíñèâíî èññëåäóåòñÿ íàä êîíå÷íûìè è
íàä ÷èñëîâûìè ïîëÿìè.

Êîììóòàòèâíîñòü îïåðàöèè ⊕ î÷åâèäíà, à àññîöèàòèâíîñòü
ãëóáîêî íåòðèâèàëüíà. Íàä C îíà ìãíîâåííî âûòåêàåò èç òåîðåìû
ñëåäóþùåãî ïîäðàçäåëà, íî ñëåäóåò ëè îòñþäà îáùèé ñëó÷àé?
Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Ëåôøåòöà � äà. Îäíàêî íåçàâèñèìîå äîêàçà-
òåëüñòâî âñ¼ æå æåëàòåëüíî.
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3.4.2. Èçîìîðôèçì. Òåîðåìà Àáåëÿ-ßêîáè äîïîëíÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì ôóíäàìåíòàëüíûì ðåçóëüòàòîì.

Òåîðåìà. Ïîñòðîåííàÿ âûøå (ò. 3.3.2) áèåêöèÿ ìåæäó òî-
ðîì è êóáè÷åñêîé êðèâîé ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ãðóïï.

Êàê è â äðóãèõ ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ, ïîíèìàíèþ äîêàçàòåëü-
ñòâà æåëàòåëüíî ïðåäïîñëàòü ðàçáîð ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.

3.5. Èçîãåíèè ðîäà 1

3.5.0. Íîðìèðîâêà. Áóäåì òåïåðü âûáèðàòü èç êëàññà ïîäîáíûõ
ðåø¼òîê òàêèå, ÷òî 1 ∈ Λ, è ïðåäñòàâëÿòü òàêèå ðåø¼òêè â âèäå

Λ = Zτ + Z.

Âûáåðåì áàçèñ òàê, ÷òîáû

Imτ > 0

Ïåðåîáîçíà÷åíèå:

℘Λ(z) = ℘Zτ+Z(z) =: ℘(z|τ)−−

ôóíêöèÿ äâóõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ (| âìåñòî çàïÿòîé íàïî-
ìèíàåò î òîì, ÷òî ïåðåìåííàÿ τ âîñïðèíèìàåòñÿ êàê ïàðàìåòð �
ýòî, êîíå÷íî, ïñèõîëîãèÿ, à íå ìàòåìàòèêà).

3.5.1. Òî÷êè ïîðÿäêà 2. Äëÿ ëþáîé àáåëåâîé ãðóïïû A ñ
îïåðàöèåé ⊕ è íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì O îáîçíà÷èì ïîäãðóïïó
ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 2

2A := {P ∈ A | P ⊕ P = O}

Â ôóíäàìåíòàëüíîì ïàðàëëåëîãðàììå ñðàçó âèäíû 0 è òðè íåòðè-
âèàëüíûõ òî÷êè ïîðÿäêà 2:

ÇÄÅÑÜ ÁÓÄÅÒ ÊÀÐÒÈÍÊÀ!

Èíà÷å ãîâîðÿ,

2

( C
Zτ + Z

)
= {0, τ

2
,
τ + 1

2
,
1

2
}.

Èç òåîðåìû 3.4.2 ñëåäóåò

2E = {O,℘
(τ

2
|τ
)
, ℘
(τ + 1

2
|τ
)
, ℘
(1

2
|τ
)
}
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Ìîæíî ââåñòè ïåðåîáîçíà÷åíèå

{e1, e2, e3} =: {e01, e10, e11}
ãäå

eab = ℘
(aτ + b

2
| τ
)
äëÿ ab ∈ {01, 10, 11}.

Óðàâíåíèå êðèâîé Ė ïðèíèìàåò âèä

y2 = 4(x− e01)(x− e10)(x− e11)

3.5.2. Èíâîëþöèè è ôàêòîðû ïî íèì. Ïðè âçãëÿäå íà E êàê
íà òîð ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî
• èíâîëþöèé E→ E, îáëàäàþùèõ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè, ìíîãî,
è âñå îíè èìåþò âèä P 7→ P0	P (äëÿ íàøèõ öåëåé îíè íå íóæíû);
• èíâîëþöèé E → E áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê âñåãî òðè, à èìåííî
ñäâèãè íà òî÷êè 2-ãî ïîðÿäêà, òî åñòü îòîáðàæåíèÿ P 7→ P0 ⊕ P ,
ãäå P0 ∈ 2E \ {O}.

Èìåííî ôàêòîðèçàöèè ïî èíâîëþöèÿì áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê
îïðåäåëÿþò òðåáóåìûå íàì 2-èçîãåíèè, è èìåííî îíè ôèãóðèðîâà-
ëè â ëåêöèè 2.

Ïðè âûáîðå îäíîé èç òð¼õ òî÷åê 2-ãî ïîðÿäêà ìîæíî ðóêî-
âîäñòâîâàòüñÿ, íàïðèìåð, î÷åâèäíûìè èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè
íåðàâåíñòâàìè

℘(
i

2
| i) < 0, ℘(

i + 1

2
| i) = 0, ℘(

1

2
| i) > 0.

Ýòî ïðèâîäèò ê âûâîäó î òîì, ÷òî íóæíàÿ íàì òî÷êà 2-ãî ïîðÿäêà
� τ

2
. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ 2-èçîãåíèÿ çàìåíÿåò ðåø¼òêó Zτ + Z íà

Z · 2τ + Z.

ÇÄÅÑÜ ÁÓÄÅÒ ÊÀÐÒÈÍÊÀ!

Ýòî îáúÿñíÿåò ôîðìóëû èç ëåêöèè 2.
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3.6. Î êðèâûõ ðîäà 2

3.6.0. Óëüòðàýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû. Îíè ïîÿâèëèñü â ðà-
áîòàõ [Richelot1836] è [Richelot1837] è èìåëè, êàê áûëî ñîîáùåíî
â ëåêöèè 2, âèä∫ π

2

0

(R2 cos2 ϕ+ S2 sin2 ϕ)dϕ√
(a2 cos2 ϕ+ b2 sin2 ϕ)(c2 cos2 ϕ+ d2 sin2 ϕ)(e2 cos2 ϕ+ f 2 sin2 ϕ)

Òàì æå îáúÿñíÿëîñü èõ ïðåîáðàçîâàíèå ê îáùåìó âèäó èíòåãðàëà
1-ãî ðîäà íà îáøåé êðèâîé ðîäà 2.

3.6.1. Î ÿêîáèàíàõ. Ðîä 1 � åäèíñòâåííûé, íà êðèâûõ êî-
òîðîãî ìîæíî ââåñòè ñòðóêòóðó ãðóïïû. Îäíàêî ñîîòâåòñòâóþùèå
êðèâûì g-ìåðíûå êîìïëåêñíûå òîðû ñóùåñòâóþò äëÿ âñåõ êðèâûõ
ðîäà g ≥ 1.

Â ñëó÷àå ðîäà g > 1 îíè êîíñòðóèðóþòñÿ ïî ðåø¼òêå ïåðèî-
äîâ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ðîäà g = 1. Òàê, äëÿ g = 2 èìååòñÿ äâà
áàçîâûõ äèôôåðåíöèàëà òèïà 3.6.0, êîòîðûå ñëåäóåò ïðîèíòåãðè-
ðîâàòü ïî ÷åòûð¼ì öèêëàì

ÇÄÅÑÜ ÁÓÄÅÒ ÊÀÐÒÈÍÊÀ!

Ïîëó÷åííûå èíòåãðàëû òîæå íàçûâàþò ïåðèîäàìè. Îíè ïî-
ðîæäàþò ðåø¼òêó ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà â C2, ôàêòîð ïî êîòîðîé
è íàçûâàåòñÿ ÿêîáèàíîì êðèâîé.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðèøåëî, îïèñàííûå â ëåêöèè 2, ñîîòâåòñòâó-
þò èçîãåíèÿì ÿêîáèàíîâ, è èòåðàöèè ýòèõ èçîãåíèé îáúÿñíÿþò
ñâåðõñõîäèìîñòü ïðåîáðàçîâàíèé Ðèøåëî.
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