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�� ������� ��� �������
����� ��������� ��� ��������� y2 = x3 + k �� ����� ����� ������� ���

�������� k� ������������ ��������� � ������������ ������� � ���������� ���
�������� ��������� � ����� ��� � � �� ����� ���� �������� � ���������� ��
������ p�

−1 ≡ �modp ⇔ p ≡ 1mod4,

2 ≡ �modp ⇔ p ≡ 1, 7mod8,

−2 ≡ �modp ⇔ p ≡ 1, 3mod8

���������� ������ ������ ��������� ���������

������� ��� ��� �������� y2 = x3 + 7 ��� �� �������� ����������

���������������
������������ ��� ����� ������� (x, y) ����� ���� x ������� �� y2 ≡ 7mod8�

�� 7mod8 �� ������������ ��������� ��������� ���� ���������

y2 = x3 + 7 ⇒ y2 + 1 = x3 + 8 = (x+ 2)(x2 − 2x+ 4)

������ ����������� ����������� ��� (x − 1)2 + 3� ��������� x �������� ��
(x − 1)2 + 3 ≡ 3mod4� ������ � ��� ���������� �� ������� ���� ���� �� ����
������������ ������� ������� �� �������� ������� ���� p ≡ 3mod4� ���������
p|x2 − 2x + 4� �� p|y2 + 1� ������� −1 ≡ �modp� ��� ������������ ����� ���
p ≡ 3mod4� ���� ����� ���������� ������� �������

���� � ������ ������� ���������� ������ ����������� x + 2� ��� ��� x
��������� � y � ������� ��� ��������� ��������� x3 ≡ xmod4� ��������� ���
0 ≡ x+3mod4� ������� x ≡ 1mod4� ������� x+2 ≡ 3mod4� ����� ����� x+2 > 0�
��� ��� ����� x3 + 7 < −1� ��� ������������ ����� ��� ��� ������ ��������
���� ��� ������������ � ����� ������� � �� ������ �� �� � ��� ���������� ��
������� ���� ������� � ���� ���������� ������� ����� −1 ≡ �modp� �

��������� y2 = x3 − 6 ���������� ��������� 2 ≡ �modp ⇔ p ≡ 1, 7mod8�
�� � �������� ������ ��������
��������� ������ �� ��������� ��������� � �������� ���� �������������

�������� �������� ���������� ��� ���������� �� �������� ������� ��� ����
���� ���������� � ������� �� ���� ����������
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������� ��� ��������� y2 = x3 + 16 ����� ��� ����� �������� ��� �� � ���
����

��� ������ ��������� �������� ����� �������� ������� ���� ���������
� ��������� ���� x3 = (y − 4)(y + 4)� ���� y �������� �� (y + 4, y − 4) = 1�
��� ��� �� ����� ���� ����� ���������� ������� ��� ����������� ��������
������� ��� ���������� �� �� �� ������ �� ������� ������� y ������ ����� � x
������

������ ����� y2 = x3 + 16 ������� �� �� ������ � ����� y� ������� y = 4y��
����� 4|x� ����� ������� x = 4x�� ������ y�2 = x�3 + 1� ������� y� ��������
������� y� = 2m + 1 � ������� m2 +m = x�3� ��� ��� m2 +m = m(m + 1) �
(m,m+1) = 1� �� � m� � m+1 �������� ������� � ����������������� ������
�������� ������ ��� �� �� ������� ���� �� ���� ����� ����� ��� ����� x ����
����� � y = ±4�

����� ����� ������������ ������������ � Z[i] � Z[
√
−2]�

������� ��� ������������ ������ ��������������� ��������� y2 = x3 − 1
��� ���� ������

����� �� � ������ ������� �������� �������� ����� x ������ ����� y2 + 1
������� �� �� �� ������� ������ �� ����� ����� ������� �� ��� ������� �� ��
�������������� x �������� � y ������

�������
x3 = y2 + 1,

� Z[i] ���� ����������

x3 = (y + i)(y − i).

���� ��� ����������� ������ ������� ������ � Z[i]� ����� ��� ��� ���� �
��������� �� ��������� �� ������� ��������� ������ ����� ����� � Z[i] ���
������� �������� ������ �� � 13� �� � ����3� � � ����3 � �� � �3�� ������� �� �����
������� � ����� ����� �������� ��� y+ i � y− i ������� ������� ��������� ���
��� ���� �����

����������� ��������� ��� y + i � y − i ������� ������� ����������
������������ �����

�������
y + i = (m+ ni)3

�������� ��� � �������� �� ������������ � ������ ������

y = m(m2 − 3n2), 1 = n(3m2 − n2)

������� n = ±1�
���� n = 1� �� 3m2 = 2� ��� ������ ���� n = −1� �� m = 0� ������ y = 0 �

x = 1�
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������� ��� ������������ ������ ��������������� ��������� y2 = x3 − 2
��� ���� ���±���

����� � ��� ���� ����� �������� ��������� ��� x ��������� ����� � y ����
��������� ������� ��������� ���

x3 = (y +
√
−2)(y −

√
−2)

��� ����������� � ������ ����� ������� ������ � ������ Z[
√
−2]� ��������

������� ����� � ��� ���� ����� ��������� ������ �� ����� � ����� �� ���������
���� 2

√
−2� ������� N(�) ����� � � ����� �������� � � ������ �������� �����

y2 + 2� �� ��� �������� ������� � �������� ���������� ������������ ��� ���
��������� ���� �� ��������� �� �������� ������� ��� ±1� ����� �������
y +

√
−2 = (m+ n

√
−2)3� �������� n = ±1� � ������������ ��� ������� �����

���� ��������

��������� ��� �� �� ���� ������� ���� ����������� ���������� �� ������
����� ��������� ��� ��� � Z[

√
−3]�

���������� ������ ��������� y2 = x3 + 1� ���� ��������� ������� �������
��� ± ��� ��� ± ���

�������� x3 = (y + 1)(y − 1)� ����� ������� ��� (y − 1, y + 1) = 1 ��� ��
���� y ������ �� ����� ��� ����������� ����� ������������ �� �� ��������
������� ���� ���

���� �� y �������� �� (y−1, y+1) = 2� ��� ��� ��������� ����� y ���������
���� ��������� �� ����� �������� ��� y ≡ 1mod4� ����� (x

2
)3 = y+1

2
· y−1

4
�

���������� ����������� ��������� ��� ��� ����������� ����

y + 1

2
= a3,

y − 1

4
= b3

� a3−2b3 = 1� ���� ������� ����� � �������� �� �������� ��������� ��� ������
������� ���� � ������� ��� �� ��������

��������� ��� ��������� ���� a3−2b3 = 1 �������� ������� ������� �����
����� ���� � ������� ���� ������ ���� �� � ��������� �������� ��� ��������
���� ������ �� ��� ������� �������

x/y − 3
√
2 = 1/(y(x2 +

3
√
2xy +

3
√
4y2)

�� ��� ������� |y| ��������� ������ ������������ ������� 1/|y|3� ��� ���
���� � ����� ��������� ���������� ����� �������� �� ��� ������������ �����
������� ���

|p/q − α| < c/|q|κ
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������� ������� �����

������������ ������

������� ���������� ��������� y2 = x3 + 16� ����� ������� �� �������
���± ��� ������������ ������ ������������ ���� ����� ���� ��� �������� ���
����� ���� �������� ��� ���� a3 + b3 = c3 � ���������� ������� �� x = 4bc/a2

� y = 4(a3 + 2b3)/a3 ������������� y2 = x3 + 16� ���� x = 0� ��� ����� �������
������� ����� ��� ���������� ����

��� ������� �������� � ��������� ���

������� ��� ��������� ����� ��� ��������� d �= 0 ��������� y2+d = x3 �����
�������� ����� ����� ��������

������� ��� ��� ��������� d �= 0 ��������� y2 + d = x3 �������� � �������
��������� ����� ��������� ���� f(x, y) = 1� ��� f � �������� ���������� ����� �
������ ��������������� ����� ����� ����� ����� ���� ����� ���� �����
�����
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�������� �����

�������� ����� � ��������� �� ���� ����������� ����� ��� ����� �����
������� n

anX
n + an−1X

n−1Y + ...+ a0Y
n

���������������� ��� �������� ����� ���������� ��������������� ����
���������� ����� p, q, r, s � ps− qr = 1� ��� g(X, Y ) = f(pX + qY, rX + sY )�

������ ����������� ���� �������� ����� ����������� ��������� �� ���
����������� ����� ������� ����������� ��� ��������� �������������� �����
������������

�������� ���������������� ������� ������������ ������ �������� ���

D = a2n−2
n

�

i>j

(αi − αj)
2,

��� αi � ����� ���������� f(x, 1)� ����� ��������� ��� � ����� ����������
����� �������������

� �������� ������������ ����� aX2 + 2bXY + cY 2 ������������ D =
4(b2− ac)� � �������� ���������� ����� aX3+3bX2Y +3cXY 2+ dY 3 �������
������D = 27(−a2d2+6abcd+3b2c2−4ac3−4db3)� ��� ������������ ����������
��� ������������ � ���������� ����� ��� ��������� ����� �� ��� ���

I2 = a0a4 − 4a1a3 + 3a22

I3 = a0a2a4 − a0a
2
3 − a21a4 + 2a1a2a3 − a32

� ������������ D = 27(I22 − 27I33 )�

������� ��� ����� ������� ��������������� �������� ����� ���� ��������
������� � ������������� ��������

�������� � ������������ ���������� ����
f(X, Y ) = aX3+3bX2Y+3cXY 2+dY 3� �������� ������ ������� �����������

�������

H(X, Y ) = − 1

36
(fxxfyy − fxyfyx) = (b2 − ac)x2 + (bc− ad)xy + (c2 − bd)y2

��������� ����� ���������� ����� G(x, y) = 1
3
(fxHy − fyHx)�

��� ����� ���������� ������������
������ � ������� �������� ������������D = 27D1� ���D1 = −a2d2+6abcd+

3b2c2 − 4ac3 − 4db3� �������� ��� ������������ H ����� −D1�
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����������� ����

G2 +D1f
2 = 4H3

������� ������� ��� ���� f �������� ���������� ����� � D1 = 4k� ���
��� ��� f(x0, y0) = 1� �� ��������� �������� y2 + k = x3 ����� �������
y = G(x0, y0)/2, x = H(x0, y0)� �������� ���� ������

����������� ���� ���������� ��������� y2 + k = x3 � ����� ��� �����
������� p, q� ����� ���������� ����� f(x, y) = x3−3pxy2+2qy3 ����� D1 = 4k
� p = H(1, 0), q = G(1, 0)/2� ����� ����� H(X, Y ) = pX2−2qXY +p2Y 2� ���� H �
������ ������ ������ G(X, Y ) = 2(−qX3+3p2X2Y −3pqXY 2+(−p3+2q2)Y 3)�
���� G(X, Y )/2 ����� ������

�������������� �������� ������ ���������� ��� ������ ����� ������ �����
����� �������� ���������� ����� ������� � ������ ������ ���������������
���������� ���� � �������������� ���k� ��� ������ �� ��� ���� ������
f(x, y) = 1� ��� ���������� ��������� ���� ������� ��� ����������� ��� � ����
�������� ����� �������� �� ������� �� ����� ������� � � ��������� ���������

��������� ���

����� F ����� �������� ����� � m ��������� ������ ���������

F (x, y) = m,

��� x, y ∈ Z ���������� ��������� ����

������� ���� ������ ����� ����� F ����� �������� ������ ����� ��� F (x, 1)
����� �� ����� ���� ��������� ������ ����� ��������� F (x, y) = m ����� ���
������ ����� ��������

������ ������������� ���������� �����������
�������������� ���� ������� �������� �� ����������� ������������ �

�� ������� ��� ��� � ����� ������ ������ �� �� ���������� ����� �������
�������

���������� ��������� ���� x3 − by3 = c� ��� b, c ∈ Z∗ � b �� �������� �����
������� ����� �������� ��� ������������ ������������� ����� β = 3

√
b�

������� (x− yβ)(x2 + xyβ + y2β2) = c�
����� �������� x2 + xyβ + y2β2 ≥ 3

4
β2y2� �������� ��� �� ����� �� �����

������ ������� ��� y = 0�
���� y �= 0� ��

(x− yβ) =
c

x2 + xyβ + y2β2
≤ c

3
4
β2y2

=
4c

3β2y2

��������� ��������������� ����� ������� ��������
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|x
y
− β| ≤ 4c

3β2
| 1
y3

|

��� ���������� ��������� ��� ����� ��� (x, y)� ��������������� ��������
���� ���� �������� ��� ������� �� ����������� �������������� �� ��������
� ���� ������

������� �����

������� ���� ���������� ��������� �������� y2 = x3 + k� ���� k �� �����
������ �������� � ���������� �� �������� �� ����� � ��� ����� � ���������
����� ������������ ������� (r, s)� ����� ��� rs �= 0� �� ������� ����������
����� ������������ ��������

���� ��� ����� ������������
���������� ����

x = r + z, y = s+ 3r2z/2s

������������ ��� (x, y) �������� ����� z = 9r4/4s2 − 3r�
���� x = 0� �� ��������� ��� k = t6� ���� ���� �� ������ ������������

�������� �� ������ 2n ����� ��������� ��� y �= 0� � ��� ������ ���� k �= 1
��� �����


