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Чтение: Conrad’s lecture notes

1. По методу контурного интегрирования, мы нашли∣∣∣∣∫ R

−R

dx

x2 + 1
− π

∣∣∣∣ ≤ πR

R2 − 1
,

или эквивалентно, ∣∣∣∣∫ R

0

dx

x2 + 1
− π

2

∣∣∣∣ ≤ πR

2(R2 − 1)
.

Оценка убывает как (π/2)(1/R) при R→∞. Докажите более сильную оцен-
ку ∣∣∣∣∫ R

0

dx

x2 + 1
− π

2

∣∣∣∣ ≤ 1

R

без контурного интегрирования. (Подсказка: Разность в левой части нера-
венства равна

∫∞
R
dx/(x2 + 1).)

2. Пусть f(s) =
1

s4 + 1
. Знаменатель зануляется в 4 точках ±1± i√

2
.

a) Проверьте, что Ress=(1+i)/
√
2 f(s) =

−1− i
4
√
2

и Ress=(−1+i)/
√
2 f(s) =

1− i
4
√
2

.

б) Докажите, что
∫ ∞
−∞

dx

x4 + 1
=

π√
2

используя теорему вычетов.

3. Докажите, что для c > 0, x > 0, и такого n ∈ Z+, что n ≥ 2,

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

xs

sn
ds =

(lnx)n−1/(n− 1)!, если x ≥ 1,

0, если 0 < x < 1.

В Вашем решении, найдите верхние оценки на∣∣∣∣∫ c+iT

c−iT

xs

sn
ds− (lnx)n−1

(n− 1)!

∣∣∣∣ ,
когда x > 1 и ∣∣∣∣∫ c+iT
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xs

sn
ds

∣∣∣∣ ,



когда 0 < x ≤ 1. Оценки должны стремятся к нулю при T →∞.


