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Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

0.1 Îáîçíà÷åíèÿ è îáùèå íàïîìèíàíèÿ

• rns � t1, 2, . . . , nu : êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èç n ýëåìåíòîâ.

• Σn : ìíîæåñòâî (ãðóïïà) ïåðåñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ. Ïî îïðåäåëåíèþ, ïåðåñòà-
íîâêà σ P Σn � ýòî áèåêöèÿ σ : rns Ñ rns.

• Îáðàòíàÿ ïåðåñòàíîâêà σ�1 � ýòî áèåêöèÿ, îáðàòíàÿ ê σ.

• Ïåðåñòàíîâêè ìîæíî óìíîæàòü ïóòåì âçÿòèåì êîìïîçèöèè. Ïî îïðåäåëåíèþ,
ïðîèçâåäåíèåì στ ïåðåñòàíîâîê σ : rns Ñ rns è τ : rns Ñ rns íàçûâàåòñÿ áèåêöèÿ

στ : rns
τ
Ñ rns

σ
Ñ rns.

• Òðàíñïîçèöèåé pi, jq íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà, ìåíÿþùàÿ ìåñòàìè ýëåìåíòû i, j P
rns, è ñîõðàíÿþùàÿ âñå îñòàëüíûå. Ëþáóþ ïåðåñòàíîâêó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðàíñïîçèöèé (óïð.). Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íå åäèíñòâåííî.

• p�1qσ : çíàê ïåðåñòàíîâêè σ. Ïî îïðåäåëåíèþ, çíàê ïåðåñòàíîâêè ðàâåí �1, åñëè
ðàçëîæåíèå ïåðåñòàíîâêè â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé ñîäåðæèò ÷åòíîå ÷èñëî
òðàíñïîçèöèé, è �1, åñëè íå÷åòíîå. Îïðåäåëåíèå êîððåêòíî.

• Z2 : ãðóïïà èç äâóõ ýëåìåíòîâ Z2 � t�1,�1u � Z{2Z.

0.2 Íàïîìèíàíèÿ ïðî âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè

• Ïîäìíîæåñòâî A � Rn íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x1, x2 P
A, âåñü îòðåçîê rx1, x2s ëåæèò â A.

• Ïîäìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè îíî ëåæèò âíóòðè íåêîòîðîãî
êóáà (èëè øàðà).

• Ïóñòü x1, . . . , xm P Rn íàáîð òî÷åê (âåêòîðîâ). Âûïóêëîé êîìáèíàöèåé ýòèõ òî÷åê
íàçûâàåòñÿ òî÷êà

°m
i�1 λixi, ãäå λi ¥ 0 è

°m
i�1 λi � 1. Ýòî ìîæíî ïîíèìàòü êàê

öåíòð ìàññ ñèñòåìû òî÷åê, åñëè òî÷êå xi ïðèïèñàíà ìàññà λi.

• Ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ âûïóêëûõ êîìáèíàöèé íàáîðà òî÷åê tx1, . . . , xmu íà-
çûâàåòñÿ åãî âûïóêëîé îáîëî÷êîé, îáîçíà÷åíèå convpx1, . . . , xmq. Ãîâîðÿ èíà÷å,
âûïóêëàÿ îáîëî÷êà � ýòî íàèìåíüøåå ïî âêëþ÷åíèþ âûïóêëîå ìíîæåñòâî, êî-
òîðîå ñîäåðæèò çàäàííûé íàáîð òî÷åê.

• Åñëè L : Rn Ñ Rk ëèíåéíîå (èëè àôôèííîå) îòîáðàæåíèå, è x1, . . . , xm P Rn, òî
èìååì

Lpconvpx1, . . . , xmqq � convpLpx1q, . . . , Lpxmqq. (0.1)

2



• (Àôôèííûì) ïîëóïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî òî÷åê âèäà

tx P Rn | xa, xy ¤ cu,

ãäå a P Rn, c P R çàäàííûå âåêòîð è ÷èñëî (a íàçûâàåòñÿ íîðìàëüþ, à c îïîðíûì
ïàðàìåòðîì ïîëóïðîñòðàíñòâà).

Îïðåäåëåíèå 0.1. Âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì íàçûâàåòñÿ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà êî-
íå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê â Rn.

Îïðåäåëåíèå 0.2. Âûïóêëûì ïîëèýäðîì íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà
ïîëóïðîñòðàíñòâ â Rn. Âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì íàçûâàåòñÿ ïîëèýäð, ÿâëÿþùèéñÿ
îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì.

• Ýòè îïðåäåëåíèÿ âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà ýêâèâàëåíòíû, ÷òî, âïðî÷åì, åñòü
íåòðèâèàëüíîå óòâåðæäåíèå. Âòîðîå îïðåäåëåíèå îïèñûâàåò ìíîãîãðàííèê ñ ïî-
ìîùüþ ñèñòåìû àôôèííûõ íåðàâåíñòâ xai, xy ¤ ci, çàäàþùèõ ïîëóïðîñòðàíñòâà.

• Åñëè íè îäíà èç òî÷åê xi íå ëåæèò â âûïóêëîé îáîëî÷êå âñåõ îñòàëüíûõ, òî âñå
òî÷êè xi ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ìíîãîãðàííèêà convtxiu.

• Åñëè îòáðàñûâàíèå ëþáîãî èç íåðàâåíñòâ xai, xy ¤ ci ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ìíî-
ãîãðàííèêà, çàäàííîãî ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ, òî ïîëàãàÿ xai, xy � ci ìû ïîëó÷èì
ãèïåðãðàíü ìíîãîãðàííèêà (ò.å. â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî ãèïåðãðàíåé ñîâïàäàåò ñ
÷èñëîì íåðàâåíñòâ).

0.3 Íàïîìèíàíèÿ ïðî ìàòðèöû

Âåçäå äàëåå k îáîçíà÷àåò ëèáî ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R, ëèáî ïîëå êîìïëåêñíûõ
÷èñåë C. Äðóãèõ ïîëåé íå áóäåò. Ýëåìåíòû ïîëÿ íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè èëè ñêàëÿðàìè.

• Ìàòðèöåé m� n íàä ïîëåì k íàçûâàåòñÿ òàáëèöà ñ m ñòðîêàìè è n ñòîëáöàìè,
çàïîëíåííàÿ ÷èñëàìè èç ïîëÿ k. Îáîçíà÷åíèå

A � pai,jq �

�
����
a1,1 a1,2 � � � a1,n

a2,1 a2,2 � � � a2,n
...

...
. . .

...
am,1 am,2 � � � am,n

�
���

• Ìàòðèöû îäíîãî ðàçìåðà ìîæíî ñêëàäûâàòü, âû÷èòàòü è óìíîæàòü íà ÷èñëà èç
k åñòåñòâåííûì îáðàçîì.

• Åñëè A � pai,jq, òî òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ AJ � paj,iq.
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• Åñëè A ìàòðèöà ðàçìåðà m�n, à B ìàòðèöà ðàçìåðà n�k, òî îïðåäåëåíî ïðîèç-
âåäåíèå C � AB. Ýòî ìàòðèöà ðàçìåðà m� k, ýëåìåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ
ïî ïðàâèëó

ci,j �
ņ

s�1

ai,sbs,j.

• Ìàòðèöà E �

�
����

1 0 � � � 0

0 1
...

...
. . . 0

0 � � � 0 1

�
��� íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé. Îáû÷íî èç

êîíòåêñòà ïîíÿòíî, î êàêîì ðàçìåðå åäèíè÷íîé ìàòðèöû èäåò ðå÷ü.

Óïðàæíåíèå 0.3. A � E � E � A � A, ApBCq � pABqC, ApB � Cq � AB � AC.

• Äëÿ ìàòðèöû A P Mnpkq îáðàòíîé ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà
B PMnpkq, òàêàÿ ÷òî AB � BA � E. Åñëè îáðàòíàÿ ìàòðèöà ñóùåñòâóåò, òî îíà
åäèíñòâåííà. Îáîçíà÷åíèå: A�1.

• Ìàòðèöû-ñòîëáöû ðàçìåðà 1 � n áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ âåêòîðàìè èç àðèô-
ìåòè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà kn. Êîãäà ðå÷ü èäåò ïðî âåêòîð v P kn,
çàïèñü v � 0 îçíà÷àåò, ÷òî âñå êîîðäèíàòû âåêòîðà v (ò.å. âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû-
ñòîëáöà) ðàâíû íóëþ. Ñîîòâåòñòâåííî, v � 0 îçíà÷àåò, ÷òî õîòÿ áû îäíà êîîðäè-
íàòà íå ðàâíà íóëþ.

• Ìíîæåñòâî âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàçìåðà n�n íàä ïîëåì k áóäåì îáîçíà÷àòü
Mnpkq.

• Åñëè A PMnpkq êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, v P kn âåêòîð, òî îïðåäåëåí âåêòîð Av P kn
(âûðàæåíèå ñëåâà � ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö). Òàêèì îáðàçîì
ìàòðèöû ìîæíî ïîíèìàòü êàê îïåðàöèè, êîòîðûå ïðèíèìàþò íà âõîä âåêòîð èç
kn è äàþò íà âûõîäå âåêòîð èç kn:

A : kn Ñ kn

Ýòè îïåðàöèè îáëàäàþò ñâîéñòâîì ëèíåéíîñòè: A � pv1�v2q � Av1�Av2, Apλvq �
λAv. Òàêèå îïåðàöèè íàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè.

Óïðàæíåíèå 0.4. Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö ñîîòâåòñòâóåò êîìïîçèöèè îïåðàòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå 0.5. Îïðåäåëèòåëåì êâàäðàòíîé ìàòðèöû A � pai,jq P Mnpkq íàçûâà-
åòñÿ ÷èñëî

detA �
¸
σPΣn

p�1qσa1,σp1qa2,σp2q � � � an,σpnq P k

Äèàãîíàëüþ íàçûâàåòñÿ âåêòîð pa1,1, a2,2, . . . , an,nq
J P kn. Ñëåäîì êâàäðàòíîé ìàòðèöû

íàçûâàåòñÿ ÷èñëî trA �
°
iPrns ai,i P k, ò.å. ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.
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Óïðàæíåíèå 0.6. detpABq � detA � detB.

Óïðàæíåíèå 0.7. detA�1 � 1
detA

Óïðàæíåíèå 0.8. trpABq � trpBAq.

Óïðàæíåíèå 0.9. Äëÿ ìàòðèöû A PMnpkq ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû: (1) ñóùå-
ñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà A�1; (2) detA � 0; (3) íå ñóùåñòâóåò òàêîãî âåêòîðà v P kn,
÷òî v � 0, íî Av � 0; (4) ñòîëáöû ìàòðèöû A îáðàçóþò áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
kn.

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ëþáîìó èç ýòèõ óñëîâèé, íàçûâàåòñÿ íåâû-
ðîæäåííîé ìàòðèöåé.

Îïðåäåëåíèå 0.10. Ïóñòü ìàòðèöà A P Mnpkq, âåêòîð v P kn è ñêàëÿð λ P k óäîâëå-
òâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ Av � λv, è ïðè ýòîì v � 0. Òîãäà λ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì ìàòðèöû A, à v � ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùèì
ýòîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ.

Ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäàííîìó
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ, (è äîáàâëåííûé íóëåâîé âåêòîð, êîòîðûé ìû ñîáñòâåííûì
âåêòîðîì ôîðìàëüíî íå ñ÷èòàåì) îáðàçóåò âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â kn. Îíî íà-
çûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ.

Óïðàæíåíèå 0.11. Åñëè λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A, òî detpλE � Aq � 0.

• Äëÿ ôèêñèðîâàííîé ìàòðèöû A P Mnpkq âûðàæåíèå P pλq � detpxE � Aq ÿâëÿ-
åòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n. Îí íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì
ìàòðèöû A. Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A � ýòî êîðíè õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà. Èõ íå áîëåå n øòóê.

Óïðàæíåíèå 0.12. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå íàáîðó ïîïàðíî ðàçëè÷-
íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

• Ñîïðÿæåíèåì ìàòðèöû A PMnpkq íà îáðàòèìóþ ìàòðèöó C íàçûâàåòñÿ îïåðà-
öèÿ ïåðåõîäà ê ìàòðèöå CAC�1.

Óïðàæíåíèå 0.13. Äîêàæèòå, ÷òî ó ìàòðèö A è CAC�1 îäíè è òå æå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ.

• Äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé diagpa1, . . . , anq íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé íà äèà-
ãîíàëè ñòîÿò ÷èñëà a1, . . . , an, à âíå äèàãîíàëè íóëè.

• Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû diagpa1, . . . , anq � ýòî ÷èñëà a1, . . . , an.

Óòâåðæäåíèå 0.14. Äîïóñòèì ó ìàòðèöû A P Mnpkq åñòü n ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1, . . . , λn. Òîãäà ìàòðèöà A ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

A � CDC�1, (0.2)

ãäå D � diagpλ1, . . . , λnq, à C � ýòî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, â ñòîëáöàõ êîòîðîé çàïè-
ñàíû ñîáñòâåííûé âåêòîðû (êàêèå-íèáóäü), ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷å-
íèÿì λ1, . . . , λn.
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Óïðàæíåíèå 0.15. Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå.

• Ìàòðèöà C íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëèçóþùåé ìàòðèöåé äëÿ ìàòðèöû A. Çàäà÷à ïî-
èñêà ïðåäñòàâëåíèÿ 0.2 íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé äèàãîíàëèçàöèè ìàòðèöû. Òàêèì
îáðàçîì, ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ïîèñêà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîá-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ.

• Äëÿ çàäàííûõ ÷èñåë λi è ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ vi ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ ìàòðèöà, èìåþùàÿ ñîáñòâåííûå ÷èñëà λi è ñîáñòâåííûå âåêòîðû vi,
÷òî ëåãêî ñëåäóåò èç (0.2).

Óïðàæíåíèå 0.16. trA �
°n
i�1 λi.

Äàëåå ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà âåùåñòâåííûõ ìàòðèöàõ.

Îïðåäåëåíèå 0.17. Ïóñòü A P MnpRq. Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, åñëè
AJ � A. Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè AAJ � AJA � E.

• Ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö ðàçìåðà n îáîçíà÷àåòñÿ Symn, à ìíîæåñòâî
îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö îáîçíà÷àåòñÿ Opnq.

• Äëÿ A P Opnq âûïîëíåíî A�1 � AJ.

Óïðàæíåíèå 0.18. Äîêàçàòü, ÷òî ñòîëáöû îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû îáðàçóþò îðòî-
ãîíàëüíûé áàçèñ. È íàîáîðîò. (Îðòîãîíàëüíûé áàçèñ: êàæäûé âåêòîð áàçèñà èìååò
äëèíó îäèí, è îíè ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, ò.å. ïîïàðíûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ
ðàâíû 0).

Óïðàæíåíèå 0.19. Åñëè A,B P Opnq, òî AB P Opnq è A�1 P Opnq. Îðòîãîíàëüíûå
ìàòðèöû îáðàçóþò ãðóïïó ïî óìíîæåíèþ.

Óòâåðæäåíèå 0.20. Ëþáàÿ ñèììåòðè÷íàÿ âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà A P Symn èìååò
âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è äèàãîíàëèçóåòñÿ ïîñðåäñòâîì îðòîãîíàëüíîé
ìàòðèöû, ò.å. ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå

A � CDC�1 � CDCJ, (0.3)

ãäå D � diagpλ1, . . . , λnq, à C P Opnq. Èíûìè ñëîâàìè, ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà
ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû.

Åñòü êîìïëåêñíûé àíàëîã ýòîãî óòâåðæäåíèÿ. Ìàòðèöà A PMnpCq íàçûâàåòñÿ ýð-
ìèòîâîé, åñëè AJ � Ā. Ìàòðèöà A P MnpCq íàçûâàåòñÿ óíèòàðíîé, åñëè AJĀ � E.
Ìíîæåñòâî ýðìèòîâûõ ìàòðèö : Hermn, ìíîæåñòâî óíèòàðíûõ ìàòðèö : Upnq. Óíè-
òàðíûå ìàòðèöû îáðàçóþò ãðóïïó ïî óìíîæåíèþ. Ëþáàÿ ýðìèòîâà ìàòðèöà èìååò
âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, è äèàãîíàëèçóåòñÿ ïîñðåäñòâîì óíèòàðíîé ìàò-
ðèöû:

A � CDC�1, ãäå C P Upnq ñ C�1 � C
J
. (0.4)
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• Íà äèàãîíàëè ýðìèòîâîé ìàòðèöû ñòîÿò âåùåñòâåííûå ÷èñëà.

• Ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñèììåòðè÷íîé âåùåñòâåííîé èëè ýðìèòîâîé
êîìïëåêñíîé ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì.

Óïðàæíåíèå 0.21. Åñëè ìàòðèöà A èìååò áëî÷íûé âèä

A �

�
���
� �
� �

0

0 � �
� �

�
��

òî ñïåêòð A åñòü îáúåäèíåíèå ñïåêòðîâ åå áëîêîâ.
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Ðèñ. 1: Ïåðìóòîýäð Peb ïðè b � p1, 2, 3q

1 Ëåêöèÿ 1: Ïåðìóòîýäð è ïðîñòðàíñòâà ìàòðèö

1.1 Ïåðìóòîýäð

Êîíñòðóêöèÿ 1.1. Ïóñòü b � pb1, . . . , bnq P Rn � íàáîð ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ: b1   b2   � � �  
bn. Ðàññìîòðèì â Rn âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê

Peb � convtpbσp1q, . . . , bσpnqq | σ P Σnu

Îí íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûì ìíîãîãðàííèêîì, èëè ïåðìóòîýäðîì.

Óïðàæíåíèå 1.2. • Åñëè px1, . . . , xnq P Peb, òî pxσp1q, . . . , xσpnqq P Peb

• Ïóñòü x1 ¤ � � � ¤ xn. Òîãäà px1, . . . , xnq P Peb â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
âûïîëíåíà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

xn ¤ bn;

xn�1 � xn ¤ bn�1 � bn;

xn�2 � xn�1 � xn ¤ bn�2 � bn�1 � bn;

� � �

x1 � x2 � � � � � xn � b1 � b2 � � � � � bn;

Ýòî ïîçâîëÿåò çàäàòü Peb ïðè ïîìîùè ñèñòåìû íåðàâåíñòâ.
Âèäíî, ÷òî dim Peb � n� 1, ïîñêîëüêó ïåðìóòîýäð ëåæèò â ãèïåðïëîñêîñòè

°
xi �°

bi � const. Êîìáèíàòîðíàÿ ñòðóêòóðà ýòîãî ìíîãîãðàííèêà íå çàâèñèò îò âûáîðà b;
ìû îáñóäèì ýòó ñòðóêòóðó âî âòîðîé ëåêöèè. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íàì áóäåò âàæíà
òîëüêî êîìáèíàòîðíàÿ ñòðóêòóðà, ïåðìóòîýäð áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ Pen�1. Çàìå÷àòåëü-
íûå ñâîéñòâà ïåðìóòîýäðà ìû áóäåì ðàñêðûâàòü ïîñòåïåííî, êàæäûé ðàç ïðèëàãàÿ
èõ êàê èññëåäîâàíèþ ïðîñòðàíñòâ ìàòðèö.
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Ðèñ. 2: Ïåðìóòîýäð Peb ïðè b � p1, 2, 3, 4q

1.2 Ìàòðèöû

Ïóñòü λ îáîçíà÷àåò íàáîð ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë λ1   λ2   � � �   λn.
Â êóðñå íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü âîïðîñû âðîäå ñëåäóþùèõ:

• Êàêóþ ñòðóêòóðó èìååò ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö, èìå-
þùèõ ñïåêòð λ? Òàêîå ìíîæåñòâî áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì èçîñïåêòðàëüíûõ
ìàòðèö è îáîçíà÷àòü Mλ.

• Êàêóþ ñòðóêòóðó èìååò ìíîæåñòâî èçîñïåêòðàëüíûõ ìàòðèö, èìåþùèõ íóëè íà
çàäàííûõ ïîçèöèÿõ?

Âîêðóã ýòèõ âîïðîñîâ èìååòñÿ ìíîãî ðàçíîîáðàçíîé òåîðèè, ñâÿçàííîé ñ ðàçíû-
ìè îáëàñòÿìè ìàòåìàòèêè, òàê è ìíîæåñòâî îòêðûòûõ âîïðîñîâ. Íà ïåðâûé âîïðîñ,
îäíàêî, ìîæíî äàòü äîâîëüíî áûñòðûé îòâåò.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïîëíûì ôëàãîì â Rn íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âëîæåííûõ âåêòîð-
íûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

t0u � Π0 � Π1 � Π2 � � � � � Πn � Rn,

ãäå dim Πs � s.

Óòâåðæäåíèå 1.4. Ïðîñòðàíñòâî Mλ ãîìåîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó FnpRq ïîëíûõ
ôëàãîâ â Rn.

9



П0

П1
П2

Ðèñ. 3: Ñåâåðîêîðåéñêèé ïîëíûé ôëàã â R3

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû A P Mλ âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïîïàðíî
ðàçëè÷íû. Ïóñòü v1, . . . , vn P Rn � ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèÿì λ1, . . . , λn. Ñîïîñòàâèì ìàòðèöå A ïîëíûé ôëàã

xv1y � xv1, v2y � � � � � xv1, . . . , vny.

Â îáðàòíóþ ñòîðîíó: ñîïîñòàâèì ïîëíîìó ôëàãó

Π1 � Π2 � � � � � Πn � Rn

íàáîð âåêòîðîâ v1, . . . , vn P Rn, òàêèõ ÷òî v1 ïîðîæäàåò Π1, v2 ïîðîæäàåò îðòîãîíàëü-
íîå äîïîëíåíèå äî Π1 â Π2, v3 ïîðîæäàåò îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå äî Π2 â Π3, è ò.ä.
Äàëåå ïîñòðîèì ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè λi è ñîáñòâåííûìè
âåêòîðàìè vi. Òóò áûëà íåîäíîçíà÷íîñòü â âûáîðå ïîðîæäàþùèõ âåêòîðîâ: êàæäûé
âåêòîð vi îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà íåíóëåâóþ êîíñòàíòó. Îäíàêî òà
æå ñàìàÿ íåîäíîçíà÷íîñòü âîçíèêàåò è ó ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû. Çíà÷èò ìû
ïîëó÷èëè áèåêöèþ è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå åñòü è â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå: ïðîñòðàíñòâî MλpCq èçîñïåêòðàëüíûõ
ýðìèòîâûõ ìàòðèö ãîìåîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó FnpCq ïîëíûõ êîìïëåêñíûõ ôëàãîâ â
Cn. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîå.

Ïðîñòðàíñòâà ïîëíûõ ôëàãîâ � õîðîøî èçó÷åííûé îáúåêò â òîïîëîãèè, íàïðèìåð,
FnpRq ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå áàøíè ðàññëîåíèé ñ èçâåñòíîé îáùåé áàçîé è ñëîÿìè:

FnpRq � F1,2,...,n
RP 1

Ñ F2,3,...,n
RP 2

Ñ F2,3,...,n Ñ � � �
RPn�2

Ñ RP n�1

Çäåñü Fi1,...,is � ïðîñòðàíñòâî ÷àñòè÷íûõ ôëàãîâ, òî åñòü ôëàãîâ, ñîñòîÿùèõ èç âåê-
òîðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ðàçìåðíîñòåé i1, . . . , is. Àíàëîãè÷íàÿ áàøíÿ ðàññëîåíèé åñòü
è â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå. Ïîäðîáíåå ìû ïðî ïðîñòðàíñòâà ôëàãîâ çäåñü ãîâîðèòü íå
áóäåì.
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Îïðåäåëåíèå 1.5. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò ýðìèòîâîé (â
÷àñòíîñòè, ñèììåòðè÷íîé âåùåñòâåííîé) ìàòðèöå åå äèàãîíàëü:

µ : MλpCq Ñ Rn, µpAq � pa1,1, . . . , an,nq.

Âîïðîñ 1.6. Îïèñàòü îáðàç îòîáðàæåíèÿ µ, òî åñòü íàéòè âñå òàêèå íàáîðû ÷èñåë
pa1, . . . , anq, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ýðìèòîâà ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüþ pa1, . . . , anq
è ñïåêòðîì λ.

Çàìåòèì, ÷òî
°n
i�1 ai �

°n
i�1 λi, ïîñêîëüêó è òî è äðóãîå ðàâíî trA. Ïîëíûé îòâåò

íà âîïðîñ 1.6 äàåò

Òåîðåìà 1.7 (Òåîðåìà Õîðíà�Øóðà). Ìíîæåñòâî µpMλpCqq äèàãîíàëåé ýðìèòîâûõ
ìàòðèö ñî ñïåêòðîì λ, ñîâïàäàåò ñ ïåðìóòîýäðîì Peλ.

Çàìåòèì âíà÷àëå, ÷òî äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû, ó êîòîðûõ íà äèàãîíàëè ñòîÿò λi
â êàêîì-ëèáî ïîðÿäêå, ÿâëÿþòñÿ ýðìèòîâûìè è, î÷åâèäíî, èìåþò ñïåêòð λ. Ïîýòîìó,
äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè σ P Σn, èìååì pλσp1q, . . . , λσpnqq P µpMλpCqq.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî µpHermλq � Peλ. Ïóñòü A P Hermn. Ñî-

ãëàñíî (0.4), A � U diagpλ1, . . . , λnqU
J
, ãäå U � pui,jq P Upnq. Ïåðåìíîæèâ ìàòðèöû,

ïîëó÷èì, ÷òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A èìåþò âèä

ai,i �
ņ

j�1

λj|ui,j|
2.

Ââåäåì ìàòðèöó C � p|ui,j|
2q (ó ìàòðèöû U çàìåíèëè êàæäûé ýëåìåíò íà êâàäðàò åãî

ìîäóëÿ). Èìååì
µpAq � pa1,1, . . . , an,nq

J � Cpλ1, . . . , λnq
J.

Òåïåðü íàì ïîòðåáóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå èìååò ñàìîñòîÿòåëü-
íóþ öåííîñòü (âîçìîæíî äàæå áîëüøóþ, ÷åì òåîðåìà Õîðíà�Øóðà).

Îïðåäåëåíèå 1.8. Âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîé, åñëè
âñå åå ýëåìåíòû íåîòðèöàòåëüíû, è ñóììû ýëåìåíòîâ â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì
ñòîëáöå ðàâíû 1.

Óïðàæíåíèå 1.9. Äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèå ìàòðèöû îáðàçóþò âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî
â MnpRq � Rn2

.

Óïðàæíåíèå 1.10. Åñëè â óíèòàðíîé ìàòðèöå çàìåíèòü êàæäûé ýëåìåíò íà êâàäðàò
åãî ìîäóëÿ, òî ïîëó÷èòñÿ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà.

Óïðàæíåíèå 1.11. (*) Âåðíî ëè îáðàòíîå: äëÿ ëþáîé äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîé ìàò-
ðèöû C ñóùåñòâóåò óíèòàðíàÿ U , òàêàÿ ÷òî ci,j � |ui,j|

2? Àíàëîãè÷íûé âîïðîñ äëÿ
îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö âìåñòî óíèòàðíûõ.
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Îïðåäåëåíèå 1.12. Ïóñòü σ P Σn. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó Aσ � pai,jq, ó êîòîðîé ai,σpiq �
1, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ. Òàêàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íîé
ìàòðèöåé.

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé, äâàæäû ñòî-
õàñòè÷åñêîé è îáðàòèìîé (A�1

σ � Aσ�1).

Òåîðåìà 1.13 (Òåîðåìà Áèðêãîôà). Ìíîæåñòâî äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îáîëî÷êîé ïåðåñòàíîâî÷íûõ ìàòðèö, ïðè÷åì íè îäíà èç ïåðå-
ñòàíîâî÷íûõ ìàòðèö íå ëåæèò â âûïóêëîé îáîëî÷êå îñòàëüíûõ. Èíûìè ñëîâàìè
ìíîæåñòâî DSn äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö åñòü âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ñ
âåðøèíàìè Aσ äëÿ âñåâîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê σ P Σn.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìîæíî íàéòè â [10]. Ìíîãîãðàííèê DSn âñåõ äâàæäû
ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö íàçûâàåòñÿ ìíîãîãðàííèêîì Áèðêãîôà. Ëåãêî ïîñ÷èòàòü åãî
ðàçìåðíîñòü: dim DSn � pn� 1q2.

Óïðàæíåíèå 1.14. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö
ÿâëÿåòñÿ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöåé.

Óïðàæíåíèå 1.15. Äîêàæèòå òåîðåìó Áèðêãîôà ïðè n � 2, 3.

Óïðàæíåíèå 1.16. (*)Íàéäèòå ÷èñëî âåðøèí, ðåáåð, 2-ãðàíåé è 3-ãðàíåé äëÿ ìíîãî-
ãðàííèêà Áèðêãîôà DS3.

Óïðàæíåíèå 1.17. (**) Òåîðåìà Ñèíêõîðíà, [12]. Ó ìàòðèöû ðàçðåøåíî çà õîä óìíî-
æèòü ëþáóþ ñòðîêó èëè ñòîëáåö íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîé
ìàòðèöû ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè, ìîæíî òàêèìè îïåðàöèÿìè ïîëó÷èòü äâà-
æäû ñòîõàñòè÷åñêóþ.

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Õîðíà�Øóðà. Ìû ïîíÿëè, ÷òî C P DSn, è
µpAq � Cλ. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

L : MnpRq Ñ Rn, B ÞÑ Bλ

Èìååì LpAσq � Aσλ � pλσp1q, . . . , λσpnqq
J. Ïî òåîðåìå Áèðêãîôà C P convtAσ | σ P Σnu.

Ñëåäîâàòåëüíî

µpAq � Cλ � LpCq P convtpLpAσq | σ P Σnqu � convtppλσp1q, . . . , λσpnqq
J | σ P Σnqu � Peλ,

÷òî è òðåáîâàëîñü.
(2) Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî Peλ � µpMλpCqq, ò.å. äëÿ ëþáîãî a P Peλ íàéäåòñÿ ýðìè-

òîâà ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüþ a è ñïåêòðîì λ. Ïîñêîëüêó ìû óæå ïîíÿëè, ÷òî âåðøèíû
Peλ ëåæàò â µpMλpCqq, äîñòàòî÷íî ðåøèòü
Óïðàæíåíèå 1.18. Åñëè a � pa1, . . . , anq P µpMλpCqq è τa � paτp1q, . . . , aτpnqq P µpMλpCqq
äëÿ íåêîòîðîé òðàíñïîçèöèè τ � pi, jq. Òîãäà âåñü îòðåçîê ra, τas ëåæèò â µpMλpCqq.

Óïðàæíåíèå 1.19. (*) [4] Âåðíî ëè, ÷òî µpMλpRqq � Peλ?
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Çàìå÷àíèå 1.20. Ñîïîñòàâëåíèå ýðìèòîâîé ìàòðèöå åå äèàãîíàëè çàäàåò îòîáðàæåíèå
èç ïðîñòðàíñòâà Fn ïîëíûõ êîìïëåêñíûõ ôëàãîâ â ïðîñòðàíñòâî Rn, ïðè÷åì îáðà-
çîì ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ pn � 1q-ìåðíûé ïåðìóòîýäð. Â ñëó÷àå n � 3 èìååì
îòîáðàæåíèå èç ïðîñòðàíñòâà F3pCq ïîëíûõ êîìïëåêñíûõ ôëàãîâ â C3 (ýòî ìíîãîîá-
ðàçèå èìååò âåùåñòâåííóþ ðàçìåðíîñòü 6) íà øåñòèóãîëüíèê. Â 1997 ãîäó ïîÿâèëàñü
ñïåêóëÿöèîííàÿ íîâîñòü: â íåé óòâåðæäàëîñü, ÷òî ï÷åëèíûå òàíöû îïèñûâàþòñÿ îòîá-
ðàæåíèåì µ : F3 Ñ Pe2, ÿ ÷òî èç-çà ýòîãî ï÷åëèíûå ìîçãè èìåþò îñîáóþ �êâàíòîâóþ�
ïðèðîäó (ÿêîáû, èç-çà òîãî, ÷òî òàêîå æå îòîáðàæåíèå âîçíèêàåò ãäå-òî â ôèçèêå
êâàðêîâ, ïðî ÷òî íè ïîäòâåðæäåíèé íè ïîäðîáíîñòåé ÿ íå íàøåë). Åñëè ïîêîïîïàòüñÿ
â èíòåðíåòàõ, òî âûÿñíèòñÿ, ÷òî íè îäíîé ñîáñòâåííî íàó÷íîé ñòàòüè ïî ýòîé òåìå
îïóáëèêîâàíî íå áûëî. Çàòî �êâàíòîâûå ï÷åëû è ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ� ñòàëè ñâîåîá-
ðàçíûì ìåìîì.

Çàìå÷àíèå 1.21. Òåîðåìà Õîðíà�Øóðà ïîðîäèëà öåëûé ðÿä çàìå÷àòåëüíûõ îáîáùå-
íèé: òåîðåìó Êîñòàíòà (îáîáùåíèå ñ óíèòàðíûõ è ýðìèòîâûõ ìàòðèö íà äðóãèå òèïû
ãðóïï è àëãåáð Ëè) è åùå áîëåå îáùóþ òåîðåìó Àòüè�Ãèéåìèíà�Ñòåðíáåðãà, èçâåñò-
íóþ â ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Â êàæäîé èç ýòèõ òåîðåì âîçíèêàåò îòîáðàæåíèå
èç ìíîãîîáðàçèÿ â âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Rk, òàê íàçûâàåìîå îòîáðàæåíèå ìîìåíòîâ,
ïðè÷åì îáðàçîì ýòîãî îòîáðàæåíèÿ îêàçûâàåòñÿ âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê. ×àñòî, èñ-
ñëåäóÿ ñâîéñòâà ýòîãî îòîáðàæåíèÿ, ìîæíî ìíîãîå ñêàçàòü îá èñõîäíîì ìíîãîîáðàçèè.
Îñîáåííî õîðîøî ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â òîðè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ãäå âîçíèêàåò âçàèìíî îä-
íîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãëàäêèìè ïðîåêòèâíûìè òîðè÷åñêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè
è âûïóêëûìè ìíîãîãðàííèêàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ îáðàçàìè èõ îòîáðàæåíèé ìîìåíòîâ.
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2 Ëåêöèÿ 2: Òðåõäèàãîíàëüíûå ìàòðèöû

2.1 Ïåðìóòîýäð

Äëÿ íà÷àëà ìû äàäèì êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèå ïåðìóòîýäðà. Èç óïð.1.2 ñëåäóåò, ÷òî
Peb çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

x1 � � � � � xn � b1 � � � � � bn (2.1)

è íàáîðîì íåðàâåíñòâ:

xi ¤ bn;

xi � xj ¤ bn�1 � bn;

xi � xj � xk ¤ bn�2 � bn�1 � bn;

� � �

x1 � � � � � pxi � � � � � xn ¤ b2 � b3 � � � � � bn

ãäå ìû ïî ïðåæíåìó ñ÷èòàåì, ÷òî b1   b2   � � �   bn.
Ïåðâàÿ ñòðî÷êà íåðàâåíñòâ âûñåêàåò íà ãèïåðïëîñêîñòè (2.1) ñèìïëåêñ. Ïîñëåäíÿÿ

ñòðî÷êà îçíà÷àåò, ÷òî ñðåçàåì ó ñèìïëåêñà âåðøèíû. Ïðåäïîñëåäíÿÿ ñòðî÷êà: ñðåçàåì
òå ðåáðà, êîòîðûå áûëè ðåáðàìè èñõîäíîãî ñèìïëåêñà, è ò.ä. Îòñþäà ñëåäóåò

Ëåììà 2.1. Ìíîãîãðàííèê Pen�1 ïîëó÷àåòñÿ èç ñèìïëåêñà ∆n�1 ïîñëåäîâàòåëüíîé
ñðåçêîé åãî ãðàíåé.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî íè îäíî èç íåðàâåíñòâ íå ñëåäóåò èç îñòàëüíûõ, ïîýòîìó
ñîîòâåòñòâóþùèå ðàâåíñòâà çàäàþò ãèïåðãðàíè ïåðìóòîýäðà. Òàêèì îáðàçîì, âñå âîç-
ìîæíûå ãèïåðãðàíè ïåðìóòîýäðà Pen�1 êîäèðóþòñÿ ñîáñòâåííûìè ãðàíÿìè ñèìïëåêñà
∆n�1, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ñîáñòâåííûìè ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà rns. Áîëåå ïî-
äðîáíî: ïóñòü S � rns, S � ∅, S � rns. Ïîëàãàÿ¸

iPS

xi � bn�1�|S| � � � � � bn

ìû ïîïàäàåì íà ãèïåðãðàíü ïåðìóòîýäðà, êîòîðàÿ áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ FS. Çíà÷èò ó
ïåðìóòîýäðà Pen�1 âñåãî 2n�2 ãèïåðãðàíåé (ðàíåå ìû âûÿñíèëè, ÷òî ó íåãî n! âåðøèí,
îíè ñîîòâåòñòâóþò ïåðåñòàíîâêàì).

Óïðàæíåíèå 2.2. Íàáîð ãèïåðãðàíåé FS1 , . . . ,FSk èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîäìíîæåñòâà S1, . . . , Sk � rns ìîæíî ïåðåóïîðÿäî÷èòü òàê,
÷òîáû îíè îáðàçîâûâàëè öåïü

S1 � S2 � � � � � Sk. (2.2)

Ïåðåñå÷åíèå FS1 X � � � X FSk ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ Pen�1 ðàçìåðíîñòè n� 1 � k.

Îïðåäåëåíèå 2.3. k-ìåðíûé ìíîãîãðàííèê íàçûâàåòñÿ ïðîcòûì, åñëè êàæäàÿ åãî
âåðøèíà ñîäåðæèòñÿ ðîâíî â k ãèïåðãðàíÿõ (èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, èç êàæäîé âåð-
øèíû âûõîäèò ðîâíî k ðåáåð).
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({1,2,3})

({1,2},{3}) ({1,3},{2})

({2,3},{1})

({1},{2,3})

({2},{1,3}) ({3},{1,2})

({1},{2},{3})

({2},{1},{3})

({1},{3},{2})

({2},{3},{1})

({3},{1},{2})

({3},{2},{1})

Ðèñ. 4: Ãðàíè øåñòèóãîëüíèêà Pe2 êîäèðóþòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûìè ðàçáèåíèÿìè
ìíîæåñòâà r3s � t1, 2, 3u

Óïðàæíåíèå 2.4. Ïåðìóòîýäð � ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê.

Óïðàæíåíèå 2.5. Ñîïîñòàâèì ãèïåðãðàíè FS öâåò cpFSq � |S| P rn� 1s. Äîêàçàòü, ÷òî
òàêîå ñîïîñòàâëåíèå çàäàåò ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó ãèïåðãðàíåé Pen�1 â n� 1 öâåòîâ.
Èíûìè ñëîâàìè, åñëè äâå ãèïåðãðàíè ïåðåñåêàþòñÿ, òî îíè ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.

Öåïü (2.2) óäîáíî çàêîäèðîâàòü â âèäå êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

pT1, T2, . . . , Tk�1q, (2.3)

ãäå T1 � S1, T2 � S2zS1, T3 � S3zpS1 \ S2q, . . ., Tk�1 � rnszSk. Î÷åâèäíî, ÷òî êàæ-
äîå ïîäìíîæåñòâî Ti � rns íåïóñòî, âñå îíè äèçúþíêòíû è â îáúåäèíåíèè äàþò âñå
rns. Âûðàæåíèÿ âèäà (2.3) ñ òàêèì ñâîéñòâîì íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûìè
ðàçáèåíèÿìè ìíîæåñòâà rns íà k � 1 ïîäìíîæåñòâî. Òàêèì îáðàçîì, ãðàíè Pen�1 ðàç-
ìåðíîñòè s êîäèðóþòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûìè ðàçáèåíèÿìè ìíîæåñòâà rns íà n�s
ïîäìíîæåñòâ.

Ïðèìåð 2.6. Â ìíîæåñòâå r5s öåïü ïîäìíîæåñòâ t2u � t1, 2, 4u � t1, 2, 4, 5u ñîîòâåò-
ñòâóåò ðàçáèåíèþ pt2u, t1, 4u, t5u, t3uq.

Óïðàæíåíèå 2.7. Îïèñàòü êîìáèíàòîðíî óñëîâèå íà äâà ðàçáèåíèÿ, ïðè êîòîðûõ ñî-
îòâåòñòâóþùèå ãðàíè Pen�1 ëåæàò îäíà â äðóãîé.

Óïðàæíåíèå 2.8. Äîêàæèòå, ÷òî ðåáåðíûé ãðàô Pen�1 ñîâïàäàåò ñ ãðàôîì Êýëè ãðóï-
ïû Σn, åñëè â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ âçÿòû ñòàíäàðòíûå òðàíñïîçèöèè p1, 2q, p2, 3q, . . .,
pn� 1, nq.

Óïðàæíåíèå 2.9. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ ãðàíü ïåðìóòîýäðà êîìáèíàòîðíî ýêâèâà-
ëåíòíà ïðîèçâåäåíèþ ïåðìóòîýäðîâ ìåíüøèõ ðàçìåðíîñòåé. À èìåííî, äëÿ ðàçáèåíèÿ
T � pT1, . . . , Tkq, ãðàíü FT êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíà Pe|T1|�1 � � � � � Pe|Tk|�1.
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2.2 Ìàòðèöû

Âåùåñòâåííûå ìàòðèöû âèäà

Apa, bq �

�
�������

a1 b1 0 � � � 0

b1 a2 b2 0
...

0 b2 a3
. . . 0

... 0
. . . . . . bn�1

0 � � � 0 bn�1 an�1

�
������

íàçûâàþòñÿ òðåõäèàãîíàëüíûìè (ñèììåòðè÷íûìè) ìàòðèöàìè. Íàñ èíòåðåñóåò âî-
ïðîñ:

Âîïðîñ 2.10. Êàê óñòðîåíî ïðîñòðàíñòâî TDn,λ âñåõ òðåõäèàãîíàëüíûõ pn � nq-
ìàòðèö ñ çàäàííûì ñïåêòðîì λ?

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà

TD¡
n,λ � tApa, bq P TDn,λ | bi ¡ 0 @i � 1, . . . , n� 1u

TD¥
n,λ � tApa, bq P TDn,λ | bi ¥ 0 @i � 1, . . . , n� 1u � TD¡

n,λ.

Òåîðåìà 2.11 (Ìîçåð'75, [7]). Ïðîñòðàíñòâî TD¡
n,λ ãîìåîìîðôíî Rn�1.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåí â êîíöå ëåêöèè.

Òåîðåìà 2.12 (Òîìåè'84, [13]). Ïðîñòðàíñòâî TD¥
n,λ ãîìåîìîðôíî è êîìáèíàòîðíî

ýêâèâàëåíòíî ïåðìóòîýäðó Pen�1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòðàíñòâî TD¥
n,λ ïîëó÷àåòñÿ èç TD¡

n,λ äîáàâëåíèåì ïðåäåëüíûõ
òî÷åê, òî åñòü ðàññìîòðåíèåì ìàòðèö, ó êîòîðûõ êàêîé-òî íàáîð bi îêàçàëñÿ ðàâíûì
íóëþ. Äîïóñòèì,

bi1 � bi2 � � � � � bis � 0, ãäå 0   i1   i2   � � �   is, s ¥ 1, à îñòàëüíûå bi ¡ 0. (2.4)

Â ýòîì ñëó÷àå òðåõäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Apa, bq ðàñïàäàåòñÿ íà áëîêè ðàçìåðîâ

i1, i2 � i1, i3 � i2, . . . , is � is�1, n� is,

ïðè÷åì êàæäûé áëîê ñàì ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé.
ÏóñòüXi1,...,is îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ èçîñïåêòðàëüíûõ òðåõäèàãîíàëüíûõ ìàò-

ðèö Apa, bq, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå (2.4).
Ïîñêîëüêó A P Xi1,...,is ðàçâàëèâàåòñÿ íà áëîêè, ñïåêòð λ � tλ1, . . . , λnu äîëæåí

êàê-òî ðàñïðåäåëèòüñÿ ìåæäó ýòèìè áëîêàìè. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî Xi1,...,is ìî-
æåò èìåòü íåñêîëüêî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê ðàñïðåäåëèëèñü
ïî áëîêàì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ýòè êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè åñòåñòâåííî êîäèðóþòñÿ
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óïîðÿäî÷åííûìè ðàçáèåíèÿìè ìíîæåñòâà rns: ðàçáèåíèþ pT1, . . . , Tsq ìû ñòàâèì â ñî-
îòâåòñòâèå ìàòðèöû, ó êîòîðûõ ñîáñòâåííûå ÷èñëà tλi, i P T1u ïîïàëè â ïåðâûé áëîê,
ñîáñòâåííûå ÷èñëà tλi, i P T2u ïîïàëè âî âòîðîé áëîê, è ò.ä. Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ
êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãîìåîìîðôíà

Ri1�1 � Ri2�1 � � � � � Ris�1,

÷òî ñëåäóåò èç òåîðåìû Ìîçåðà 2.11, ïðèìåíåííîé ê êàæäîìó áëîêó.
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî TD¥

n,λ îêàçûâàåòñÿ ðàçáèòûì íà êóñêè, ïðè÷åì ýòî ðàç-
áèåíèå êîìáèíàòîðíî óñòðîåíî êàê ìíîæåñòâî ãðàíåé ïåðìóòîýäðà, è êàæäûé èç êóñ-
êîâ òîïîëîãè÷åñêè óñòðîåí êàê îòêðûòûé øàð. Çíà÷èò TD¥

n,λ è åñòü ïåðìóòîýäð (ñì.
ïîäðîáíîñòè â ðàáîòå [13]).

Îñòàëîñü ðàçîáðàòüñÿ, ÷òî ïðîèñõîäèò, êîãäà êàêèå-òî èç bi îòðèöàòåëüíû. Ïóñòü
ε � pε1, . . . , εn�1q � íàáîð çíàêîâ, òî åñòü εi � �1. Ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî
èçîñïåêòðàëüíûõ ìàòðèö TDε

n,λ, ó êîòîðûõ êàæäûé ýëåìåíò bi èìååò çíàê εi, ëèáî 0.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ñîïðÿæåíèè ìàòðèöû Apa, b ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû âèäà D1 �

diagp�1, 1, . . . , 1q (ñîîòâ. D2 � diagp�1,�1, . . . , 1q, D3 � diagp�1,�1,�1, 1, . . . , 1q, è
ò.ä.) ìû ìåíÿåì çíàê ýëåìåíòà b1 (ñîîòâ. b2, b3, . . .), à îñòàëüíûå ýëåìåíòû íå ìåíÿþò-
ñÿ. Ïîñêîëüêó ñîïðÿæåíèå íå ìåíÿåò ñïåêòð ìàòðèöû, îíî çàäàåò êîððåêòíîå îòîæ-
äåñòâëåíèå ìåæäó âñåâîçìîæíûìè TDε

n,λ. Ïîýòîìó òåîðåìà Òîìåè âëå÷åò, ÷òî êàæäîå
TDε

n,λ ãîìåîìîðôíî è êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíî ïåðìóòîýäðó.
Òàêèì îáðàçîì, âñå ïðîñòðàíñòâî TDn,λ ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ 2n�1 êî-

ïèé ïåðìóòîýäðà. Ýòè êîïèè, òåì íå ìåíåå, íóæíî ïðàâèëüíî ñêëåèòü: íàïðèìåð, åñëè
b1 � 0, òî òàêèå ìàòðèöû ëåæàò êàê â êóñêå TD

p�1,ε2,...,εn�1q
n,λ , òàê è â êóñêå TD

p�1,ε2,...,εn�1q
n,λ .

Ïðåäëîæåíèå 2.13. Èìååì TDn,λ � Pen�1 �Zn�1
2 { �, ãäå òî÷êè px, εq è px, ε1q îòîæ-

äåñòâëÿþòñÿ, åñëè x ëåæèò íà ãèïåðãðàíè Pen�1, ïîêðàøåííîé â öâåò i, è ε1ε�1 �

p�1, . . . ,�1,
i

�1,�1, . . . ,�1q.

Íà ðèñ.5 ðàçîáðàíà ñòðóêòóðà ìíîãîîáðàçèÿ Òîìåè ïðè n � 3.

Óïðàæíåíèå 2.14. Íàéäèòå ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Òî-
ìåè.

Çàìå÷àíèå 2.15. Èìååòñÿ áîëåå îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ. Ïóñòü P � ïðîñòîé n-ìåðíûé
ìíîãîãðàííèê, è ïóñòü çàäàíî îòîáðàæåíèå ν èç ìíîæåñòâà åãî ãèïåðãðàíåé â Zn2 , òàêîå
÷òî, åñëè íàáîð ãèïåðãðàíåé F1, . . . , Fn ïåðåñåêàåòñÿ â âåðøèíå, òî νpF1q, . . . , νpFnq
ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì â Zn2 . Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî

MpP,νq � P � Zn2{ �

ãäå px, εq îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ px, ε1q, åñëè x ëåæèò íà íåêîòîðîé ãèïåðãðàíè F è ε1ε�1 �
νpF q. Ïðîñòðàíñòâî MpP,νq ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì, êîòîðîå ñêëååíî èç 2n

êîïèé ìíîãîãðàííèêà P ïî ïðàâèëàì, çàäàâàåìûì ôóíêöèé ν. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
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Ðèñ. 5: Ìíîãîîáðàçèå Òîìåè TDn,λ ïðè n � 3 ñêëååíî èç 4 øåñòèóãîëüíèêîâ. Ýòî ñôåðà
ñ äâóìÿ ðó÷êàìè
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ìåíüøèì ÷èñëîì êîïèé ìíîãîãðàííèêà îáîéòèñü íåëüçÿ, òàê êàê â êàæäîé âåðøèíå
ìíîãîãðàííèêè äîëæíû ñòûêîâàòüñÿ �êàê îêòàíòû â R3�.

Òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàþòñÿ ìàëûìè íàêðûòèÿìè íàä ìíîãîãðàííèêàìè. Ïî-
ìèìî TDn,λ, ïðèìåðàìè òàêèõ ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûå ÷àñòè ãëàäêèõ
ïðîåêòèâíûõ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Íàïðèìåð, 4 òðåóãîëüíèêà ìîæíî ñêëåèòü â
RP 2 (âåùåñòâåííóþ ÷àñòü CP 2), à ÷åòûðå êâàäðàòà � ìîæíî ñêëåèòü ëèáî â òîð T 2,
ëèáî â áóòûëêó Êëåéíà, â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ïðàâèë ñêëåéêè ν.

Çàìå÷àíèå 2.16. Ïðèâåäåì íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ìîçåðà. Äëÿ ýòîãî ïî-
ñòðîèì íà TD¥

n,λ òàê íàçûâàåìûå êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Ïóñòü A � Apa, bq òðåõ-
äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, à A�1 � îáðàòíàÿ ê íåé.

Óïðàæíåíèå 2.17. Ëåâûé âåðõíèé ýëåìåíò ìàòðèöû A�1 çàäàåòñÿ öåïíîé äðîáüþ

pA�1q1,1 �
1

a1 �
b2

1

a2 �
b2

2

. . . �

...

an�1 �
b2
n�1

an

(2.5)

Ðàññìîòðèì ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ îò ïåðåìåííîé x:

Rpxq � ppxE � Aq�1q1,1.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â çíàìåíàòåëå ýòîé ôóíêöèè ñòîèò ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, à â ÷èñ-
ëèòåëå � ñòåïåíè íå áîëüøå n � 1. Ôóíêöèÿ Rpxq èìååò ïîëþñà â òî÷êàõ λ1, . . . , λn,
ïîñêîëüêó â òî÷êàõ ñïåêòðà îáðàòíàÿ ìàòðèöà íå îïðåäåëåíà. Çíà÷èò â çíàìåíàòåëå
Rpxq ñòîèò ïðîèçâåäåíèå

±n
i�1px� λiq. Ñîãëàñíî ñòàíäàðòíîé òåîðåìå èç êóðñà àëãåá-

ðû, ìû èìååì ðàçëîæåíèå â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé

Rpxq �
r1

x� λ1

� � � � �
rn

x� λn
. (2.6)

Óïðàæíåíèå 2.18. Äîêàæèòå, ÷òî ri ¡ 0 è
°n
i�1 ri � 1.

Óïðàæíåíèå 2.19. Äîêàæèòå, ÷òî êîíñòðóêöèþ ìîæíî îáðàòèòü: èìåÿ çàäàííûé ñïåêòð
λi, è íàáîð ÷èñåë ri ¡ 0,

°n
i�1 ri � 1, ìîæíî îïðåäåëèòü ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ Rpxq

ïî ôîðìóëå (2.6). Äîêàçàòü, ÷òî ó òàêîé ôóíêöèè èìååòñÿ îäíîçíà÷íîå ðàçëîæåíèå â
öåïíóþ äðîáü âèäà

1

px� a1q �
b2

1

px� a2q �
b2

2

. . . �

...

px� an�1q �
b2
n�1

x� an

(2.7)
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Çàìå÷àíèå 2.20. Èç öåïíîé äðîáè (2.7) èçâëåêàþòñÿ ÷èñëà ai, bi � îíè êàê ðàç è
äàþò òðåõäèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó Apa, bq, ñ çàäàííûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λi è
ïàðàìåòðàìè ri.

Ðàçëîæåíèå ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè â öåïíóþ äðîáü � äåëî íåõèòðîå, ýòî äåëàåòñÿ
òàê æå, êàê è äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Âàæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëèòåëè äðîáåé íà
êàæäîì øàãå ðàçëîæåíèÿ îòðèöàòåëüíûå, âåäü â (2.5) îíè èìåííî òàêîâû.

Òàêèì îáðàçîì, ri ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîîðäèíàòû íà ïðîñòðàíñòâå TD¡
n,λ.

Ñîãëàñíî óïðàæíåíèÿì, îíè ëåæàò âî âíóòðåííîñòè ñòàíäàðòíîãî pn � 1q-ìåðíîãî
ñèìïëåêñà, êîòîðàÿ ãîìåîìîðôíà îòêðûòîìó øàðó Rn�1.

Çàìå÷àíèå 2.21. Äëÿ èñêóøåííûõ ÷èòàòåëåé ïðèâåäåì íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà, ïî÷å-
ìó ïðîñòðàíñòâî TDn,λ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñïåêòð íå
ôèêñèðîâàòü, òî ìíîæåñòâî âñåõ òðåõäèàãîíàëüíûõ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö åñòü ïðî-
ñòðàíñòâî R2n�1. Óñëîâèÿ íà ñïåêòð çàäàþò n óðàâíåíèé â ýòîì ïðîñòðàíñòâå: òàêîå
àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå íå îáÿçàíî áûòü ãëàäêèì. Ñîãëàñíî òåîðåìå î íåÿâíîì
îòîáðàæåíèè, ïðîñòðàíñòâî S, çàäàííîå íàáîðîì óðàâíåíèé Fipxq � 0 â ïðîñòðàí-
ñòâå Rm åñòü ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå, åñëè ãðàäèåíòû gradFi ëèíåéíî íåçàâèñèìû â
êàæäîé òî÷êå x P S. Â ñëó÷àå òðåõäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö, ÿâíî îïèñàòü âñå ãðàäèåíòû
è âñå òî÷êè èçîñïåêòðàëüíîãî ìíîæåñòâà îêàçûâàåòñÿ ïðîáëåìàòè÷íî. Âìåñòî ýòîãî
èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé òðþê.

• Ãëàäêîñòü ìîæíî äîêàçàòü â îêðåñòíîñòè äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö èç TDn,λ (êîòî-
ðûõ âñåãî n!), ÿâíî âû÷èñëèâ ãðàäèåíòû.

• Äàëåå ìû âîñïîëüçóåìñÿ QR-àëãîðèòìîì, êîòîðûé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü
A P SymnpRq. Ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû A â âèäå A � QR, ãäå Q P
Opnq îðòîãîíàëüíàÿ, à R âåðõíåòðåóãîëüíàÿ.

• Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A1 � RQ.

• Áóäåì èòåðèðîâàòü ïðîöåäóðó ïåðåõîäà îò A ê A1, à èìåííî çàâåäåì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ìàòðèö A0, A1, A2, . . ., â êîòîðîé A0 � A, An�1 � pAnq

1.

Óïðàæíåíèå 2.22. Ñïåêòð A ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì A1.

Óïðàæíåíèå 2.23. Åñëè A òðåõäèàãîíàëüíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ, òî A1 òîæå òðåõäèàãî-
íàëüíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ.

Óïðàæíåíèå 2.24. (*) Ïðåäåëüíàÿ ìàòðèöà limnÑ8An ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ äèàãî-
íàëüíîé ìàòðèöåé.

• Ïðåäåëüíàÿ ìàòðèöà îáÿçàíà èìåòü òîò æå ñïåêòð, ÷òî è äîïðåäåëüíûå, ïîëó-
÷àåì, ÷òî ó ïðåäåëüíîé ìàòðèöû íà äèàãîíàëè ñòîÿò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èñ-
õîäíîé ìàòðèöû. Ýòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðîâ ìàòðèö íà ïðàê-
òèêå (àëãîðèòì, êîíå÷íî, îïðåäåëåí äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìàòðèö, íå îáÿçàòåëüíî
òðåõäèàãîíàëüíûõ, íî äëÿ òðåõäèàãîíàëüíûõ îí îñîáåííî õîðîø â ñèëó ñâîåé
ñêîðîñòè).
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• Çàìåòèì, ÷òî QR-àëãîðèòì ìîæíî ïðèìåíÿòü �â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè�:
ðàçëîæèâ ìàòðèöó B â âèäå RQ, è âçÿâ A � QR, ìû ïîëó÷èì, ÷òî B � A1.

• QR-àëãîðèòì çàäàåò íà ïðîñòðàíñòâå TDn,λ äèñêðåòíóþ äèíàìèêó, ó êîòîðîé
ïðåäåëüíûå òî÷êè � äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû. Åñëè A P TDn,λ ïðîèçâîëüíàÿ ìàò-
ðèöà, òî ìû íà÷íåì ïðèìåíÿòü QR-àëãîðèòì, ïîêà íå ïîïàäåì â ãëàäêóþ îêðåñò-
íîñòü äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû. Âîçüìåì ãëàäêèå êîîðäèíàòû èç ýòîé îêðåñòíîñòè
(êîòîðûå, êàê ìû óæå ïðîâåðèëè, ñóùåñòâóþò) è ïîòÿíåì èõ îáðàòíûì õîäîì
QR-àëãîðèòìà äî ìàòðèöû A. Ïîëó÷èì ãëàäêèå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè A.

Â îðèãèíàëå âìåñòî QR-àëãîðèòìà Òîìåè èñïîëüçîâàë åãî íåïðåðûâíóþ âåðñèþ,
õîðîøî èçâåñòíóþ â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå: ïîòîê Òîäû, ñì.[13], à òàêæå êîíñïåêò
ñëåäóþùåé ëåêöèè. Ñóòü äîêàçàòåëüñòâà îò ýòîãî íå ñèëüíî ìåíÿåòñÿ.
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3 Ëåêöèÿ 3: Ïåðèîäè÷åñêèå òðåõäèàãîíàëüíûå ìàò-

ðèöû

Óïðàæíåíèå 3.1. Êàêîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ïîëó÷èòñÿ, åñëè ïàðàëëåëüíî
îòîæäåñòâèòü ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû øåñòèóãîëüíèêà?

Óïðàæíåíèå 3.2. Àíàëîãè÷íûé âîïðîñ ïðî ïåðìóòîýäð ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè
âìåñòî øåñòèóãîëüíèêà.

3.1 Ïåðìóòîýäð

Åùå îäíî âàæíîå ñâîéñòâî ïåðìóòîýäðà, êîòîðîå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñåãîäíÿ: ñóùåñòâî-
âàíèå �ïåðìóòîýäðè÷åñêîãî ïàðêåòà�. Íàçîâåì ïåðìóòîýäð Peb, b � pb1, . . . , bnq ïðà-
âèëüíûì, åñëè ÷èñëà b1   b2   � � �   bn îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî ïàðàëëåëüíûìè êîïèÿìè ïðàâèëüíîãî ïåðìóòîýäðà ìîæíî çàìîñòèòü
ïðîñòðàíñòâî Rn�1. Ïðèâåäåì ñòàíäàðòíóþ êîíñòðóêöèþ òàêîãî çàìîùåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïóñòü M � Rk : äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê â åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x PM îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Cx � ty P Rk | distpy, xq ¤ distpy, x1q@x1 PM,x1 � xu,

íàçûâàåìîå êëåòêîé Âîðîí�îãî. Âñå ïðîñòðàíñòâî îêàçûâàåòñÿ çàìîùåíî êëåòêàìè Âî-
ðîíîãî

Rk �
¤
xPM

Cx

Òàêîå ðàçáèåíèå íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèåì Âîðîí�îãî.

Óïðàæíåíèå 3.4. Ïðèäóìàòü äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê â Rk, äëÿ êîòîðîãî õîòÿ áû
îäíà êëåòêà Âîðîíîãî íå ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäðîì.

Êàæäàÿ êëåòêà Âîðîíîãî çàäàåòñÿ ñèñòåìîé àôôèííûõ íåðàâåíñòâ. Êàê ïðàâèëî,
êëåòêè ÿâëÿþòñÿ ïîëèýäðàìè (ò.å. äëÿ êàæäîé êëåòêè âñå íåðàâåíñòâà êðîìå êîíå÷íî-
ãî ÷èñëà ìîæíî îòáðîñèòü). Â ÷àñòíîñòè ýòî òàê â ñëó÷àå, êîãäà â êà÷åñòâåM áåðåòñÿ
ðåøåòêà.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Ðåøåòêîé â Rk íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî âèäà

M � tα1v1 � � � � � αsvs | αi P Zu,

ãäå v1, . . . , vs P Rk : ôèêñèðîâàííûé íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ â åâêëè-
äîâîì ïðîñòðàíñòâå, íàçûâàåìûé ïîðîæäàþùèìè ðåøåòêè. Åñëè s � k, òî ðåøåòêà
íàçûâàåòñÿ êîêîìïàêòíîé.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåòêà � ýòî ïîäãðóïïà Rk ïî ñëîæåíèþ, èçîìîðôíàÿ Zs.
Çàìåòèì, ÷òî ôàêòîð ïðîñòðàíñòâà ïî êîêîìïàêòíîé ðåøåòêå åñòü êîìïàêòíûé

òîð Rk{Zk � T k.
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Ðèñ. 6: Ìîëåêóëà ìåòàíà: ïðàâèëüíûé íàáîð â R3

Óïðàæíåíèå 3.6. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ êëåòêà Âîðîíîãî êîêîìïàêòíîé ðåøåòêè ÿâ-
ëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì.

Òàêîé ìíîãîãðàííèê íàçûâàåòñÿ ìíîãîãðàííèêîì Äèðèõëå�Âîðîíîãî çàäàííîé ðå-
øåòêè. Â ôèçèêå òâåðäîãî òåëà ýòîò æå îáúåêò íàçûâàåòñÿ ÿ÷åéêîé Âèãíåðà�Çåéòöà.

Îïðåäåëåíèå ðàçáèåíèÿ Âîðîíîãî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãà íà ëþáîé âåê-
òîð èç ðåøåòêè. Çíà÷èò âñå êëåòêè Âîðîíîãî ðåøåòêè ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè êî-
ïèÿìè äðóã äðóãà.

Îïðåäåëåíèå 3.7. Áóäåì íàçûâàòü íàáîð âåêòîðîâ v1, . . . , vn P Rn�1 ïðàâèëüíûì,
åñëè âñå îíè èìåþò ðàâíûå äëèíû, è âñå óãëû ìåæäó ïàðàìè ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ
ðàâíû.

Â êà÷åñòâå ïðàâèëüíîãî íàáîðà ìîæíî âçÿòü åäèíè÷íûå íîðìàëüíûå âåêòîðû ê
ïðàâèëüíîìó ñèìïëåêñó. Â êîîðäèíàòàõ èõ ìîæíî çàäàòü òàê:

p�pn� 1q, 1, 1, . . . , 1q, p1,�pn� 1q, 1, . . . , 1q, . . . , p1, 1, . . . ,�pn� 1qq P Rn

(âñå ýòè âåêòîðû ëåæàò â pn� 1q-ìåðíîé ãèïåðïëîñêîñòè âèäà
°
xi � 0).

Óïðàæíåíèå 3.8. Ñóììà âåêòîðîâ ïðàâèëüíîãî íàáîðà ðàâíà 0.

Îïðåäåëåíèå 3.9. Ïðàâèëüíîé ñèìïëèöèàëüíîé ðåøåòêîé N � Rn�1 áóäåì íàçûâàòü
êîêîìïàêòíóþ ðåøåòêó, ïîðîæäåííóþ âåêòîðàìè v1, . . . , vn�1, òàêèìè ÷òî

v1, . . . , vn�1, vn � �
¸n�1

i�1
vi

� ïðàâèëüíûé íàáîð.

Ïðè n � 3 (ò.å. íà ïëîñêîñòè) ïîëó÷àåòñÿ ïðàâèëüíàÿ òðåóãîëüíàÿ ðåøåòêà, ñì.ðèñ.8.

Óïðàæíåíèå 3.10. Êëåòêà Âîðîíîãî ïðàâèëüíîé ñèìïëèöèàëüíîé ðåøåòêè â Rn�1 �
ýòî ïðàâèëüíûé ïåðìóòîýäð Pen�1.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè çàìîùåíèå ïðîñòðàíñòâà ïàðàëëåëüíûìè êîïèÿìè
ïðàâèëüíîãî ïåðìóòîýäðà.
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Ðèñ. 7: Ïðàâèëüíàÿ òðåóãîëüíàÿ ðåøåòêà è åå ðàçáèåíèå Âîðîíîãî

Ðèñ. 8: Çàìîùåíèå ïðîñòðàíñòâà R3 ïåðìóòîýäðàìè
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Ðèñ. 9: Çàìå÷àòåëüíîå ðàçáèåíèå WT 2, n � 3

Óïðàæíåíèå 3.11. (*) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïåðìóòîýäð íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì, òî
åãî ïàðàëëåëüíûìè êîïèÿìè íåâîçìîæíî çàìîñòèòü ïðîñòðàíñòâî.

Êîíñòðóêöèÿ 3.12. Ðàññìîòðèì âíóòðè ïðàâèëüíîé ñèìïëèöèàëüíîé ðåøåòêè N �
Rk êîêîìïàêòíóþ ïîäðåøåòêó rN � N , òî åñòü ïîäðåøåòêó, ïîðîæäåííóþ ëèíåéíî
íåçàâèñèìûì íàáîðîì w1, . . . , wk P N .

Ñ îäíîé ñòîðîíû Rk{ rN åñòü êîìïàêòíûé òîð T k. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ïîëó÷àåì
êàíîíè÷åñêîå êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå íà ýòîì òîðå, êîòîðîå ïðîèñõîäèò èç êëåòîê Âîðî-
íîãî ðåøåòêè N . Èòîãî íà òîðå T k âîçíèêàåò êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå, èìåþùåå |N{ rN |
ìàêñèìàëüíûõ êëåòîê.

Ïðèìåð 3.13. Åñëè âçÿòü rN � N , òî âîçíèêàåò êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå òîðà ñ îäíîé
ìàêñèìàëüíîé êëåòêîé. Îíî ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðìóòîýäðà ïðè ïîìîùè ïàðàëëåëüíîé
ñêëåéêè ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé. Òàêèì îáðàçîì, îòâåò íà óïð.3.1,3.2 � òîð ðàçìåð-
íîñòè 2 è n ñîîòâåòñòâåííî. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî êëåòîê ýòîãî ðàç-
áèåíèÿ íàçûâàåòñÿ öèêëîïåðìóòîýäðîì: îíî áûëî ââåäåíî è èçó÷åíî Ãàÿíý Ïàíèíîé
[11].

Ïðèìåð 3.14. Ïóñòü v1, . . . , vn�1, vn � �
°n�1
i�1 vi � ïðàâèëüíûé íàáîð âåêòîðîâ, ïîðîæ-

äàþùèé ïðàâèëüíóþ ñèìïëèöèàëüíóþ ðåøåòêó N � Rn�1. Ðàññìîòðèì íàáîð

twi � vi � vi�1 | i � 1, 2, . . . , n� 1u

Óïðàæíåíèå 3.15. Äîêàæèòå, ÷òî twiu ïîðîæäàþò êîêîìïàêòíóþ ïîäðåøåòêó N̂ � N
èíäåêñà |N{N̂ | � n. Áîëåå òîãî, N{N̂ � Zn.

Òàêèì îáðàçîì òîð Rn�1{N̂ ðàçáèò íà n ïåðìóòîýäðîâ Pen�1. Ýòî ðàçáèåíèå áóäåò
íàçûâàòüñÿ çàìå÷àòåëüíûì ðàçáèåíèåì òîðà è îáîçíà÷àòüñÿ WT n�1.

Óïðàæíåíèå 3.16. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ êëåòêà êîðàçìåðíîñòè s â WT n�1 ñîäåð-
æèòñÿ â òî÷íîñòè â s�1 ðàçëè÷íûõ ìàêñèìàëüíûõ êëåòêàõ. (*) Äîêàæèòå, ÷òî ðàçáè-
åíèå WT n�1 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì. Äîêàæèòå, ÷òî WT n�1 � ìèíèìàëüíîå ïî ÷èñëó
ìàêñèìàëüíûõ êëåòîê ðàçáèåíèå ñ ýòèìè ñâîéñòâàìè.

Ó ðàçáèåíèÿ WT �
n�1 äâîéñòâåííîãî ê WT n�1 âñå êëåòêè ÿâëÿþòñÿ ñèìïëåêñàìè.

ÐàçáèåíèåWT �
n�1 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïî ÷èñëó âåðøèí ñèìïëèöèàëüíî-êëåòî÷íûì

ðàçáèåíèåì òîðà.
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Ðèñ. 10: Çàìå÷àòåëüíîå ðàçáèåíèå WT 3, n � 4

3.2 Ìàòðèöû

Ïåðèîäè÷åñêîé òðåõäèàãîíàëüíîé (ñèììåòðè÷íîé) ìàòðèöåé ìû íàçûâàåì ìàòðèöó
âèäà

L � Lpa, bq �

�
������

a1 b1 bn
b1 a2 b2

b2 a3
. . .

. . . . . . bn�1

bn bn�1 an

�
�����

(3.1)

Áóäåò ïîëåçíî ïðîäîëæèòü îáîçíà÷åíèÿ öèêëè÷åñêè, ïîëîæèâ bn�i � bi, an�i � ai.
Âîéä = íóëè.

Çàìå÷àíèå 3.17. Çàìåòèì, ÷òî ñîïðÿæåíèå ìàòðèöû Lpa, bq ìàòðèöåé öèêëè÷åñêîãî
ñäâèãà �

������

0 1 0 � � � 0

0 0 1
...

...
. . . . . .

0 0 1
1 0 � � � 0 0

�
�����

öèêëè÷åñêè ñìåùàåò êàê ýëåìåíòû ai òàê è ýëåìåíòû bi.

Ïðîñòðàíñòâî âñåõ ìàòðèö âèäà (3.1), èìåþùèõ ôèêñèðîâàííûé ñïåêòð

λ � pλ1   � � �   λnq,

áóäåì îáîçíà÷àòü PTDn,λ (à àíàëîãè÷íîå ìíîæåñòâî ýðìèòîâûõ ìàòðèöû PTDn,λpCq).
Êàê è ðàíüøå, ìû õîòèì ðàçîáðàòüñÿ, êàê óñòðîåíà òîïîëîãèÿ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Äëÿ ýòîãî ðàçîáüåì PTDn,λ íà çàìêíóòûå êóñêè, â çàâèñèìîñòè îò çíàêîâ âíåäèàãî-
íàëüíûõ ýëåìåíòîâ bi. Ïóñòü ε � pε1, . . . , εnq P Zn2 , εi � �1, âåêòîð çíàêîâ. Ðàññìîòðèì
ïîäìíîæåñòâî

PTDε
n,λ � tLpa, bq P PTDn,λ | sgnpbiq P tεi, 0uu.

(òî åñòü ìû äîïóñêàåì íåñòðîãèå íåðàâåíñòâà íà ýëåìåíòû bi).

Çàìå÷àíèå 3.18. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ òðåõäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö, ñîïðÿãàÿ ìàòðèöó
Lpa, bq ìàòðèöàìè âèäà diagp�1,�1, . . . ,�1q, íåëüçÿ ñäåëàòü âñå bi íåîòðèöàòåëüíû-

ìè. Äåéñòâèòåëüíî, ñîïðÿæåíèå ìàòðèöåé diagp1, . . . , 1,
i

�1, 1, . . . , 1q ìåíÿåò çíàê äâóõ
ýëåìåíòîâ bi ñîñåäíèõ â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå.

Ïðèõîäèì ê äåòñêîé çàäà÷å: ïî êðóãó ñòîÿò n ñòàêàíîâ, è ðàçðåøàåòñÿ çà õîä ïåðå-
âåðíóòü ëþáûå äâà ñîñåäíèõ. Êàêèå êîìáèíàöèè ñòàêàíîâ ìîæíî ïîëó÷èòü èç íà÷àëü-
íîé êîìáèíàöèè? Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáóþ êîìáèíàöèþ ñòàêàíîâ ìîæíî ïîëó÷èòü ëèáî èç
íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ, êîãäà âñå ñòîÿò äîíûøêîì âíèç, ò.å. âåêòîðà p�1,�1, . . . ,�1q,
ëèáî èç ïîëîæåíèÿ, êîãäà ðîâíî îäèí ñòàêàí ñòîèò äîíûøêîì ââåðõ, ò.å. èç âåêòîðà
p�1,�1, . . . ,�1q.

Ââèäó çàìå÷àíèÿ, íàì äîñòàòî÷íî îïèñàòü äâà ìíîæåñòâà:

PTD�
n,λ � PTD

p�1,�1,...,�1q
n,λ è PTD�

n,λ � PTD
p�1,�1,...,�1q
n,λ

à âñå îñòàëüíûå PTDε
n,λ, èäåíòè÷íû îäíîìó èç íèõ, â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè ÷èñëà

ìèíóñîâ â âåêòîðå ε.
Äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû Lpa, bq ðàññìîòðèì ÷èñëî B �±n

i�1 bi P R. Òàêîå ñîïîñòàâëåíèå çàäàåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå p : PTDε
n,λ Ñ R.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîïðÿæåíèå íà diagp�1, . . . ,�1q íå ìåíÿåò ïðîèçâåäåíèå B. Òà-
êèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü îòîáðàæåíèÿ

p� : PTD�
n,λ Ñ R¥0, è p� : PTD�

n,λ Ñ R¤0.

Òåîðåìà 3.19 (Âàí Ì�åðáåêå'76, [8]). Îáðàç îòîáðàæåíèÿ p� : PTD�
n,λ Ñ R¥0 ÿâëÿ-

åòñÿ îòðåçêîì r0, m
4
s. Äëÿ ëþáîãî t P p0, m

4
q ìíîæåñòâî p�1

� ptq åñòü pn � 1q-ìåðíûé
òîð, à p�1

� pm
4
q åñòü òîð ðàçìåðíîñòè n� 1 � n�.

Àíàëîãè÷íî, îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ p� : PTD�
n,λ Ñ R¤ ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê r�M

4
, 0s.

Äëÿ ëþáîãî t P p�M
4
, 0q ìíîæåñòâî p�1

� ptq åñòü pn� 1q-ìåðíûé òîð, à p�1
� p�M

4
q åñòü

òîð ðàçìåðíîñòè n� 1 � n�.

Âåùåñòâåííûå ÷èñëà m,M ¡ 0 è íàòóðàëüíûå ÷èñëà n�, n� îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì.

Êîíñòðóêöèÿ 3.20. Äëÿ çàäàííîãî íàáîðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë λ1   . . .   λn ðàñ-
ñìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí F pxq �

±n
i�1px � λiq. Ïîñêîëüêó ó íåãî n

âåùåñòâåííûõ êîðíåé, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

x1   x2   � � �   xn�2   xn�1,
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ãäå xn�1, xn�3, xn�5, . . . òî÷êè ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ, à xn�2, xn�4, . . . òî÷êè ëîêàëüíûõ
ìàêñèìóìîâ ôóíêöèè F pxq. Ïîëîæèì

M � min
i ÷åòíîå

F pxn�iq, m � min
i íå÷åòíîå

�F pxn�iq. (3.2)

Î÷åâèäíî, m,M ¡ 0.

M

-m

E

F(E)

s

Ðèñ. 11: Çíà÷åíèÿ M è �m íà ãðàôèêå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

n� îáîçíà÷àåò ÷èñëî òî÷åê ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà â êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ çíà÷åíèå
M , à n� òî÷åê ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, â êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ çíà÷åíèå �m.

Íà ðèñ.11 èçîáðàæåí ñëó÷àé n� � 1, n� � 2. Åñëè λ âûáðàí â îáùåì ïîëîæåíèè,
òî n� � n� � 1.

Òåîðåìà âàí Ì�åðáåêå ãëàñèò, ÷òî îòîáðàæåíèå p� ðàññëàèâàåò PTD�
n,λ íà ñåìåé-

ñòâî òîðîâ T n�1 íàä îòðåçêîì r0,M s, ïðè÷åì íàä êðàéíåé ïðàâîé òî÷êîé ó òîðà ñõëî-
ïûâàåòñÿ n� êîîðäèíàòíûõ îêðóæíîñòåé. Îñòàëîñü ðàçîáðàòüñÿ, ÷òî ïðîèñõîäèò íàä
ëåâûì êîíöîì îòðåçêà. Âñïîìíèì, ÷òî p� ñîïîñòàâëÿåò ïåðèîäè÷åñêîé òðåõäèàãîíàëü-
íîé ìàòðèöå ïðîèçâåäåíèå åå âíåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Çíà÷èò

p�1
� p0q � tLpa, bq P PTD�

n,λ |
n¹
i�1

bi � 0u.

Ïîëîæèì
Qi � tLpa, bq P PTD�

n,λ | bi � 0u

Çíà÷èò p�1
� p0q �

�n
i�1Qi. Çàìåòèì, ÷òî Qn åñòü ïðîñòî ìíîæåñòâî èçîñïåêòðàëüíûõ

òðåõäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö, ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè âíå äèàãîíàëè. Òåîðåìà Òî-
ìåè 2.12 óòâåðæäàåò, ÷òî Qn ãîìåîìîðôíî ïåðìóòîýäðó Pen�1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ëþáîå äðóãîå Qi ìîæíî ïðåâðàòèòü â Qn öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì. Ïîýòîìó âñå Qi ÿâëÿ-
þòñÿ ïåðìóòîýäðàìè.

Òåîðåìà 3.21 (âàí Ì�åðáåêå (n � 3), Àéçåíáåðã (n ¥ 3)). Ìíîæåñòâî p�1
� p0q ãîìåî-

ìîðôíî òîðó T n�1, ïðè÷åì åãî ðàçáèåíèå íà ïîäìíîæåñòâà Qi ñîâïàäàåò ñ çàìå÷à-
òåëüíûì ðàçáèåíèåì òîðà, îïðåäåëåííûì â íà÷àëå ëåêöèè.
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Ïóñòü ñïåêòð λ âûáðàí òàê, ÷òîáû ïàðàìåòðû n� è n� îáà áûëè ðàâíû 1 (ñëó÷àé
îáùåãî ïîëîæåíèÿ). Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå âàí Ì�åðáåêå, ïðîñòðàíñòâî PTD�

n,λ åñòü
çàìêíóòîå �ïîëíîòîðèå� D2�T n�2. Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî îòäåëèòü òó êîîðäèíàòíóþ
îêðóæíîñòü, êîòîðàÿ ñõëîïûâàåòñÿ íàä òî÷êîé M . Ñåìåéñòâî îêðóæíîñòåé, êîòîðîå
ñõëîïûâàåòñÿ íà êîíöå � ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ äèñê D2. Ñ îñòàëüíûìè îêðóæíîñòÿìè,
êîòîðûõ n� 2 øòóêè, íè÷åãî íå ïðîèñõîäèò, ïîýòîìó èìååì

PTD�
n,λ � D2 � T n�2.

Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî íà ãðàíèöå ýòîãî ïîëíîòîðèÿ ñèäèò íå ïðîñòî òîð, à òîð, ðàçáè-
òûé íà n ïåðìóòîýäðîâ Qi ïðè ïîìîùè çàìå÷àòåëüíîãî ðàçáèåíèÿ. Àíàëîãè÷íî ïîëó-
÷àåì

PTD�
n,λ � D2 � T n�2.

Òóò, îäíàêî, â ñåìåéñòâå òîðîâ ñõëîïûâàåòñÿ óæå äðóãàÿ îêðóæíîñòü, òàê ÷òî ýòî
ïîëíîòîðèå íåëüçÿ êàíîíè÷åñêè îòîæäåñòâèòü ñ PTD�

n,λ.
Ñîáèðàÿ âñå âîåäèíî, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî PTDn,λ ðàñïàäàåòñÿ íà 2n êóñ-

êîâ PTDε
n,λ, ε P Zn2 , èç êîòîðûõ ïîëîâèíà ÿâëÿåòñÿ èäåíòè÷íûìè êîïèÿìè PTD�

n,λ, à

äðóãàÿ ïîëîâèíà � êîïèÿìè PTD�
n,λ. Áîëåå ñòðîãî, ïóñòü φ : Zn2 Ñ Z2 îáîçíà÷àåò ãîìî-

ìîðôèçì ãðóïï, áåðóùèé ïðîèçâåäåíèå çíàêîâ, è ïóñòü pZn2 q� � φ�1p�1q � ìíîæåñòâî
ñòðî÷åê çíàêîâ, èìåþùèõ ÷åòíîå ÷èñëî ìèíóñîâ, à pZn2 q� � φ�1p�1q � ìíîæåñòâî
ñòðî÷åê çíàêîâ, èìåþùèõ íå÷åòíîå ÷èñëî ìèíóñîâ.

Òåîðåìà 3.22. Äîïóñòèì, n� � n� � 1. Ïðîñòðàíñòâî PTDn,λ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè-
÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì è ïðåäñòàâèìî â âèäå

pPTD�
n,λ�pZ

n
2 q� \ PTD�

n,λ�pZ
n
2 q�q{ �

ãäå ãèïåðãðàíü Qi ïîëíîòîðèÿ PTD�
n,λ�tεu îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ àíàëîãè÷íîé ãèïåð-

ãðàíüþ Qi ïîëíîòîðèÿ PTD�
n,λ�tε

1u, åñëè ε îòëè÷àåòñÿ îò ε1 òîëüêî â ïîçèöèè i.

Îòîæäåñòâëåíèå èìåííî òàêîå, ïîñêîëüêó ãèïåðãðàíü Qi è â òîì è â äðóãîì ïîë-
íîòîðèè ñîñòîèò èç âñåõ èçîñïåêòðàëüíûõ ìàòðèö, ó êîòîðûõ bi � 0, à îñòàëüíûå bj
èìåþò îäíè è òå æå çíàêè.

Âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé: n � 3. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèå òðåõäèàãîíàëüíûå
ìàòðèöû � ýòî ïðîñòî âñå ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ñîâïàäàåò ñ
ïðîñòðàíñòâîì F3pRq ïîëíûõ ôëàãîâ â R3, ñì. ïåðâóþ ëåêöèþ. Òåîðåìà 3.22 â ýòîì
ñëó÷àå äàåò ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà F3pRq íà 8 áóáëèêîâ.

Íàïîñëåäîê íåñêîëüêî óïðàæíåíèé. Çàìåòèì, ÷òî ãðóïïó Z3
2 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê ïîäãðóïïó Op3q, ñîñòîÿùóþ èç äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ñ �1 íà äèàãîíàëè. Òàêàÿ
ïîäãðóïïà äåéñòâóåò íà Op3q êàê óìíîæåíèÿìè ñëåâà, òàê è óìíîæåíèÿìè ñïðàâà.

Óïðàæíåíèå 3.23. F3pRq � Op3q{Z3
2.

Óïðàæíåíèå 3.24. F3pRq � S3{Q8, ãäå S
3 åñòü ñôåðà åäèíè÷íûõ êâàòåðíèîíîâ, Q8 �

t�1,�i,�j,�ku � ãðóïïà êâàòåðíèîíîâ, è Q8 äåéñòâóåò íà S
3 óìíîæåíèÿìè ñëåâà. Â

÷àñòíîñòè, π1pF3pRqq � Q8.
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Ïðåäûäóùèå äâà óïðàæíåíèÿ ê ðåçóëüòàòàì âàí Ì�åðáåêå îòíîøåíèÿ íå èìåþò. À
âîò ñëåäóþùèå èìåþò.

Óïðàæíåíèå 3.25. Z3
2zOp3q{Z3

2 � S3. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî îäíîâðåìåííîå äåéñòâèå
ñëåâà è ñïðàâà íå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì. Ýòî âîîáùå âåñüìà óäèâèòåëüíî, ÷òî ïðîñòðàí-
ñòâî îðáèò îêàçàëîñü ìíîãîîáðàçèåì.

Óïðàæíåíèå 3.26. Äîïóñòèì, ÷òî n� � n� � 1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî îðáèò
PTDn,λ {Zn2 ãîìåîìîðôíî S3 � T n�3.

Óïðàæíåíèå 3.27. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë n�, n� íå ðàâíî 1, òî
PTDn,λ íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì.

Çàìå÷àíèå 3.28. Çà òåîðåìîé âàí Ì�åðáåêå ñòîèò äîâîëüíî áîëüøàÿ íàóêà: òåîðèÿ
èíòåãðèðóåìûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàì è àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèé ìåòîä ìàòåìàòè-
÷åñêîé ôèçèêè, ñì.[6, 5, 8].

Íà ìíîæåñòâå ñèììåòðè÷íûõ òðåõäèàãîíàëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ìàòðèö ìîæíî
ðàññìîòðåòü ñïåöèàëüíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó: ïåðèîäè÷åñêèé ïîòîê Òîäû. Ïóñòü

L � Lpa, bq �

�
������

a1 b1 bn
b1 a2 b2

b2 a3
. . .

. . . . . . bn�1

bn bn�1 an

�
�����

P � P pLq �

�
������

0 �b1 bn
b1 0 �b2

b2 a3
. . .

. . . . . . �bn�1

�bn bn�1 0

�
�����

Óïðàæíåíèå 3.29. Ìàòðèöà rL, P s � LP � PL ñèììåòðè÷íàÿ è ïåðèîäè÷åñêàÿ òðåõ-
äèàãîíàëüíàÿ.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ai, bi ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò âðåìåíè t:

ai � aiptq, bi � biptq, L � Lptq, P � P ptq

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî
ïîðÿäêà)

9L � rL, P s (3.3)

Ýòà ñèñòåìà êîððåêòíî îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå ñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
òðåõäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö. Îíà íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ïîòîêîì Òîäû.

Óïðàæíåíèå 3.30. (*)Ïóñòü L̂ptq � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.3). Äîêàæèòå, ÷òî ñïåêòð
ìàòðèöû L̂ptq íå çàâèñèò îò t.

Óïðàæíåíèå 3.31. Âåëè÷èíà Bptq �
±n

i�1 biptq, âû÷èñëåííàÿ äëÿ ðåøåíèÿ L̂ptq, íå
çàâèñèò îò t.

Òàêèì îáðàçîì, âñå òðàåêòîðèè ëåæàò, âî-ïåðâûõ, âíóòðè ìíîæåñòâà PTDn,λ, âî
âòîðûõ, âíóòðè ãèïåðïîâåðõíîñòè B � const.

Åñëè ìû ïîëîæèì bn � 0, òî òðàåêòîðèÿ îñòàåòñÿ âíóòðè ïðîñòðàíñòâà îáû÷íûõ
òðåõäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö: â ýòîì ñëó÷àå îíà íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì (èëè íåïåðèî-
äè÷åñêèì) ïîòîêîì Òîäû. Îòêðûòûé ïîòîê Òîäû ÿâëÿåòñÿ (â íåêîòîðîì ñìûñëå, ñì.
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[9]) íåïðåðûâíûì àíàëîãîì QR-àëãîðèòìà: ëþáàÿ åãî òðàåêòîðèÿ ñòðåìèòñÿ ê äèàãî-
íàëüíîé ìàòðèöå. Îäíàêî ïåðèîäè÷åñêèé ïîòîê Òîäû ïðè B � 0 êà÷åñòâåííî óñòðîåí
ïî-äðóãîìó.

Â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì èçâåñòíà òåîðåìà Ëèóâèëëÿ�Àðíîëüäà, ñîãëàñíî
êîòîðîé, ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (ïîëíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü
ïî Ëèóâèëëþ è êîìïàêòíîñòü ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ), ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ïðåäñòàâëÿåò
èç ñåáÿ âñþäó ïëîòíóþ îáìîòêó íåêîòîðîãî òîðà. Ïðè ýòîì àïïàðàò ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè ÷àñòî ïîçâîëÿåò íàéòè �êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû�, ò.å. òàêóþ çàìåíó ïåðå-
ìåííûõ â äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè, ïðè êîòîðîé ðåøåíèÿ � ïîïðîñòó ïðÿìûå
íà òîðå.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè B � 0 ïåðèîäè÷åñêèé ïîòîê Òîäû óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
òåîðåìû Ëèóâèëëÿ�Àðíîëüäà. Òîðû, êîòîðûå âîçíèêàþò â òåîðåìå âàí Ì�åðáåêå � ýòî
â òî÷íîñòè çàìûêàíèÿ òðàåêòîðèé ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòîêà Òîäû. Âàí Ì�åðáåêå ñäåëàë
áîëüøå: îí ÿâíî ïîñòðîèë êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòîêà Òîäû.
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4 Ëåêöèÿ 4: Íåêîòîðûå äðóãèå ïðîñòðàíñòâà ìàòðèö

4.1 Ïåðìóòîýäð

Ïóñòü λ1   λ2   � � �   λn � çàäàííûé íàáîð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, à I1, . . . , In�1 �
îòðåçêè ìåæäó íèìè

Ij � rλj;λj�1s

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

Rn�1 �
¤

σPΣn�1

Iσp1q � � � � � Iσpn�1q � Rn�1,

îáúåäèíåíèå pn� 1q! êóáîâ ðàçìåðíîñòè n� 1. Ðàññìîòðèì òàêæå ìíîæåñòâî

Ŕn�1 � tpx1, x2, . . . , xnq P Rn | px2, . . . , xnq P Rn�1,
ņ

i�1

xi �
ņ

i�1

λiu

Âèäíî, ÷òî Ŕn�1 àôôèííî ýêâèâàëåíòíî Rn�1, îäíàêî Ŕn�1 ëåæèò â íàêëîííîé ãè-
ïåðïëîñêîñòè

°
xi � const.

Óïðàæíåíèå 4.1. Âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà Ŕn�1 ÿâëÿåòñÿ ïåðìóòîýäð Peλ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì èíòåðåñíûé ñïîñîá âïèñàòü â ïåðìóòîýäð Pen�1 pn�
1q! ïàðàëëåëåïèïåäîâ.

Óïðàæíåíèå 4.2. (*) Ïóñòü Sqk îáîçíà÷àåò îáúåäèíåíèå âñåõ ãðàíåé ïåðìóòîýäðà Pek,
êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòíûõ êóáó íåêîòîðîé ðàçìåðíîñòè (â ÷àñòíîñòè, ýòî ìíîæå-
ñòâî ñîäåðæèò ðåáåðíûé îñòîâ ïåðìóòîýäðà, à çíà÷èò ñâÿçíî). Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæå-
ñòâî CRn�1 ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ìíîæåñòâó Sqn�2.

Óïðàæíåíèå 4.3. (**) Îïèñàòü ãîìîòîïè÷åñêóþ òîïîëîãèþ (íàïðèìåð, ïîñ÷èòàòü ÷èñ-
ëà Áåòòè) ìíîæåñòâà CRn�1.

4.2 Ìàòðèöû

Ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé-ñòðåëêîé áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöó âèäà

Spa, bq �

�
����

a1 b1 � � � bn�1

b1 a2 0 0
...

...
. . .

...
bn�1 0 � � � an

�
��� (4.1)

Êàê è ðàíüøå, ìû çàäàåìñÿ âîïðîñîì, êàê óñòðîåíî ïðîñòðàíñòâî Arrn,λ âñåõ ìàòðèö-
ñòðåëîê, èìåþùèõ çàäàííûé ñïåêòð λ.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå µ : SymnpRq Ñ Rn èç ïåðâîé ëåêöèè, êîòîðîå ñîïîñòàâ-
ëÿåò ñèììåòðè÷íîé (èëè, áîëåå îáùî, ýðìèòîâîé) ìàòðèöå åå äèàãîíàëü.
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x1 x2

x3

x2

x3

λ1 λ2 λ3

λ1

λ2

λ3

Ðèñ. 12: Ìíîæåñòâî CR2 ñëåâà, è àôôèííî ýêâèâàëåíòíîå åìó ìíîæåñòâî Ŕ2 ñïðàâà

Óïðàæíåíèå 4.4. (*) µpArrn,λq � Ŕn�1.

Êàê è ðàíüøå, ðàçîáüåì Arrn,λ íà 2n�1 çàìêíóòûõ êóñêîâ, â çàâèñèìîñòè îò çíàêîâ
ýëåìåíòîâ bi:

Arrn,λ �
¤

εPZn�1
2

Arrεn,λ, ε � pε1, . . . , εn�1q, ε � �1

Arrεn,λ � tSpa, bq P Arrn,λ | sgn bi P tεi, 0uu

Óïðàæíåíèå 4.5. Äîêàæèòå, ÷òî ñîïðÿæåíèå ìàòðèöû äèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè ñ
�1 íà äèàãîíàëè ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü âñå êóñêè Arrεn,λ. Áîëåå òîãî, îòîáðàæåíèå
µ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî òàêîãî ñîïðÿæåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü êóñîê Arr¥n,λ � Arr
p�1,...,�1q
n,λ . Ðàññìîòðèì

îòîáðàæåíèå µ� : Arr¥n,λ Ñ Ŕn�1, µ
� � µ|Arr¥n,λ

Óïðàæíåíèå 4.6. (*) Äëÿ ëþáîé òî÷êè x P Ŕn�1, ïðîñòðàíñòâî pµ
�q�1pxq ñòÿãèâàåìî.

Êàê ñëåäñòâèå, ïðîñòðàíñòâî Arr¥n,λ ãîìîòîïíî Ŕn�1, òî åñòü, ñîãëàñíî óïð.4.2, êó-
áè÷åñêîìó êîìïëåêñó Sqn�2.

Êàê è â ñëó÷àå òðåõäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö, âñå ïðîñòðàíñòâî Arrn,λ ðàñïàäàåòñÿ â
îáúåäèíåíèå 2n�1 êîïèé íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà Arr¥n,λ, îäíàêî íà ýòîò ðàç ýëåìåíòàð-
íûé êóñîê óæå íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîãðàííèêîì: îíî èìååò êðàéíå çàïóòàííóþ òîïîëîãèþ.

Çàäà÷à 4.7. Âû÷èñëèòü ãîìîëîãèè Arrn,λ ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z2.
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Ðèñ. 13: Îæåðåëüå èç 6 êóáîâ âíóòðè Pe3

Êîíñòðóêöèÿ 4.8. Åñòü áîëåå îáùàÿ åñòåñòâåííàÿ êîíñòðóêöèÿ. Ïóñòü Γ � ãðàô íà
ìíîæåñòâå âåðøèí rns, èìåþùèé ìíîæåñòâî ðåáåð EpΓq. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî

MΓ,λ �MΓ,λpRq � tA � pai,jq PMλpRq | ai,j � 0, åñëè pi, jq R EpΓqu,

MΓ,λpCq � tA � pai,jq PMλpCq | ai,j � 0, åñëè pi, jq R EpΓqu,

òî åñòü ïðîñòðàíñòâî (ñèììåòðè÷íûõ/ýðìèòîâûõ) ìàòðèö, èìåþùèõ çàäàííûé ïðî-
ñòîé ñïåêòð λ è íóëè íà çàäàííûõ ïîçèöèÿõ, êîòîðûå êîäèðóþòñÿ íåðåáðàìè ãðà-
ôà Γ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî âñåõ èçîñïåêòðàëüíûõ ìàòðèö ñîîòâåòñòâóåò
ïîëíîìó ãðàôó, ïðîñòðàíñòâî òðåõäèàãîíàëüíûõ � ïðîñòîìó ïóòè íà n âåðøèíàõ,
ïðîñòðàíñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òðåõäèàãîíàëüíûõ � ïðîñòîìó öèêëó íà n âåðøèíàõ, à
ïðîñòðàíñòâî ìàòðèö-ñòðåëîê � ãðàôó-çâåçäå.

Çàäà÷à 4.9. Îïèñàòü âñå ãðàôû Γ, äëÿ êîòîðûõ òîïîëîãè÷åñêèé òèï ïðîñòðàíñòâà
MΓ,λ íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðîñòîãî ñïåêòðà λ.

Ðàçîáðàííûå íà ëåêöèÿõ ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî òèï ïðîñòðàíñòâà íå çàâèñèò
îò ñïåêòðà â ñëó÷àå ïîëíîãî ãðàôà, ãðàôà-ïóòè, è ãðàôà-çâåçäû. À â ñëó÷àå ãðàôà-
öèêëà, òîïîëîãè÷åñêèé òèï çàâèñèò îò ñïåêòðà (ïðîèñõîäèò ýòî áëàãîäàðÿ ïàðàìåòðàì
n�, n�). Òàêæå èçâåñòíî, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèé òèï íå çàâèñèò îò ñïåêòðà, åñëè ãðàô
� èíäèôôåðåíòíûé ãðàô: òàêèì ãðàôàì ñîîòâåòñòâóþò ñòóïåí÷àòûå ìàòðèöû [3].
Ïîìèìî ýòèõ ïðèìåðîâ îòâåò íà çàäà÷ó 4.9 íåèçâåñòåí. Òàêæå î÷åíü ìàëî èçâåñòíî
ïðî òîïîëîãèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ èçîñïåêòðàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.
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