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Ëåêöèÿ 1: Äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ: ëèíåéíûå

óðàâíåíèÿ, ïèôàãîðîâû òðîéêè, óðàâíåíèå

Ïåëëÿ.

Àðò¼ì Àâèëîâ, Íèêîí Êóðíîñîâ

Ïåðâàÿ ëåêöèÿ êóðñà ïîñâÿùåíà ðàçëè÷íûì äèîôàíòîâûì óðàâíåíèÿì - ëè-
íåéíûì, óðàâíåíèþ Ïèôàãîðà, óðàâíåíèþ Ïåëëÿ, ìû ðàçáåð¼ì ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèé ïåðâûõ äâóõ òèïîâ, à òàêæå ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå Ïåëëÿ.

1 Äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ

Óðàâíåíèÿ, â êîòîðûõ îáå ÷àñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîãî÷ëåíû, à ðåøåíèÿ
íåîáõîäèìî íàéòè â öåëûõ ÷èñëàõ, íàçûâàþòñÿ äèîôàíòîâûìè. Íàèáîëåå ïðî-
ñòîé ñëó÷àé - ëèíåéíûå äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ âèäà

ax+ by = c,

ãäå a, b, c - öåëûå ÷èñëà, ïðè ýòîì a è b íå ðàâíû 0 îäíîâðåìåííî. Î÷åâèäíî, ÷òî
ðåøåíèé íåò, åñëè c íå äåëèòñÿ íà ÍÎÄ a è b. Áóäåì â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî c äåëèòñÿ íà ÍÎÄ a è b.

Òåîðåìà 1.1 Óðàâíåíèå ax + by = c èìååò ðåøåíèå, åñëè c äåëèòñÿ íà d, ãäå
d - ÍÎÄ a è b. Ïðè ýòîì îáùåíèå ðåøåíèå èìååò âèä

x = x0 +
b

d
n, y = y0 −

a

d
n,

ãäå (x0, y0) - ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, à n - öåëîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî: Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé
c, ðàâíîãî ÍÎÄ a è b. Äåéñòâèòåëüíî, ðåøåíèÿ èñêîìîãî óðàâíåíèÿ ëåãêî ïî-
ëó÷èòü èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ax + by = d, ãäå d - ÍÎÄ a è b, óìíîæèâ èõ íà
k = c

d
.

Òåïåðü ðåøèì ýòî óðàâíåíèå. Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè íà d, òîãäà óðàâíåíèå
ïðèìåò âèä a1x + b1y = 1, ãäå (a1, b1) = 1. Ýòî óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
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ñîîòíîøåíèå Áåçó, è åãî ðåøåíèå (u, v) ìîæíî íàéòè ïî àëãîðèòìó Åâêëèäà.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì íåêîòîðîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ax+ by = d

Íàéä¼ì òåïåðü è äðóãèå ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ax+ by = c. Îáîçíà-
÷èì ÷àñòíîå ðåøåíèå, êîòîðîå ìû íàøëè âûøå èç ñîîòíîøåíèÿ Áåçó (x0, y0).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî (x0, y0) = ( c

d
· u, c

d
· v), ãäå (u, v) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

ax+ by = d.
Çàìåòèì, ÷òî ÷òîáû íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ax + by = c íàäî ê ÷àñò-

íîìó ðåøåíèþ ïðèáàâèòü âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

ax+ by = 0,

òî ìû ïîëó÷èì âñå ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, âî-ïåðâûõ,
åñëè ê ÷àñòíîìó ðåøåíèþ (x0, y0) ïðèáàâèòü ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
ax+ by = 0, òî ïîëó÷èì ðåøåíèå. Âî-âòîðûõ, ïî÷åìó ìû òàê ïîëó÷èì âñå ðåøå-
íèÿ? Ïóñòü êàêîå-òî ðåøåíèå (x′, y′) ìû íå ïîëó÷èëè òàêèì îáðàçîì. Âû÷òåì
èç íåãî íàøå ÷àñòíîå (x0, y0) - ðåçóëüòàò, (x

′ − x0, y′ − y0) - ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
ax+ by = 0. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàìå÷àíèå 1.2 Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïðî ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå.

Îñòàëîñü íàéòè ðåøåíèÿ ax + by = 0 Ïîäåëèì îáå ÷àñòè íà d (ÍÎÄ a è b),
ïîëó÷èì óðàâíåíèå a′x + b′y = 0, ãäå (a′, b′) = 1. Òåïåðü, êàê ëåãêî âèäåòü,
èç âçàèìíîé ïðîñòîòû ñëåäóåò, ÷òî x = b′n, y = −a′n. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå
ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

x = x0 +
b

d
n, y = y0 −

a

d
n,

ãäå (x0, y0) - ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, à n - öåëîå ÷èñëî. �

Ïðèìåð 1.1 Ïîñìîòðèì íà óðàâíåíèå 5x + 7y = 11. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïàðà
(-2, 3) - ðåøåíèå. Åñëè áóäåì äåéñòâîâàòü ïî àëãîðèòìó Åâêëèäà, íàéä¼ì ïàðó
(x′, y′), òàêóþ, ÷òî 5x′ + 7y′ = 1, òî ïîëó÷èì ïàðó (-33, 22).

Îñíîâíûå ïðèìåðû íåëèíåéíûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé:

• Óðàâíåíèå Ïèôàãîðà x2 + y2 = z2.

• Óðàâíåíèå Ïåëëÿ x2 − qy2 = 1, ãäå q íå ïîëíûé êâàäðàò.

• Óðàâíåíèå Áàøå y3 = x2 + n, ãäå n > 0. Ïðèìåð ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ.

• Óðàâíåíèå Ôåðìà xn + yn = zn, ãäå n > 2.
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2 Ïèôàãîðîâû òðîéêè

Åù¼ îäíèì èçâåñòíûì ïðèìåðîì äèîôàíòîâîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå

a2 + b2 = c2,

êîòîðîå ñâÿçûâàåò ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíîãî óðàâíåíèÿ ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà.
Ðåøåíèÿ (a, b, c) ýòîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ ïèôàãîðîâûìè òðîéêàìè. Ïèôà-
ãîðîâà òðîéêà íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè ó òðîéêè (a, b, c) íåò îáùèõ äåëèòåëåé.
Äëÿ ïðîñòûõ òðîåê âåðíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.1 Òðîéêà öåëûõ ÷èñåë (a, b, c) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ïèôàãîðîâîé òèòòê
ðîâíî îäíî èç ÷èñåë a, b - ÷¼òíîå è âåðíû ñëåäóþùèå ôîðìóëû (ñ÷èòàåì, ÷òî
÷¼òíîå b):

a = k2 − l2, b = 2kl, c = k2 + l2,

ãäå k > l - íàòóðàëüíûå, âçàèìîïðîñòûå ÷èñëà, íå ñðàâíèìûå ïî ìîäóëþ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî:
Âî-ïåðâûõ, ïðîñòîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî òðîéêà (a, b, c), çàäàâàåìàÿ

ôîðìóëàìè âûøå, äåéñòâèòåëüíî ïðîñòàÿ ïèôàãîðîâà òðîéêà. Âî-âòîðûõ, íàì
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äâà, íàïðìèåð, k2− l2, k2+ l2, èç òð¼õ ÷èñåë íå èìåþò
îáùåãî äåëèòåëÿ. Íó, è â ïðàâäó, ïóñòü îíè äåëÿòñÿ íà íåêîòîðîå d, òîãäà,
çàìåòèì, ÷òî d äåëèò è 2k2 è 2l2, à, çíà÷èò, è ñàìè k2 è l2 (òàê êàê d íå÷¼òíîå).
Íî k è l âçàèìíî ïðîñòûå, ïîýòîìó òàêîâû è èõ êâàäðàòû, ñëåäîâàòåëüíî, d = 1.

Â îáðàòíóþ ñòîðîíó, ïðîäåëàåì ñëåäóþùåå ðàññóæäåíèå. Âî-ïåðâûõ, çàìå-
òèì, ÷òî a è b íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî íå÷¼òíûìè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îíè
îáà íå÷¼òíûå, òî ïðè äåëåíèè íà 4 èõ êâàäðàòû äàþò îñòàòîê 1. À, ñëåäîâàòåëü-
íî, c2 = a2+b2 ≡ 2(4), ÷åãî íå áûâàåò. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü
b ÷¼òíûì, à a - íå÷¼òíûì. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå Ïèôàãîðà â ñëåäóþùåì âèäå:

b2 = c2 − a2 = (c+ a)(c− a).

Ëåãêî, âèäåòü, ÷òî îáå ÷àñòè äåëÿòñÿ íà 4, ïðè÷åì îáà ñîìíîæèòåëÿ â ïðàâîé
÷àñòè ÷¼òíû è âçàèìíî ïðîñòûå (òàê êàê òðîéêà ïðèìèòèâíàÿ). Â òî æå âðåìÿ
èõ ïðîèçâåäåíèå - ïîëíûé êâàäðàò. Ïîëüçóÿñü åäèíñòâåííîñòüþ ðàçëîæåíèÿ íà
ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè â Z, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå k, l, ÷òî:

c+ a

2
= k2,

c− a
2

= l2.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òàêèå k, l äàþò íóæíûå âûðàæåíèÿ äëÿ a, b, c. Îñòàëîñü
ïðîâåðèì, ÷òî k, l ðàçíîé ÷¼òíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó k, l âçàèìíî ïðî-
ñòûå, òî îíè íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî ÷¼òíûìè. Íî è îäíîâðåìåííî íå÷¼ò-
íûìè îíè áûòü íå ìîãóò, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå k2 + l2, 2kl, k2 − l2 âñå áûëè
áû íå÷¼òíûìè, ÷òî íåâîçìîæíî. �
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Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè íàçûâàåòñÿ ïðèâîäè-
ìûì íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë, åñëè îí ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ìíîãî-
÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Òåîðåìà 2.2 Ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïèôà-
ãîðîâûìè òðîéêàìè (a, b, c)a < b < c è ïðèâîäèìûìè ìíîãî÷ëåíàìè x2+mx±n,
çàäàâàåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(a, b, c) 7→ x2 + cx± ab

2
, x2 +mx± n 7→ (

e− d
2

,
e+ d

2
,m), (1)

ãäå d2 = m2 − 4n è e2 = m2 + 4n.

Äîêàçàòåëüñòâî: Â îäíó ñòîðîíó î÷åâèäíî, â îáðàòíóþ - íàì íåîáõîäèìî, ÷òî-
áû äèñêðèìèíàíò îáîèõ òð¼õ÷ëåíîâ áûë ïîëíûì êâàäðàòîì, òîãäà ó íèõ áóäóò
öåëûå êîðíè è, çíà÷èò, îíè áóäóò ïðèâîäèìûìè. Òîãäà, îáîçíà÷èâ, ïåðâûé äèñ-
êðèìèíàíòm2−4n çà d2, àm2+4n çà e2, ïîëó÷èì, ÷òî 2m2 = d2+e2, ïðåîáðàçóÿ,
èìååì Ïèôàãîðîâó òðîéêó ( e−d

2
, e+d

2
,m). �

3 Óðàâíåíèå Ïåëëÿ

Óðàâíåíèå, êîòîðîìó ñîáñòâåííî è áóäåò ïîñâÿùåíà áîëüøàÿ ÷àñòü êóðñà èìååò
âèä:

x2 − qy2 = 1.

Òàêîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ïåëëÿ. Ïðåæäå ÷åì ðåøàòü ýòî óðàâ-
íåíèå, ïîñìîòðèì íà íåñêîëüêî ïðèìåðîâ:

Îïðåäåëåíèå 3.1 ×èñëî íàçûâàåòñÿ òðåóãîëüíûì (Ðèñ. 1), åñëè îíî ñîîò-
âåòñòâóåò ÷èñëó òî÷åê â ðàâíîñòîðîííåì òðåóãîëüíèêè ñ n òî÷êàìè íà ñòî-
ðîíå.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òðåóãîëüíûå ÷èñëà èìåþò âèä 1
2
n(n+ 1). Ñóììà äâóõ ïî-

ñëåäîâàòåëüíûõ òðåóãîëüíûõ ÷èñåë - ïîëíûé êâàäðàò. Êîãäà ñàìî òðåóãîëüíîå
÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì? Ýòî óñëîâèå âûðàæàåòñÿ óðàâíåíèåì

(2n+ 1)2 − 8m2 = 1,

êîòîðîå êàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ïåëëÿ.
Íåñêîëüêî ðàíåå ìû ðàñìîòðåëè òàê íàçûâàåìûå ïèôàãîðîâû òðîéêè. Äà-

âàéòå, íàéä¼ì âñå ïðîñòûå ïèôàãîðîâû òðîéêè, ó êîòîðûõ äâà ÷èñëà îòëè÷à-
þòñÿ íà 1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a è b îòëè÷àþòñÿ íà
1. Òîãäà, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé âûøå, ïîëó÷àåì:

(k2 − l2)− 2kl = ±1,
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Ðèñ. 1: Òðåóãîëüíûå ÷èñëà, n = 2, 3, 4.

÷òî ðàâíîñèëüíî
(k − l)2 − 2l2 = ±1.

Òàêèì îáðàçîì, ïîèñê ïðîñòûõ Ïèôàãîðîâûõ òðîåê ðàâíîñèëåí ðåøåíèþ ñîîò-
âåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ x2 − 2y2 = 1.

Ýòî ñàìîå ïðîñòîå óðàâíåíèå Ïåëëÿ x2−2y2 = 1 è äàâàéòå ìû åãî ðåøèì. Åñ-
ëè ó íàñ åñòü êàêîå-òî ðåøåíèå (x, y) óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ, òî ïàðà (3x+4y, 2x+3y)
- òîæå ðåøåíèå (îáîçíà÷èì îïåðàöèþ ñîñòàâëåíèÿ íîâîãî ðåøåíèÿ çà f). Òàêèì
îáðàçîì, íà÷èíàÿ ñ òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ (1, 0) èëè ñ (3, 2), íå âàæíî, ìû ìî-
æåì ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íóþ ñåðèþ ðåøåíèé. Ìîãóò ëè áûòü êàêèå-òî äðóãèå
ðåøåíèÿ (ñ òî÷íîñòþ äî çíàêà)? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåò. Íåîòðèöàòåëüíûå ðå-

øåíèÿ íàõîäÿòñÿ íà ãðàôèêå ôóíêöèè y =
√

x2−1
2
. Òåïåðü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Ïåëëÿ ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì óïîðÿäî÷èòü, ïîëüçóÿñü ìîíîòîííîñòüþ
ýòîé ôóíêöèè. Ò.å. îäíî ðåøåíèå áîëüøå äðóãîãî, êîãäà ó íåãî áîëüøå è àáñ-
öèññà, è îðäèíàòà. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà, îáðàòíàÿ ê íåé,
g(x, y) = (3x− 4y, 3y − 2x) ìîíîòîííà. Âîîáùå, îáùåå óòâåðæäåíèå èç àíàëèçà
ãëàñèò, ÷òî ëþáîå ìîíîòîííîå îòîáðàæåíèå èìååò îáðàòíîå, òàêæå ÿâëÿþùåå-
ñÿ ìîíîòîííûì. Áóäåì äåéñòâîâàòü îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ðåøåíèå
(x′, y′) óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ x2 − 2y2 = 1, êîòîðîå íå ñîâïàäàåò íè ñ êàêèì ÷ëåíîì
ïîëó÷åííîé íàìè áåñêîíå÷íîé ñåðèè. Ïîñêîëüêó ÷ëåíû íàøåé ñåðèè íåîãðà-
íè÷åííî âîçðàñòàþò, òî íàøå ðåøåíèå (x′, y′) ëåæèò ìåæäó êàêèìè-òî äâóìÿ
ðåøåíèÿìè, ïîñëå ÷åãî ïðèìåíÿåì íàøå ìîíîòîííîå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå g
íóæíîå ÷èñëî ðàç, ïîëó÷èì, ÷òî ó íàñ äîëæíî áûòü åù¼ îäíî ðåøåíèå ìåæäó
(1, 0) è (3, 2), ÷åãî, î÷åâèäíûì îáðàçîì, íåò.

Â äðåâíåé Ãðåöèè óðàâíåíèå

x2 − qy2 = 1,

èñïîëüçîâàëè äëÿ îïðåäåëåíèÿ
√
2, ðàññìàòðèâàÿ âîçðàñòàþùèå ðåøåíèÿ (xi, yi).

Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî èñõîäíîå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

x2

y2
= 2 +

1

y2
⇐⇒ x

y
=

√
2 +

1

y2
→
√
2,

êîãäà y →∞. Ïî÷åìó òàê ïðîèñõîäèò, ìû óâèäèì â ñëåäóþùèé ðàç.
Åñëè îáðàòèìñÿ ê èñòîðèè, òî îáíàðóæèì, ÷òî óðàâíåíèå Ïåëëÿ âñòðå÷àåòñÿ

â çíàìåíèòîé çàäà÷å Àðõèìåäà î áûêàõ (Archimedes cattle problem). ×òî êàñà-
åòñÿ ñàìîãî Ïåëëÿ, òî â äàííîì ñëó÷àå ïðèìåíèì ïðèíöèï Àðíîëüäà è ñàìî
óðàâíåíèå óïîìèíàåòñÿ â ðàáîòàõ Ïåëëÿ, íî ðåøåíèå ïîëó÷èë Ýéëåð.
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4 Öåïíûå äðîáè

Ëþáîå íåöåëîå ÷èñëî α ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

α = α0 +
1

α1

,

ãäå α0, à α1 > 1. Äåéñòâèòåëüíî, â êà÷åñòâå α0 áåð¼ì ïðîñòî öåëóþ ÷àñòü, à â
êà÷åñòâå α1 - îáðàòíîå ÷èñëî ê åãî äðîáíîé ÷àñòè, åñëè îíî îêàçàëîñü íåöåëûì,
òî åãî â ñâîþ î÷åðåäü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå α1 = a1 +

1
α2
. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå α â âèäå

α = α0 +
1

a1 +
1

a2+
...+ 1

αn

Åñëè íà êàêîì-òî øàãå ó íàñ ïîëó÷èëîñü, ÷òî αn öåëîå ÷èñëî, òî öåïíàÿ
äðîáü â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå - áåñêîíå÷íîé.
Äëÿ óäîáñòâà, áóäåì â äàëüíåéøåì çàïèñûâàòü öåïíûå äðîáè â ñëåäóþùåì âèäå
[a0, a1, a2, ..., an].

Åñëè áåñêîíå÷íóþ öåïíóþ äðîáü [a0, a1, a2, ...] íà êàêîì-òî n ìåñòå îáðóáèòü,
òî ïîëó÷èì ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî pn

qn
, íàçûâàåìîå n-îé ïîäõîäÿùåé äðîáüþ ê íà-

øåé öåïíîé äðîáè.

Ïðåäëîæåíèå 4.1 Öåïíàÿ äðîáü êîíå÷íî òèòòê îíà ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëü-
íûì ÷èñëîì.

Îïðåäåëåíèå 4.2 Ïóñòü [a0, a1, a2, ...] - öåïíàÿ äðîáü, òàêàÿ ÷òî an = an+l
äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n è ôèêñèðîâàííîãî ïîëîæèòåëüíîãî l. Òîãäà ýòà
äðîáü íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷íîé ñ ïåðèîäîì l.

Òåîðåìà 4.3 Èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íî èððàöèîíàëüíûì
òèòòê åãî öåïíàÿ äðîáü ïåðèîäè÷íà.

Îïðåäåëåíèå 4.4 Ïóñòü α èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Îíî íàçûâàåòñÿ êâàäðà-
òè÷íî èððàöèîíàëüíûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà âòîðîé ñòåïå-
íè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Âòîðîé êîðåíü ýòîãî ìíîãî÷ëåíà β íàçûâàåòñÿ
ñîïðÿæ¼ííûì ê α.

Îïðåäåëåíèå 4.5 Ïóñòü α êâàäðàòè÷íî èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Îíî íàçûâà-
åòñÿ ïðèâåä¼ííûì, åñëè α > 1 è −1 < β < 0.

Òåîðåìà 4.6 (Ãàëóà) Ïóñòü α èððàöèîíàëüíîå. Òîãäà α ÷èñòî ïåðèîäè÷íà
òèòòê α ïðèâåä¼ííîå. Åñëè α = [a0, a1, ..., an] è β åãî ñîïðÿæ¼ííîå, òî − 1

β
=

[an, ..., a2, a1].
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Ñëåäñòâèå 4.7 Ïóñòü d - íå ïîëíûé êâàäðàò, òîãäà ñóùåñòâóåò íàáîð ÷èñåë

a1, ..., an, òàêèõ ÷òî
√
d = [[

√
d, a1, a2, ..., a2, a1, 2

√
d] è a1, a2, ..., a2, a1 - ïàëèí-

äðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî:
Çàìåòèì, ÷òî 0 > [

√
d] −

√
d > −1 è 1 < [

√
d] +

√
d. Çàìåòèì, ÷òî îíè

ñîïðÿæ¼ííûå êâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè è [
√
d] +

√
d ïðèâåä¼ííîå, âîñ-

ïîëüçóåìñÿ Òåîðåìîé 4.6 è ïîëó÷èì, ÷òî öåïíàÿ äðîáü äëÿ [
√
d] +

√
d ÷èñòî

ïåðèîäè÷åñêàÿ. Â ðåçóëüòàòå, ìû ïîëó÷àåì öåïíóþ äðîáü äëÿ
√
d â ñëåäóþùåì

âèäå √
d = [[

√
d; a1, a2, ..., an, 2

√
d].

Èñïîëüçóåì ðàçëîæåíèå −1
[
√
d]−
√
d
â öåïíóþ äðîáü (Òåîðåìîé 4.6):

−1
[
√
d]−

√
d
= [[an, an−1, ..., a1, 2

√
d].

Äàëåå èñïîëüçóåì î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî

√
d = [[

√
d;

1√
d− [

√
d]
]

Ïîëó÷àåì, ÷òî √
d = [[

√
d, an, an−1, ..., a2, a1, 2

√
d],

çàòåì èñïîëüçóåì öåïíóþ äðîáü, ïîëó÷åííóþ ÷óòü âûøå, çàâåðøàåì äîêàçà-
òåëüñòâî. �


