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Çàäà÷è ê ëåêöèÿì 3 è 4

Çàäà÷êè ìîæíî ñäàâàòü Àðò¼ìó è Íèêîíó (êîìíàòà 229-Á) â ëþáîå âðåìÿ,
êîãäà ìû íå èãðàåì â ôóòáîë/âîëåéáîë/...
Åñëè âîçíèêàþò âîïðîñû ïî ëåêöèÿì è çàäà÷êàì, òî ñìåëî çàäàâàéòå! Ëèñòî÷-
êè ñ çàäà÷êàìè, ëåêöèè è ëèòåðàòóðà äîñòóïíû íà äèñêå O â ïàïêå materials/avilov-
kurnosov.

1.

a) Íàéäèòå âñå åäèíèöû â Q(
√
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√
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√

229).
b) Ïîêàæèòå, ÷òî â ïîëå Q(θ), θ3 = 2, âñÿêàÿ åäèíèöà èìååò âèä ±(1− θ)k.
2. Âåðíî ëè, ÷òî êîëüöî öåëûõ â Q[

√
3,
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3,
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7]? Íàéäèòå êîëüöî
öåëûõ äëÿ Q[

√
57]

3. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ è êîëüöî ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿ-

äîâ ÿâëÿþòñÿ êîëüöàìè ãëàâíûõ èäåàëîâ.

4. Äîêàæèòå, ÷òî íåðàâåíñòâî ν(X) > 2n∆ â ëåììå Ìèíêîâñêîãî î âûïóê-

ëîì òåëå íåëüçÿ çàìåíèòü áîëåå ñëàáûì. Äëÿ ýòîãî íàäî ïîñòðîèòü âûïóêëîå

îãðàíè÷åííîå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî X ñ îáúåìîì ν(X) = 2n∆,

íå ñîäåðæàùåå, êðîìå íà÷àëà, íèêàêèõ äðóãèõ òî÷åê ðåø¼òêè.

5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ x, y, z ∈ N óðàâíåíèå x4+y4 = z2 èìååò ðåøåíèå òîëüêî
â òîì ñëó÷àå, åñëè xyz = 0.

6. ßâëÿåòñÿ ëè êîëüöî öåëûõ â Q[
√

57] ðåø¼òêîé â í¼ì?

7.

a) Ðàññìîòðèì ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà x4 − 2. Îïèøèòå ãðóïïó åäè-

íèö. Îïðåäåëèòå ÷èñëî âëîæåíèé â C. Ñêîëüêî èç íèõ ÷èñòî âåùåñòâåííûõ?

Âû÷èñëèòå íîðìó ýëåìåíòà
4
√

2 + i
b) Ðàññìîòðèì Q[ 3

√
2]. Íàéäèòå íîðìó ýëåìåíòà α = a+ b 3

√
2 + c 3

√
4

8. Ðåø¼òêà Γ â Rn ïîëíàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà, ñóùåñòâóåò îãðàíè-

÷åííîå ïîäìíîæåñòâî X ⊆ Rn, òàêèå ÷òî íàáîð âñåõ ìíîæåñòâ X + γ, ãäå γ ∈ Γ
ïîêðûâàåò âñ¼ ïðîñòðàíñòâî.

9. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ÷åòûð¼õ

êâàäðàòîâ.

Óêàçàíèå: Âîñïîëüçóéòåñü ëåììîé Ìèíêîâñêîãî.


