
Çàìîùåíèÿ. Çàäà÷è-2: íà÷àëà òåîðèè ãðóïï. (ïî çàíÿòèÿì Êîæåâíèêîâà)

1. (Öèêëè÷åñêèå ãðóïïû) Ïóñòü G = ⟨a⟩ � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà. à) Äîêàæèòå, ÷òî G ∼= Z â ñëó÷àå |G| = ∞ è
G ∼= Zn â ñëó÷àå |G| = n. á) Îïèøèòå ïîäãðóïïû H 6 G. â) (ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû) Îïèøèòå âñå x ∈ G
òàêèå, ÷òî ⟨x⟩ = G.

2. (Ïîðÿäîê ýëåìåíòà ãðóïïû) Ïîðÿäêîì ýëåìåíòà a ∈ G (îáîçíà÷àåì ord(a)) íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå k ∈ N ñ
óñëîâèåì ak = 1. Åñëè òàêîãî k íå ñóùåñòâóåò, òî ïîëàãàåì ord(a) = ∞.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ord(x) = | ⟨x⟩ |. á) Äîêàæèòå, ÷òî ord(yxy−1) = ord(x). â) Íàéäèòå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ
âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà ord(xy) = ÍÎÊ[ord(x), ord(y)]. ã) Äîêàæèòå, ÷òî Zmn = Zm ⊕ Zn ⇔ ÍÎÄ(m,n) = 1.

3. (Ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê) à) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ τ ∈ Sn ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì íåçàâèñèìûõ öèêëîâ.
á) Âûðàçèòå ord(τ) ÷åðåç äëèíû ýòèõ öèêëîâ. â) Ïîêàæèòå, ÷òî Sn = ⟨(12), (13), . . . , (1n)⟩. ã) Ïîêàæèòå, ÷òî
Sn = ⟨(12), (12 . . . n)⟩.

4. (Ãðóïïû èçîìåòðèé) Îïèøèòå ãðóïïû èçîìåòðèé à) êðóãà (íà ïëîñêîñòè); á) ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà (íà
ïëîñêîñòè); â) ñôåðû; ã) ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà; ä) êóáà (èëè ïðàâèëüíîãî îêòàýäðà).

5. (Ïîäãðóïïû) Ïóñòü G � ãðóïïà; H 6 G. à) (Ëåâûå ñìåæíûå êëàññû) Äëÿ x, y ∈ G äîêàæèòå, ÷òî xH = yH
ëèáî (xH)∩ (yH) = ∅ (çäåñü xH = {xh |h ∈ H}). á) (Òåîðåìà Ëàãðàíæà) Åñëè |G| < ∞, òî |G| äåëèòñÿ íà |H|.
â) (Ñëåäñòâèå) Åñëè x ∈ G, òî |G| äåëèòñÿ íà ord(x) (èíà÷å: x|G| = 1). ã) Åñëè |G| = p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî G
� öèêëè÷åñêàÿ.

6. (Ñâîáîäíàÿ ãðóïïà, ñîîòíîøåíèÿ) Ïóñòü W � ìíîæåñòâî ñëîâ â àëôàâèòå {a±1, b±1, . . .}; R = {R1, . . .} ⊂ W.

Ïîëîæèì W1
R
= W2 â ñëó÷àå, åñëè îò W1 ê W2 ìîæíî ïåðåéòè êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îïåðàöèé

âñòàâêè ëèáî âû÷åðêèâàíèÿ ïîäñëîâà âèäà xx−1, ãäå x ∈ {a±1, b±1, . . .}, ëèáî ïîäñëîâà âèäà W±1, ãäå W ∈ R.

à) Äîêàæèòå, ÷òî îòíîøåíèå
R
= � åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, è ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè

W/
R
= � ãðóïïà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïðèïèñûâàíèÿ ñëîâ. (Ýòó ãðóïïó îáîçíà÷àþò ⟨a, b . . . ||R1, . . .⟩ è íà-

çûâàþò ãðóïïîé, çàäàííîé ïîðîæäàþùèìè (îáðàçóþùèìè) a, b, . . . è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè R1, . . ..
Â ñëó÷àå R = ∅ ïîëó÷àåì ñâîáîäíóþ ãðóïïó F (a, b, . . .) ñî ñâîáîäíûìè îáðàçóþùèìè a, b, . . .).

á) (Íîðìàëüíàÿ ôîðìà ýëåìåíòà ñâîáîäíîé ãðóïïû) Äîêàæèòå, ÷òî êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè èç ìíî-

æåñòâà êëàññîâ W/
∅
= ñîäåðæèò åäèíñòâåííîå íåñîêðàòèìîå ñëîâî.

â) Ïóñòü W ∈ W. Äîêàæèòå, ÷òî W
R
= 1 ⇔ ñóùåñòâóþò ñëîâà X1, . . . , Xt ∈ W è S1, . . . , St ∈ R òàêèå, ÷òî

W
∅
= (X1S

±1
1 X−1

1 ) . . . (XtS
±1
t X−1

t ). (Èìååòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ (íà ïëîñêîñòè) èíòåðïðåòàöèÿ ýòîãî ôàêòà �
ëåììà Âàí-Êàìïåíà).

ã) (Óíèâåðñàëüíîñòü) Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà, â íåé çàôèêñèðîâàëè ýëåìåíòû a, b, . . . ∈ G. Äîêàæèòå,
÷òî ãîìîìîðôèçì φ : ⟨a, b . . . ||R1, . . .⟩ → G ñ óñëîâèåì φ(a) = a, φ(b) = b, . . . ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà çíà÷åíèÿ R1(a, b), . . . ðàâíû 1 â G.

ä) Äîêàæèòå, ÷òî â ãðóïïå
⟨
a, b || aba−1b−1 = 1

⟩
âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå akbla−kb−l = 1;

å) â ãðóïïå
⟨
a, b || ab2a−1b−2 = a2ba−2b−1 = 1

⟩
íå âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå a7b7a−1ba−7b−7ab−1 = 1.

7. (Ãðàô Êýëè) Îïèøèòå ãðàôû Êýëè ãðóïï à) Z2 (Z2 = Z ⊕ Z); á) Z ⊕ Zn; â) Zm ⊕ Zn; ã) F2(a, b) (ñâîáîäíàÿ
ãðóïïà); ä)

⟨
a, b, || a3 = b3 = (ab−1)3 = 1

⟩
; å)

⟨
a, b, c || a2 = b2 = c2 = (ab)3 = (bc)3 = (ca)3 = 1

⟩
.

æ) Ïóñòü H 6 G. Äîêàæèòå, ÷òî Cay(G) ìîæíî çàìîñòèòü ôèãóðêàìè, ðàâíûìè (îïðåäåëèòå ðàâåíñòâî!) H.
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