
óëìåêëé é ðåòåó�áîï÷ëé �ïþåëà.í.âõòíáîäÌÑ Ó�Å�ÉÁÌÉÓÔÏ×. üÔÏ | ÓÌÅÇËÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ËÕÒÓÁ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈÌÅË�ÉÊ, �ÒÏÞÉÔÁÎÎÙÈ Á×ÔÏÒÏÍ ÎÁ V ÌÅÔÎÅÊ ÛËÏÌÅ \óÏ×ÒÅÍÅÎÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁ-ÔÉËÁ" (äÕÂÎÁ, ÉÀÌØ 2005 Ç.). ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ ÌÅË�ÉÊ ÓÏÓÔÁ×ÉÌÉ ÔÅ-ÏÒÅÍÙ ÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ É ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÍÁÌÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ÷ ÒÁÚÂÉÒÁÅÍÙÈ �ÒÉÍÅÒÁÈ ÎÅÑ×ÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÉÅ ×ÁÖÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ |ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÇÒÕ��Á ËÏÓ, ÒÁÚÄÕÔÉÑ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ èÅÇÏÒÁ | ÎÏÍÙ ÉÚÂÅÇÁÌÉ ÄÁ×ÁÔØ Ñ×ÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ �ÒÅÄßÑ×ÌÑÔØ ÉÚÌÉÛÎÉÈÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ Ë �ÏÄÇÏÔÏ×ËÅ ÓÌÕÛÁÔÅÌÅÊ.÷ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ (É ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ) \ÔÏÞËÏÊ" ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ×ÓÅ, ÞÔÏÕÇÏÄÎÏ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÉÓÌÏ. éÌÉ �ÒÑÍÕÀ. éÌÉ �ÁÒÕ ÔÏÞÅË. üÔÉ ÔÏÞËÉ ÍÏÖÎÏÓÏÂÉÒÁÔØ × \�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á" (ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ) É ÉÚÕÞÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ÜÔÉÈ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×. ä×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á A É B ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ÉÈÔÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅf : A! B, ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ f�1 : B ! A ÔÏÖÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ.îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ f ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ, ÞÔÏÂÙ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÏÔÏÍ, ÞÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× A É B ÏÄÉÎÁËÏ×Á. èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ�ÒÑÍÏÊ É ÔÏÞËÁÍÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ; ÍÅÖÄÕ ÔÅÍ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÒÑÍÏÊ É�ÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÒÁÚÎÙÅ. íÏÖÎÏ, ÏÄÎÁËÏ, �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ ÍÅÖÄÕ �ÒÑÍÏÊ É �ÌÏÓËÏÓÔØÀ ÎÅÔ | ÜÔÉ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ.÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ, ËÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á A × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï BÓÌÅÄÕÅÔ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ. ÷ �ÒÉÍÅÒÁÈ, ÒÁÚÂÏÒÕ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÜÔÁÂÒÏÛÀÒÁ, ÏÔ×ÅÔ ÂÕÄÅÔ ÑÓÅÎ ÉÚ ÚÄÒÁ×ÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ. ÷ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÈ ÓÉÔÕÁ�ÉÑÈ,ÏÄÎÁËÏ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÁÅÔÓÑ × ËÁÖÄÏÍ ÓÌÕÞÁÅ(ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á) ÏÔÄÅÌØÎÏ.âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÂßÅËÔÏ×, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ(ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, Ä×ÕÈ- É ÔÒÅÈÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ, ÌÅÎÔÁ íÅÂÉÕÓÁ, �ÒÑÍÙÅ, �ÌÏÓËÏÓÔÉÉ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ), ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÞÉÔÁÔÅÌÑÍ ÉÚ �Ï×ÓÅÄÎÅ×ÎÏÇÏ Ï�ÙÔÁ. �ÅÍÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÍÏÇÕÔ �ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÍÉ. íÙÂÕÄÅÍ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ Ï�ÉÓÙ×ÁÔØ ×ÓÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÚÒÁÞÎÏ,�ÒÅÄ�ÏÞÔÉÔÅÌØÎÏ | Ó �ÏÍÏÝØÀ Ñ×ÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÉÌÉ �ÒÏÓÔÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈËÏÎÓÔÒÕË�ÉÊ. ðÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÊ,ÒÅÛÉ× ËÏÔÏÒÙÅ, ÞÉÔÁÔÅÌØ �ÏÄÒÏÂÎÅÅ �ÏÚÎÁËÏÍÉÔÓÑ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÏÂßÅËÔÏ×(�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÊ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ), Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÔÅËÓÔÅ.
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1. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ ËÒÉ×ÙÈäÅËÁÒÔÏ×ÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× A É B (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ A � B)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ (a; b), ÇÄÅ a | ÔÏÞËÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á A, Á b | ÔÏÞ-ËÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á B. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÑ A1 � A2 � � � � � An | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÂÏÒÏ× (a1; a2; : : : ; an), × ËÏÔÏÒÙÈai 2 Ai �ÒÉ ×ÓÅÈ i = 1; : : : ; n. ëÁË É ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏÕÍÎÏÖÁÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÎÁ ÓÅÂÑ, �ÏÌÕÞÁÑ ÄÅËÁÒÔÏ×Õ ÓÔÅ�ÅÎØAn = f(a1; : : : ; an) j a1; : : : ; an 2 Ag.ðÒÉÍÅÒ 1.1. äÅËÁÒÔÏ× Ë×ÁÄÒÁÔ �ÒÑÍÏÊ R |�ÌÏÓËÏÓÔØR2 . óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕÔÏÞËÁÍÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É �ÁÒÁÍÉ ÔÏÞÅË �ÒÑÍÏÊ (ÔÏ ÅÓÔØ �ÁÒÁÍÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈÞÉÓÅÌ) ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÊ (ÖÅ) ÓÉÓÔÅÍÙ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈËÏÏÒÄÉÎÁÔ.ðÒÉÍÅÒ 1.2. äÅËÁÒÔÏ× Ë×ÁÄÒÁÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (S1)2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÕÍÅÒÎÙÍ ÔÏ-ÒÏÍ (k-Ñ ÄÅËÁÒÔÏ×Á ÓÔÅ�ÅÎØ | k-ÍÅÒÎÙÍ ÔÏÒÏÍ). ïËÒÕÖÎÏÓÔØ S1 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁÏÔÒÅÚËÕ Ó ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÎ�ÁÍÉ: S1 = [0; 1℄=(0 � 1). ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ,ÞÔÏ Ä×ÕÍÅÒÎÙÊ ÔÏÒ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ �ÁÒ ÞÉÓÅÌ (x; y), ÇÄÅ 0 � x; y � 1,�ÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x �ÁÒÁ (x; 0) ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ Ó (x; 1), Á ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ y �ÁÒÁ(0; y) | Ó �ÁÒÏÊ (1; y). íÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ (x; y), 0 � x; y � 1, ÜÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ, Á ÏÔÏ-ÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ Õ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ Ä×Å �ÁÒÙ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈÓÔÏÒÏÎ: ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ | Ó ÌÅÖÁÝÅÊ �ÒÑÍÏ ÎÁÄ ÎÅÀ ÔÏÞËÏÊ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ.ä×ÕÍÅÒÎÏÍÕ ÔÏÒÕ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ Ó�ÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ.çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÄÅËÁÒÔÏ×ÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÏÂÙÞÎÏ ÎÅÓÌÏÖÎÁÑ. óÉÔÕÁ�ÉÑ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ (�ÁÒÙ, ÔÒÏÊ-ËÉ É Ô.Ä.) ÔÏÞÅË × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å A. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× ((a1; : : : ; an))ÄÌÉÎÙ n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÅ�ÅÎØÀ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á A É ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ A(n). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÔÏÞÅË a1; : : : ; an ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ.ðÒÉÍÅÒ 1.3. ðÕÓÔØ A = (R1 )(2), ÔÏ ÅÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÁÒ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈÞÉÓÅÌ ((x1; x2)), �ÒÉÞÅÍ �ÁÒÙ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÏÒÑÄËÏÍ ÞÉÓÅÌ, ÓÞÉÔÁÀÔÓÑÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ: ((x1; x2)) = ((x2; x1)). �ÏÞËÁÍ ÒÁÚÒÅÛÅÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ. �ÁËÕÀ �ÁÒÕÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ (x1; x2) (ÓËÏÂËÉ �ÒÏÓÔÙÅ !), ÇÄÅ x1 � x2| ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ f(x1; x2) 2 R2 jx1 � x2g. çÒÁÎÉ�Á ÜÔÏÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ �ÁÒ ((x1; x2))Ó ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ((x1; : : : ; xn))ÉÚ n ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ f(x1; : : : ; xn) 2 Rn j x1 �x2 � � � � � xng. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï | ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ; ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ (ÒÁÚÎÙÈÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ) ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÎÁÂÏÒÁÍÉ (Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍÉ !) (k1; : : : ; ks) �ÅÌÙÈÞÉÓÅÌ, × ËÏÔÏÒÙÈ k1; : : : ; ks � 1 É k1 + � � �+ ks = n. á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁÂÏÒÕ k1; : : : ; ksÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË (x1; : : : ; xn) 2 Rn ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ x1 = � � � = xk1 <xk1+1 = � � � = xk1+k2 < : : : (k1 ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÅk2 ÔÏÖÅ ÒÁ×ÎÙ, ÎÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ �ÅÒ×ÙÅ, É Ô.Ä.).ðÒÉÍÅÒ 1.4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (S1)(2) ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ ((x1; x2))ÔÏÞÅË ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. éÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T2 = (S1)2 ! (S1)(2),ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ �ÁÒÅ (x1; x2) ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÕÀ �ÁÒÕ((x1; x2)). üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ï�ÉÓÁÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (S1)(2) ËÁË ÔÏÒ,
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A òÉÓ. 1.1. (S1)(2) | ÌÅÎÔÁ íÅÂÉÕÓÁ
× ËÏÔÏÒÏÍ ÓËÌÅÅÎÙ ÔÏÞËÉ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÏÂÒÁÚ, ÔÏ ÅÓÔØ (x1; x2) É(x2; x1). åÓÌÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅÂÅ ÔÏÒ ËÁË Ë×ÁÄÒÁÔ ÓÏ ÓËÌÅÅÎÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ(ËÁË × �ÒÉÍÅÒÅ 1.2), ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ ÔÏÞËÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-ÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÏÔ ÔÏÒÁ ÌÉÛØ ×ÅÒÈÎÉÊÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË (ACD ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 1.1), ËÁÔÅÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÓËÌÅÉÔØ \�ÅÒÅÎÏ-ÓÏÍ": ÔÏÞËÁ (t; 1) ÓËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÔÏÞËÏÊ (0; t) ÄÌÑ ×ÓÅÈ 0 � t � 1 (ÔÁË ÞÔÏ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÏÞËÁ ÏÔÒÅÚËÁ CD, ÏÔÓÔÏÑÝÁÑ ÏÔ ÔÏÞËÉ C ÎÁ 1 ÍÍ, ÓËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÏÞËÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ AC, ÏÔÓÔÏÑÝÉÊ ÎÁ 1 ÍÍ ÏÔ ÔÏÞËÉ A). òÁÚÒÅÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉË ×ÄÏÌØ ÍÅÄÉÁÎÙ CB, �ÏÌÏ×ÉÎËÉ ÒÁÚ×ÅÄÅÍ É ÓËÌÅÉÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ AC ÉC 0D0 | ËÁË ÒÁÎÅÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÌÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÂÙ×ÁÔØ, ÞÔÏ ×ÎÏ×ØÏÂÒÁÚÏ×Á×ÛÉÅÓÑ ÓÔÏÒÏÎÙ BC É B0C 0 ÎÕÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÔØ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ (ÓÍ.ÒÉÓ. 1.1) �ÏÌÕÞÉÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÙ Ä×Å �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÓÔÏ-ÒÏÎÙ, �ÒÉÞÅÍ Ó \�ÅÒÅËÒÕÔËÏÊ": ÔÏÞËÁ (0; t) ÓËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÔÏÞËÏÊ (1; 1� t) ÄÌÑ×ÓÅÈ 0 � t � 1. ðÏÌÕÞÉÌÏÓØ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (S1)(2) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊÌÅÎÔÅ íÅÂÉÕÓÁ.ëÒÁÊ ÌÅÎÔÙ íÅÂÉÕÓÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ AD ÔÏÒÁ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ�ÁÒÁÍ ((x1; x2)), × ËÏÔÏÒÙÈ x1 = x2.íÎÏÖÅÓÔ×Ï (S1)(2) ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÂÒÁÚÉÔØ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ S1, ÓÏ�ÏÓÔÁ×É× ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÅ ÔÏÞÅË ((x1; x2)) ÓÅÒÅÄÉÎÕ m(x1; x2)ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÉÈ ÈÏÒÄÙ. åÓÌÉ p = m(x1; x2) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÎÔÒÏÍ ËÒÕÇÁ, ÔÏ�ÁÒÁ ((x1; x2)) ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï ÔÏÞËÅ p ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. åÓÌÉ ÖÅ p | �ÅÎÔÒËÒÕÇÁ, ÔÏ �ÒÏÏÂÒÁÚ m�1(p) � (S1)(2) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ �ÁÒ ((x1; x2)), × ËÏÔÏÒÙÈÔÏÞËÉ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÒÅÄÎÅÊ ÌÉÎÉÉ ÌÅÎÔÙíÅÂÉÕÓÁ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÌÅÎÔÁ íÅÂÉÕÓÁ, ÉÚ ËÏÔÏ-ÒÏÊ ×ÙÒÅÚÁÌÉ ÓÒÅÄÎÀÀ ÌÉÎÉÀ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ËÒÕÇÕ ÂÅÚ �ÅÎÔÒÁ. ï�ÅÒÁ�ÉÑ, �ÒÉËÏÔÏÒÏÊ ÉÚ ËÒÕÇÁ ÕÄÁÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ (�ÅÎÔÒ) É ÎÁ ÅÅ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎ-ÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÄÕÔÉÅÍ (ÔÏÞËÉ) ÉÌÉ �-�ÒÏ�ÅÓÓÏÍ.òÁÚÄÕÔÉÑ ÂÙ×ÁÀÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 (ËÁË ÚÄÅÓØ), ÎÏ É × ÂÏÌØÛÉÈ ÒÁÚ-ÍÅÒÎÏÓÔÑÈ, É ÎÅ ÔÏÌØËÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ (ËÁË ÚÄÅÓØ), ÎÏ É ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ; ÍÙ ÓÎÉÍÉ ÅÝÅ ÓÔÏÌËÎÅÍÓÑ.åÓÌÉ �ÒÑÍÁÑ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁ-ÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏ ÏÎÁ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ�Õ S1 ÌÉÂÏ × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ, ÌÉÂÏ ×ÏÄÎÏÊ \Ä×ÏÊÎÏÊ" ÔÏÞËÅ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (S1)(2) ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ�ÒÉÍÅÒÁ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ×ÓÅÈ L(1) �ÒÑÍÙÈ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ÅÄÉÎÉÞ-ÎÙÊ ËÒÕÇ. ðÒÑÍÙÅ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ �ÁÒÁÍÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÒÅÄÎÅÊ ÌÉÎÉÉ ÌÅÎÔÙ íÅÂÉÕÓÁ.



���L(3)L(2)L(1)òÉÓ. 1.2. ìÅÎÔÙ íÅÂÉÕÓÁ ÒÁÚÎÏÊ ÛÉÒÉÎÙíÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÁËÖÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L(r) | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÒÑÍÙÈ, �Å-ÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ r > 1 Ó ÔÅÍ ÖÅ �ÅÎÔÒÏÍ. ïÎÉ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ×ÓÅ ÇÏÍÅÏ-ÍÏÒÆÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ É ÌÅÎÔÅ íÅÂÉÕÓÁ: ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ L(r) ! L(1) �ÏÒÏÖÄÅÎÓÖÁÔÉÅÍ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ) Ë ÎÁÞÁÌÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × r ÒÁÚ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏ-ÎÙ, ÏÎÉ ×ÌÏÖÅÎÙ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ: L(r1) � L(r2) �ÒÉ r1 < r2. üÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ×ÌÏÖÅÎÉÀ ÌÅÎÔ íÅÂÉÕÓÁ: ÌÅÎÔÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ L(r1), ÜÔÏ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÓÒÅÄ-ÎÅÊ ÌÉÎÉÉ ÌÅÎÔÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ L(r2). íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅSr L(r), ÔÏ ÅÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÒÑÍÙÈ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ïÎÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÀ ×ÓÅÈ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ Ï�ÉÓÁÎÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÌÅÎÔ íÅÂÉÕÓÁ| ÔÏ ÅÓÔØ, ÌÅÎÔÅ íÅÂÉÕÓÁ ÂÅÚ ËÒÁÑ (ÓÍ. ÒÉÓ. 1.2).íÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÑÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÜÔÏ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕÓÒÅÄÎÑÑ ÌÉÎÉÑ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÌÅÎÔÙ íÅÂÉÕÓÁ (�ÏÓËÏÌØËÕ Õ ×ÓÅÈ ÌÅÎÔ íÅÂÉÕÓÁ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÒÁÚÎÙÍ L(r), ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÓÒÅÄÎÑÑ ÌÉÎÉÑ). ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅ-ËÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÎÁ�ÒÑÍÕÀ, ÓÍ. ÒÉÓ. 2.1 É ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ × ÎÁÞÁÌÅ ÒÁÚÄÅÌÁ 2. íÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÑÍÙÈ,�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, ÜÔÏ \ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØ" ÎÁ ÌÅÎÔÅ íÅÂÉÕÓÁ | ÏÔÒÅÚÏË(ÂÅÚ ËÏÎ�Ï×), �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÏÔ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÔÏÞËÉ ËÒÁÑ ÄÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ. �ÁËÁÑÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÓÒÅÄÎÀÀ ÌÉÎÉÀ × ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ | ÜÔÏ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ V �ÏÓÔÕÌÁÔÕ å×ËÌÉÄÁ: ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÒÏ×ÎÏÏÄÎÕ �ÒÑÍÕÀ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ ÄÁÎÎÏÊ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (S1)(3) ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÔÒÏÅË ((x1; x2; x3))ÔÏÞÅË ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ëÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÍÏÖÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÅÅ ÕÇÌÏ×ÕÀ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÕ ', Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ �ÅÌÙÈ ËÒÁÔÎÙÈ 2�. óÏ�Ï-ÓÔÁ×ÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÔÒÏÊËÅ ÔÏÞÅË ((x1; x2; x3)) ÓÕÍÍÕ ÉÈ ÕÇÌÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÁËÖÅÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÕÀ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ �ÅÌÙÈ ËÒÁÔÎÙÈ 2�, | �ÏÌÕÞÁ-ÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : (S1)(3) ! R=2�Z = S1.ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ f(x1; x2; x3) = 0. îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÕÇÌÏ×ÙÈËÏÏÒÄÉÎÁÔ '1, '2, '3 ÔÏÞÅË x1, x2, x3 ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×Ù�ÏÌÎÑÌÉÓØÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á(1.1) '1 � '2 � '3 � '1 + 2�:ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ '1+'2+'3 = 2�k, k 2 Z. úÁÍÅÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ('1; '2; '3) 7!('2; '3; '1 + 2�) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (1.1), ÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ k ÎÁÅÄÉÎÉ�Õ; ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÚÁÍÅÎÁ ('1; '2; '3) 7! ('3�2�; '1; '2) | ÕÍÅÎØÛÁÅÔ. óÄÅÌÁ×ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÁËÉÈ ÚÁÍÅÎ, ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ '1 + '2 +'3 = 0. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ  1,  2,  3 | ÄÒÕÇÁÑ ÔÒÏÊËÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÅÈÖÅ ÔÏÞÅË x1; x2; x3, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ (1.1), �ÒÉÞÅÍ  1 +  2 + 3 = 0, ÔÏ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ,  i = 'i ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 1; 2; 3. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,



BA O'2 '1�2�òÉÓ. 1.3. îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × f�1(0) � (S1)(3)ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï f�1(0) � (S1)(3) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÔÒÏÅË ÞÉÓÅÌ ('1; '2; '3),ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ '1 + '2 + '3 = 0 É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ (1.1). ÷ÙÒÁÖÁÑ'3 = �'1�'2, �ÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× '2 � '1, '2 � '1=2, '2 � �2'1�2�,ÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ | ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË OAB ÎÁ ÒÉÓ. 1.3.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ f(x1; x2; x3) = t. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÕÇÌÏ×ÙÅ ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔÙ  1;  2;  3 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÁ '1 =  1 � t=3, '2 =  2 � t=3, '3 =  3 � t=3ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÌÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ (1.1). �ÅÍ ÓÁÍÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× f�1(t) É f�1(0) �ÒÉ ×ÓÅÈ t.üÔÏÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ t ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÉÌÉ (S1)(3) × ×ÉÄÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ �ÒÉÚÍÙ T � [0; 2�℄, ÇÄÅ T | ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉË. ÷Ó�ÏÍÎÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ t = 0 É t = 2� �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÏÄÎÕ É ÔÕÖÅ ÔÏÞËÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ �ÒÉÚÍÙ ÎÕÖÎÏ ÓËÌÅÉÔØ, �ÒÉ-ÞÅÍ ÓËÌÅÊËÁ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �Ï ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ × ÓÅÂÑ. á ÉÍÅÎÎÏ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ '1; '2; '3, ×ÙÂÉÒÁÅÍÙÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏ�ÒÁ×ÉÌÁÍ �ÒÉ t = 2�, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ'1 + '2 + '3 = 2�. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ, ÔÁËÁÑ ÔÒÏÊ-ËÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÏÊËÅ ÞÉÓÅÌ ('3 � 2�; '1; '2) 2 T . îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ('1; '2; '3) 7! ('3 � 2�; '1; '2) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ \�Ï×ÏÒÏÔ"ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ �Ï �ÉËÌÕ O 7! A 7! B 7! O.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ä×Á ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ �ÒÉÚÍÙ ÓËÌÅÅÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ, ÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ�ÅÒÅËÒÕÞÅÎÙ ÎÁ ÏÄÎÕ ÔÒÅÔØ �ÏÌÎÏÇÏ ÏÂÏÒÏÔÁ. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÇÏ-ÍÅÏÍÏÒÆÎÏ �ÏÌÎÏÔÏÒÉÀ (Ó�ÁÓÁÔÅÌØÎÏÍÕ ËÒÕÇÕ, ×ÍÅÓÔÅ Ó ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØÀ). ÷ÓÅÔÒÉ ÒÅÂÒÁ �ÒÉÚÍÙ ÓËÌÅÉÌÉÓØ × ÏÄÎÕ ÌÉÎÉÀ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÔÒÏÊËÁÍ ÔÏÞÅË((x1; x2; x3)), × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. ÷ÓÅ ÔÒÉ ÇÒÁÎÉ �ÉÒÁÍÉÄÙÔÁËÖÅ ÓËÌÅÉÌÉÓØ × ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ ÇÒÁÎØ | ÏÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔÔÒÏÊËÁÍ ((x1; x2; x3)), × ËÏÔÏÒÙÈ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, Á ÔÒÅÔØÑ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1. ëÁËÏÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÌÅÎÔÙ íÅÂÉÕÓÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï �ÒÑÍÙÈ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ A, ÏÔ-ÌÉÞÎÕÀ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ?õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ(S1)(n) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÄÅËÁÒÔÏ×Õ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ (n � 1)-ÍÅÒÎÙÊÛÁÒ. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ �ÒÏ ÓÌÕÞÁÊ ÞÅÔÎÏÇÏ n ?2. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á2.1. ÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ. ÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÒÁÚÍÅÒ-ÎÏÓÔÉ n (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ RPn ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÑÍÙÈ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å



OòÉÓ. 2.1. RP 1 | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØRn+1 , �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. üÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ.ðÒÉÍÅÒ 2.1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn+1 ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ Ó �ÅÎÔÒÏÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË (x0; x1; : : : ; xn) 2 Rn+1 , ÄÌÑ ËÏ-ÔÏÒÙÈ x20 + x21 + � � � + x2n = 1). ëÁÖÄÁÑ �ÒÑÍÁÑ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÜÔÕ ÓÆÅÒÕ × Ä×ÕÈÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ; �ÏÜÔÏÍÕ RPn ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ ÄÉÁ-ÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ÓÆÅÒÅ Sn. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÅÝÅ ×ÙÒÁÚÉÔØÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : Sn ! RPn (ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ A ÓÆÅÒÙ �ÒÑÍÕÀ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ É ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔ) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ �ÒÏÏÂÒÁÚ f�1(`) � Sn �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ` 2 RPn ÓÏÓÔÏÉÔÉÚ Ä×ÕÈ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË.ðÒÉÍÅÒ 2.2. ïÓÔÁ×ÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÔ ÓÆÅÒÙ Sn ×ÅÒÈÎÀÀ �ÏÌÕÓÆÅÒÕ xn � 0. �ÏÇÄÁÉÚ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ × ÜË×Á-ÔÏÒÉÁÌØÎÏÊ (n � 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ xn = 0, ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÌÅÖÉÔ × �ÏÌÕÓÆÅÒÅ. �ÅÍÓÁÍÙÍ RP n ÜÔÏ �ÏÌÕÓÆÅÒÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ �Ï�ÁÒÎÏ ÓËÌÅÅÎÙ �ÁÒÙ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÇÒÁÎÉ�Ù. ðÏÌÕÓÆÅÒÕ ÍÏÖÎÏ Ó�ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁ ÇÉ-�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ xn = 0 É ÚÁÍÅÎÉÔØ ÛÁÒÏÍ (ÏÔÒÅÚËÏÍ ÄÌÑ RP 1 , ËÒÕÇÏÍ ÄÌÑ RP 2 ).�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, RPn ÜÔÏ n-ÍÅÒÎÙÊ ÛÁÒ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ �Ï�ÁÒÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÇÒÁÎÉ�Ù.ðÒÉÍÅÒ 2.3. ëÁÖÄÁÑ �ÒÑÍÁÑ ` 2 RPn (�ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) ÏÄ-ÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÔØ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÅÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ×ÅËÔÏÒ v = (a0; : : : ; an) 2 `. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ×ÅËÔÏÒ v Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ` Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÉ ` 2 RP n ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÔÒÏË [a0 : � � � : an℄×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÈ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÕÌÀ, ÇÄÅ ÓÔÒÏËÉ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉ-ÅÓÑ ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ: [a0 : � � � : an℄ = [�a0 : � � � : �an℄�ÒÉ � 6= 0. îÁÂÏÒ [a0 : � � � : an℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ` 2 RPn .óÁÍÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÉÚ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× | �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ RP 1 .ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÏÎÁ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S1, �ÒÉÞÅÍ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØÄÁÖÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ (×�ÒÏÞÅÍ, �ÏÈÏÖÉÍÉ) Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ | ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË 2.1 ÄÌÑ ÉÌ-ÌÀÓÔÒÁ�ÉÉ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ.ó�ÏÓÏÂ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ !, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ÷ÓÑËÁÑ �ÒÑÍÁÑ ` 2 RP 1 �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ! × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ïÄÎÁ



ÉÚ �ÒÑÍÙÈ | ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ `0 Ë ! × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ | ÄÒÕÇÉÈ ÔÏÞÅË �ÅÒÅ-ÓÅÞÅÎÉÑ ÎÅ ÉÍÅÅÔ, Á ×ÓÑËÁÑ ÄÒÕÇÁÑ �ÒÑÍÁÑ ` �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ! ÅÝÅ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉA 2 ! É �ÒÑÍÙÍÉ ` 2 RP 1 : ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÅ A 6= O ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÒÑÍÁÑ OA, ÁÎÁÞÁÌÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ O | �ÒÑÍÁÑ `0, ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ! × O.ó�ÏÓÏÂ 2. ëÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ (ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n), ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : S1 ! RP 1 , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÏÏÂÒÁÚ f�1(`) ÌÀÂÏÊ �ÒÑÍÏÊ |�ÁÒÁ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : S1 ! S1, ÕÄ×ÁÉ×ÁÀÝÅÅ ÕÇÌÏ×ÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ: ÔÏÞËÅ ÏËÒÕÖÎÏ-ÓÔÉ Ó ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ ' (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ �ÅÌÙÈËÒÁÔÎÙÈ 2�) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ Ó ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ 2'. ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×É-ÄÅÔØ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ a 2 S1 ÅÅ �ÒÏÏÂÒÁÚ F�1(a) ÔÁËÖÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ�ÁÒÕ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. üÔÏ ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖ-ÎÏÓÔØ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ S1 É RP 1 : ÔÏÞËÅa 2 S1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ �ÒÑÍÁÑ ` 2 RP 1 , ÞÔÏ F�1(a) = f�1(`).úÁÍÅÞÁÎÉÅ . îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ó�ÏÓÏÂ 1 É ó�ÏÓÏÂ 2 ÄÁÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏÖÅ ×ÚÁÉÍ-ÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ S1 É RP 1 . ðÒÉÞÉÎÏÊ ÜÔÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÔÆÁËÔ, ÞÔÏ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ É ÈÏÒÄÏÊ ×Ä×ÏÅ ÍÅÎØÛÅ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÕÇÌÁ,Ï�ÉÒÁÀÝÅÇÏÓÑ ÎÁ ÜÔÕ ÈÏÒÄÕ.ó�ÏÓÏÂ 3. íÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÚÁÄÁÎÉÅ ÔÏÞÅË RP 1 ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁ-ÔÁÍÉ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, RP 1 ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÏ× [a : b℄. åÓÌÉ b 6= 0, ÔÏ[a : b℄ = [a=b : 1℄. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ [a : b℄ �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ a=b, É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÑÍÏÊR. åÓÌÉ ÖÅ b = 0, ÔÏ a 6= 0, ÏÔËÕÄÁ [a : 0℄ = [1 : 0℄ | ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ.åÓÌÉ b ! 0, ÔÏ a=b ! 1, É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ [a : b℄ ! [1 : 0℄. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÔÏÞËÉ,ÂÌÉÚËÉÅ × RP 1 Ë ÔÏÞËÅ [1 : 0℄, ÜÔÏ ÔÏÞËÉ x 2 R Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÍÏÄÕÌÅÍ. éÎÙÍÉÓÌÏ×ÁÍÉ, ÔÏÞËÁ [1 : 0℄ �ÒÉËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑ Ë R ÎÁ \Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ" |�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ S1.ó �ÏÍÏÝØÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕRP 1 É S1, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ó�ÏÓÏÂÏÍ 1, × ×ÉÄÅ Ñ×ÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏËÒÕÖÎÏÓÔØ S1 ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï f(x; y) 2 R2 j x2 + y2 = 1g. �ÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ(x; y) ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÒÑÍÁÑ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÉ ÔÏÞËÕ, ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ×ÙÛÅ (ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ !, Ó �ÏÍÏ-ÝØÀ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ, ËÁÓÁÅÔÓÑ ÏÓÉ ÁÂÓ�ÉÓÓ). �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÜÔÁ�ÒÑÍÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x; y+1), É ÅÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙÅÓÔØ [x : y+1℄. üÔÁ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÎÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ, ÅÓÌÉ ×ÚÑÔØ ÓÁÍÕÀ ÎÉÖÎÀÀ ÔÏÞËÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (0;�1) | ÔÏÇÄÁ �ÏÓÌÅ ÓÄ×ÉÇÁ ××ÅÒÈ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É �ÒÑÍÁÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÄÏÌÖÎÁÂÙÌÁ �ÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÏÓØ ÏÒÄÉÎÁÔ, ÎÏ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÄÁÅÔ). æÏÒÍÕÌÁ ÔÏ-ÖÅ ÏÔËÁÚÙ×ÁÅÔ | �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ [0 : 0℄, ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÒÑÍÏÊÎÅÔ. þÔÏÂÙ Ó�ÒÁ×ÉÔØÓÑ Ó ÜÔÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÏÊ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï[x : y + 1℄ = [1 � y : x℄ (ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÅ x2 + y2 = 1). ðÒÉ x = 0, y = �1 ×ÔÏÒÁÑÆÏÒÍÕÌÁ ÄÁÅÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ | ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ [2 : 0℄ = [1 : 0℄.÷ÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÎÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ �ÒÉ x = 0, y = 1 (ÓÁÍÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑÔÏÞËÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ) | ÎÏ ÔÏÇÄÁ ÒÁÂÏÔÁÅÔ �ÅÒ×ÁÑ.þÔÏÂÙ ÎÁ�ÉÓÁÔØ Ñ×ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ RP 1 ! S1,ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÏÞËÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÏÊ Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ [a : b℄,



Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ !. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ! ÜÔÏ x2 + (y � 1)2 = 1, ÉÌÉ, ÒÁ×ÎÏ-ÓÉÌØÎÏ, x2+y2 = 2y. ðÒÑÍÁÑ [a : b℄ ÓÏÓÔÏÉÔ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÉÚ ÔÏÞÅË Ó ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÁÍÉ (�a; �b), ÇÄÅ � 2 R. ðÏÌÕÞÁÅÍ �2(a2+ b2) = 2�b, ÏÔËÕÄÁ ÌÉÂÏ � = 0 (ÞÔÏÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ �ÒÑÍÏÊ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ), ÌÉÂÏ� = 2b=(a2+ b2), ÏÔËÕÄÁ x = 2ab=(a2+ b2), y = 2b2=(a2+ b2). �ÏÞËÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ �ÒÑÍÏÊ, ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÎÉÖÅ ÔÏÞËÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x; y)| ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (2ab=(a2+ b2); (b2� a2)=(a2+ b2)). úÁ-ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÒÁÂÏÔÁÀÔ ×ÓÅÇÄÁ | ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÎÅ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÎÕÌÅÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÁ a É b ÎÅ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.1. ëÁËÏÍÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍÕ ÆÁËÔÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï[x : y + 1℄ = [1� y : x℄ ?2.2. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ. õ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ ÁÎÁ-ÌÏÇ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C n+1 ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ n + 1 ËÏÍ-�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ É × ÎÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. �ÁËÁÑ �ÒÑÍÁÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï f(�a0; : : : ; �an) j � 2C g, ÇÄÅ a0; : : : :an | ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÅ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÕÌÀ. íÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ �ÒÑÍÙÈ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ n-ÍÅÒÎÙÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ CPn . �ÏÞËÉ ` 2 CPn ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ [a0 : � � � : an℄, ÇÄÅ [a0 : � � � : an℄ = [�a0 : � � � : �an℄�ÒÉ � 6= 0 (� ÔÅ�ÅÒØ | ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ !).áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ RP 1 = S1 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ CP 1 = S2.ðÒÏÓÔÅÊÛÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ | ÁÎÁÌÏÇ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ó�Ï-ÓÏÂÁ 3 ÄÌÑ RP 1 = S1: ÓÆÅÒÁ S2 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉËÌÅÉ×ÁÎÉÅÍ ÔÏÞËÉ [1 : 0℄ Ë�ÌÏÓËÏÓÔÉ C = f[z : 1℄ j z 2 C g ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. íÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï | ÁÎÁÌÏÇ Ñ×ÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ ó�ÏÓÏÂÁ 1.á ÉÍÅÎÎÏ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÆÅÒÕ ËÁË �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × R3 , ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍx2+y2+z2 = 1, É ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÔÏÞËÅ (x; y; z) ÔÏÞËÕ [x+iy : 1�z℄ = [1+z : x�iy℄ 2CP 1 . üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ: ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ x = y = 0É z = 1, ÔÏ �ÅÒ×ÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ (�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ [0 : 0℄), ÎÏ ÒÁÂÏÔÁÅÔ×ÔÏÒÁÑ; ÅÓÌÉ x = y = 0 É z = �1, ÔÏ ÎÁÏÂÏÒÏÔ; × �ÒÏÞÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÏÂÅÆÏÒÍÕÌÙ. üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ: ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊx = 2Re(u�v)juj2+jvj2 , y = 2 Im(u�v)juj2+jvj2 , z = juj2�jvj2juj2+jvj2 .üË×ÁÔÏÒÕ ÓÆÅÒÙ f(x; y; 0) j x2 + y2 = 1g � S2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÔÏÞÅË f[z : 1℄ 2 CP 1 j jzj = 1g, �ÒÏÞÉÍ �ÁÒÁÌÌÅÌÑÍ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÍÏÄÕÌÑÍÉ; ÍÅÒÉÄÉÁÎÁÍ | ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ (�ÌÀÓ ÔÏÞËÉ 0 = [0 : 1℄ É1 = [1 : 0℄).ïÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C n+1 Ó R2n+2 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ÎÅÍ ÅÄÉ-ÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ S2n+1 Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ (x0; : : : ; x2n+1)ÜÔÏÊ ÓÆÅÒÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚÎÅÅ É ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ | ÜÔÏ �ÒÑÍÁÑ [a0 : a1 : � � � : an℄ = [x0 + ix1 : x2 +ix3 : : : : x2n + ix2n+1℄. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : S2n+1 ! CPn , ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅÏ�ÉÓÁÎÎÏÍÕ ÒÁÎÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f : Sn ! RPn . îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÏÂÒÁÚf�1([a0 : a1 : � � � : an℄) � S2n+1 | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ f(�a0; : : : ; �an) j � 2 C ; j�j = 1g.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÄÒÏÂÎÅÅ ÓÌÕÞÁÊ n = 1 | ÔÕÔ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f :S3 ! CP 1 = S2, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ èÏ�ÆÁ. ïÎÏ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÔÏÞËÕ (x; y; z; t) 2



R4 , x2 + y2 + z2 + t2 = 1, × ÔÏÞËÕ [x + iy : z + it℄ 2 CP 1 . åÓÌÉ ÜÔÏ ÔÏÞ-ËÁ ×ÉÄÁ [� + i� : 1℄, ÔÏ ÅÅ �ÒÏÏÂÒÁÚ f�1(� + i�) ÚÁÄÁÅÔÓÑ × R4 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ-ÍÉ x2 + y2 + z2 + t2 = 1 É x + iy = (z + it)(� + i�), ÔÏ ÅÓÔØ (�ÒÉÒÁ×ÎÉ×Á-ÅÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔÉ) x = z� � t�, y = z� + t�. �ÅÍ ÓÁÍÙÍÜÔÏÔ �ÒÏÏÂÒÁÚ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ É Ä×ÕÈ ÎÅ-ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÈ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å |ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏ-ÏÒÄÉÎÁÔ. �Ï ÖÅ ÓÁÍÏÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ �ÒÏÏÂÒÁÚÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ:f�1([1 : 0℄) = f(x; y; 0; 0) j x2 + y2 = 1g.÷ÙËÉÎÅÍ ÉÚ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ ÔÏÞËÕ (0; 0; 0; 1) É ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÔÏÞËÉ ÏÔÏ-ÂÒÁÚÉÍ (×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ) × R3 Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÅË�ÉÉ(x; y; z; t) 7! (p; q; r) = (x=(1 � t); y=(1 � t):z=(1 � t)). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÒÁÚ ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔÉ f�1(� + i�) ÌÅÖÉÔ �ÅÌÉËÏÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ �p +�q � (�2 + �2)r = 0 (ÓÌÕÞÁÊ � = � = 0 ÍÙ ÒÁÚÂÅÒÅÍ ÞÕÔØ ÎÉÖÅ). ÷ ÜÔÏÊ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ×e1 = 1p1+�2+�2 (�; �; 1) É e2 = 1p�2+�2 (��; �; 0). îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ(p; q; r) = se1 + te2 ÌÅÖÉÔ × ÏÂÒÁÚÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f�1(� + i�) �ÒÉ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉ-ÞÅÓËÏÊ �ÒÏÅË�ÉÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ s É t ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀs2 + t2 � t=p�2 + �2 = 1 ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, s2 + (t � 1=2p�2 + �2)2 =1 + 1=4(�2 + �2). üÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.�ÅÍ ÓÁÍÙÍ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �ÒÏÏÂÒÁÚÙ ÔÏÞÅË (\ÓÌÏÉ") f�1(h) ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ èÏ�-ÆÁ �ÒÉ h 2 CP 1 n f[0 : 1℄; [1 : 0℄g �ÏÓÌÅ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÅË�ÉÉ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ× ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ïÂÒÁÚ ÓÌÏÑ f�1([1 : 0℄) ÜÔÏ ÔÏÖÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØp2 + q2 = 1, r = 0. ïÂÒÁÚ ÖÅ ÓÌÏÑ f�1([0 : 1℄) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ p = q = 0É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ. üÔÁ ÁÎÏÍÁÌÉÑ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ�ÒÏÅË�ÉÉ ÍÙ ÕÄÁÌÉÌÉ ÉÚ ÓÆÅÒÙ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ËÁË ÒÁÚ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔf�1([0 : 1℄).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.2. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÓÌÏÊ f�1([a : b℄), ÇÄÅ a; b 6= 0, �ÅÒÅ-ÓÅËÁÅÔ �ÒÏËÏÌÏÔÙÊ ËÒÕÇ 0 < p2+q2 < 1, r = 0, ÒÏ×ÎÏ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, Á �ÌÏÓËÏÓÔØr = 0 | ÒÏ×ÎÏ × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ. Â) ëÁË Ó×ÑÚÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÜÔÉÈÄ×ÕÈ ÔÏÞÅË ?õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÙ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÓÌÏÅ× �ÒÉ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁ-ÆÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÅË�ÉÉ \ÚÁ�Å�ÌÅÎÙ", ËÁË ÓÏÓÅÄÎÉÅ Ú×ÅÎØÑ �Å�É. (ïÓÏÂÅÎÎÏ ÈÏÒÏÛÏÜÔÏ ×ÉÄÎÏ ÄÌÑ ÓÌÏÅ× f�1([1 : 0℄) É f�1([0 : 1℄).)úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏ�ÆÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : S1 ! RP 1 = S1, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ �ÒÏÏÂÒÁÚÙ ÔÏÞÅË f�1(h) ÜÔÏ�ÁÒÙ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ä×Å ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎ-ÎÙÅ �ÁÒÙ ÔÏÞÅË ((a; b)) É ((; d)) ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ Ä×ÕÍÑÓ�ÏÓÏÂÁÍÉ: ÌÉÂÏ ÞÅÒÅÄÏ×ÁÔØÓÑ (a; ; b; d), ÌÉÂÏ ÓÔÏÑÔØ �Ï�ÁÒÎÏ (a; b; ; d). îÅ-ÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÁÒÙ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË | ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,f�1(h1) É f�1(h2) ÄÌÑ h1 6= h2 | ×ÓÅÇÄÁ ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÜÔÏ \×Å-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ" ÁÎÁÌÏÇ ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ (Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3), ÞÔÏ �ÒÏÏÂÒÁÚÙ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË�ÒÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ èÏ�ÆÁ ÚÁ�Å�ÌÅÎÙ.



3. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊäÏ ÓÉÈ �ÏÒ (× ÒÁÚÄÅÌÅ 1) ÍÙ ÉÍÅÌÉ ÄÅÌÏ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÑÍÉ(ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÔÏÞÅË) �ÒÑÍÏÊ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ | ÏÄ-ÎÏÍÅÒÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (R2 )(n) ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎ-ÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ n ÔÏÞÅË ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. äÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔÏ-ÖÄÅÓÔ×ÉÍ R2 = C ; ÔÅ�ÅÒØ ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ((x1; : : : ; xn)) ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈÞÉÓÅÌ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÎÁÂÏÒ (Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ !) ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× e1; : : : ; en ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÁ tn+e1(x)tn�1+ � � �+en(x) def= (t+x1) : : : (t+xn), ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xn. üÔÉÍ ÓÁÍÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : C (n) ! C n . ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ n Ó ËÏÍ-�ÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÍÅÅÔ n ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÓÏ×�ÁÄÁ-ÀÝÉÈ), ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ C (n) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏC n | ÂÏÌØÛÏÊ ËÏÎÔÒÁÓÔ Ó \ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ" ÓÌÕÞÁÅÍ R(n) !ðÏÈÏÖÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (S2)(n) ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁ-ÂÏÒÏ× ÉÚ n ÔÏÞÅË ÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ. úÄÅÓØ ÔÁËÖÅ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅÞÉÓÌÁ: ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ ÓÆÅÒÕ Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ CP 1 , ÔÏ ÅÓÔØ(ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 2) Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÁÒ [u : v℄ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÈ ÏÄÎÏ×ÒÅ-ÍÅÎÎÏ ÎÕÌÀ É ÚÁÄÁÎÎÙÈ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ-×ÏÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ÷ÍÅÓÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ Ä×ÕÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ �Å-ÒÅÍÅÎÎÙÈ t É s, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ×ÉÄÁ r(t; s) = r0tn+r1tn�1s+ � � �+rnsn, ÇÄÅr0; : : : ; rn | ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. þÉÓÌÏ n (ÓÔÅ�ÅÎØ ×ÓÅÈ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×, ×ÈÏÄÑÝÉÈ× r) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ r; ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � 2 C ÉÍÅÅÔÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï r(�t; �s) = �nr(t; s).�ÏÞËÁ [u : v℄ 2 CP 1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ r, ÅÓÌÉ r(u; v) = 0.þÉÓÌÁ u É v (ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÎÏ × ÓÉÌÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ÎÅ×ÁÖÎÏ: r(�u; �v) =�nr(u; v) = 0. úÁÍÅÔÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ [u : v℄ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ, ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅr(u; v) ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ !ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÞÅÎØ �ÏÈÏÖÉ ÎÁÓ×ÏÊÓÔ×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. ðÒÉÞÉÎÁ ÜÔÏÇÏ �ÒÏÓÔÁ: × ÓÉÌÕÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï(3.1) r(t; s) = snr(t=s; 1);Á ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ q(z) = r(z; 1) = r0zn + r1zn�1 + � � �+ rn | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. ðÒÁ×ÄÁ, ÎÅÉÓËÌÀÞÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ r0 = 0 (ÓËÁÖÅÍ, r(t; s) = sn), ÔÁË ÞÔÏ ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁq ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÍÅÎØÛÅ n, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅ ÓÏÚÄÁÅÔ ÏÓÏÂÙÈ �ÒÏÂÌÅÍ �ÒÉ ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÈ. éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (3.1) É Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÏÄÎÏÊ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÌÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ1) ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ r ÏÔ 2 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÄ-ÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ: r(t; s) = (a1t+b1s)(a2t+b2s) : : : (ant+bns), �ÒÉÞÅÍÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ (ÄÌÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ�ÏÒÑÄËÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÎÁËÏÎÓÔÁÎÔÙ �1; : : : ; �n 2 C ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ �1 : : : �n = 1;2) ÔÏÞËÁ [u : v℄ 2 CP 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ r ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, Ô.Å.ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ r ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (vt� us).



÷ÅÒÎÅÍÓÑ ÔÅ�ÅÒØ Ë Ï�ÉÓÁÎÉÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ (S2)(n) = (CP 1 )(n).îÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ (([u1 : v1℄; : : : ; [un : vn℄)) ÔÏÞÅË CP 1 ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÎÁÂÏÒ(Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ) ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ri ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ r0tn + r1tn�1s +� � �+ rnsn = (u1t+ v1s)(u2t+ v2s) : : : (unt+ vns). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ri ÎÅÒÁ×ÎÙ ×ÓÅ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÕÌÀ É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ Ó×ÏÊÓÔ×Á 1×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ n ËÏÒÎÅÊ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÓÏ×�Á-ÄÁÀÝÉÈ) [u1 : v1℄; : : : ; [un : vn℄ 2 CP 1 . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅ (C P 1 )(n) × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÏ× [r0 : r1 : � � � : rn℄ | ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ, ÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ (CP 1 )(n) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÕCPn .áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÙ×ÁÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ× �ÌÏÓËÏÓÔÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ �ÒÏËÏÌÏÔÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉC n f0g ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, Õ ËÏÔÏÒÙÈ 0 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒ-ÎÅÍ | ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÎÁÂÏÒÏ× e1; e2; : : : ; en, ÇÄÅ en 6= 0. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑÓÔÅ�ÅÎØ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ �ÒÏËÏÌÁÍÉ (C n f�a1; : : : ;�akg)(n) (ÍÉÎÕÓÙ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á) ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ a1; : : : ; ak ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÜÔÏÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÏ× ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ e1; : : : ; en, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍÅÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ani +e1an�1i + � � �+en 6= 0, ÇÄÅ i = 1; : : : ; k; ÔÏ ÅÓÔØ ÜÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏC n , ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙËÉÎÕÔÏ k ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ.÷ÏÔ ÅÝÅ ÏÄÉÎ �ÒÉÍÅÒ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ \ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÎÕÀ" ÔÅÈÎÉËÕ: ÞÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÕ�Ï-ÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ ÔÏÞÅË ÎÁ S2 = CP 1 , �ÒÉÞÅÍ Ä×Å �ÁÒÙ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ,ÅÓÌÉ ÉÈ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ÏÂÅÉÈ ÔÏÞÅËÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ? þÔÏÂÙ ÏÔ×ÅÔÉÔØ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ, ÚÁÍÅ-ÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ S2 = CP 1 , Ï�ÉÓÁÎÎÏÍ × ÒÁÚÄÅÌÅ 2, ÚÁÍÅÎÁ ÔÏÞËÉa = (x; y; z) 2 S2 ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÕÀ (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ (�x;�y;�z)) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÚÁ-ÍÅÎÅ ÔÏÞËÉ [u : v℄ 2 CP 1 ÎÁ [��v : �u℄.óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (u; v), ÎÅ ÒÁ×ÎÙÈ ÏÄ-ÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÕÌÀ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2 (Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ)Ru;v(t; s) = (ut+ vs)(��vt+ �us).üÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:1) ðÒÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ u É v ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÆÕÎË�ÉÑ Ru;v ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ j�j2:R�u;�v(t; s) = j�j2Ru;v(t; s).2) ðÒÉ ÚÁÍÅÎÅ (u; v) 7! (��v; �u) ÆÕÎË�ÉÑ Ru;v ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË: R��v;�u(t; s) =�Ru;v(t; s).3) Ru;v(�s; t) = �Ru;v(t; s).âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÏÂÌÁÄÁ-ÀÝÁÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ 3, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ �Ru;v , ÇÄÅ � 2 R (Ô.Å.Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ ×ÉÄÁ �Ru;v , �ÒÉÞÅÍ �, u É v Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ). äÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, Õ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÙ ÅÓÔØ Ä×Á ËÏÒÎÑ, [u1 : v1℄ É [u2 : v2℄. õ ÆÏÒÍÙRu;v(�s; t) ËÏÒÎÉ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÜÔÏ[�v1 : u1℄ É [�v2 : u2℄. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ: ÌÉÂÏ(3.2) [u1 : v1℄ = [�v1 : u1℄;[u2 : v2℄ = [�v2 : u2℄;



ÌÉÂÏ(3.3) [u1 : v1℄ = [�v2 : u2℄;[u2 : v2℄ = [�v1 : u1℄:îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊ (3.2) ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ: ÔÏÞËÉ [u1 : v1℄ É [�v1 : u1℄�ÒÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÅ CP 1 É S2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖ-ÎÙÍ ÔÏÞËÁÍ ÓÆÅÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ (ÄÒÕÇÏÊ Ó�ÏÓÏÂ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ× ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ | �ÒÑÍÏÊ: ÅÓÌÉ u1 = ��v1, Á v1 = �u1, ÔÏ u1 = ���u1 Év1 = ���v1, ÏÔËÕÄÁ j�j2 = �1 | ÔÁË ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ). �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏÓÌÕÞÁÊ (3.3), ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÒÎÑÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ R Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÉ ×ÉÄÁ[p : q℄ É [�q : p℄. ïÔÓÀÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï R = �R�q;p ÄÌÑ ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ � 6= 0, �ÒÉÞÅÍ � = �, ÔÏ ÅÓÔØ � 2 R. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÓÔÅ�ÅÎÉ 2, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ 3 É ÚÁÄÁÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ�ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ �ÁÒÕ [u : v℄ 2 CP 1 = S2 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏ-ÓÔØÀ ÄÏ ÚÁÍÅÎÙ ÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÕÀ: [u : v℄ 7! [�v : u℄.üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÕÔÏÞÎÉÔØ: Ó×ÏÊÓÔ×Á 1 É 2 ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ[u : v℄ 7! [�v : u℄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ru;v ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË, Á �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ (u; v) 7! (�u; �v)(ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÔÏÞËÕ [u : v℄ 2 CP 1 ) ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ 3 É ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÓÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÔÏÞËÕ [u : v℄ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.ïÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ f(t; s) = a0t2 + a1ts+ a2s2. ïÎÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ f(�s; t) = �f(t; s) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a0 =�a2 É a1 = a1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÂÒÁÚÕÅÔÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (a0 2 C ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ,a1 ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, Á a2 ÔÏÇÄÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ |×ÓÅÇÏ ÉÍÅÅÍ C � R = R3 ). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ ÓÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ,Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ, Á Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ| �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ RP 2 . üÔÏ | ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏÎÁÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á CP 1 = S2.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ (([u1 : v1℄; [u2 : v2℄)) | ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÁÑ �ÁÒÁ ÔÏÞÅË × CP 1 . óÏ-�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÅÊ ÆÕÎË�ÉÀ g(t; s) = Ru1;v1(t; s)Ru2;v2(t; s). üÔÏ | ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÏÄÎÏ-ÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ 4, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 1, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ, ÓÏ-ÇÌÁÓÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 3, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ g(�s; t) = g(t; s).ïÂÒÁÔÎÏ, �ÕÓÔØ g | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ 4, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊÜÔÏÍÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ. ïÎ ÉÍÅÅÔ 4 ËÏÒÎÑ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÈ) [u1 : v1℄, [u2 : v2℄,[u3 : v3℄, [u4 : v4℄. åÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ �ÏÄ×ÅÒÇÎÕÔØ ÏÔÒÁÖÅÎÉÀ [u : v℄ 7![�v : u℄, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, �ÅÒÅÊÄÅÔ × ÓÅÂÑ | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÂÏÒËÏÒÎÅÊ ÔÁËÖÅ �ÅÒÅÊÄÅÔ × ÓÅÂÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �(k) (ÇÄÅ k = 1; : : : ; 4) ÎÏÍÅÒ ËÏÒÎÑ,× ËÏÔÏÒÙÊ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ �ÒÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ ËÏÒÅÎØ [uk : vk℄. íÙ ÕÖÅ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ�(k) 6= k. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �(�(k)) = k (Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ, �Ï×ÔÏÒÅÎÎÁÑÄ×ÁÖÄÙ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ), ÏÔËÕÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ËÏÒÎÉÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ Ä×Å �ÁÒÙ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ: [p1 : q1℄, [�q1 : p1℄,[p2 : q2℄, [�q2 : p2℄. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g ÒÁ×ÅÎ �Rp1;q1Rp2;q2 , ÇÄÅ � 2 R.éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g, ÚÁÄÁÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ,



Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÕÀ �ÁÒÕ (([u1 : v1℄; [u2 : v2℄)) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÔÒÁÖÅ-ÎÉÑ ([u : v℄ 7! [�v : u℄) ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÔÏÞÅË. ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2, ÎÅÔÒÕÄÎÏÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÔÏÞÅË (ÌÀÂÏÊ) ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g, ÁÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÂÅÉÈ ÔÏÞÅË ÓÒÁÚÕ | ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g ÓÔÅ�ÅÎÉ 4,ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ g(�s; t) = g(t; s) É ÚÁÄÁÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅ-ÎÉÑ ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔ ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÕÀ �ÁÒÕ ÔÏÞÅË(([u1 : v1℄; [u2 : v2℄)) Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÚÁÍÅÎÙÏÂÅÉÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ.ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2, ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×ÓÔÅ�ÅÎÉ 4, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ g(�s; t) = g(t; s), ÅÓÔØ R5 . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓ-ÌÉ g(t; s) = a0t4+a1t3s+a2t2s2+a3ts3+a4s4, ÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ a4 = a0,a3 = �a1 É a2 = a2, ÔÁË ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ 2 Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ (a0 Éa1) É 1 ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ (a2). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ g(�s; t) = g(t; s), Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÅÓÔØ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ S4 (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ ×R5 Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ), Á Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ | �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï RP 4 . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ ÔÏÞÅË ÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ Ó ÔÏÞ-ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ, ÅÓÔØ S4, Á ÚÁÄÁÎÎÙÈ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÔÏÞÅË | RP 4 . ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÓÆÅÒÅS2, ÚÁÄÁÎÎÙÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØRP 2 , �ÏÓÌÅÄÎÅÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï (RP 2)(2) ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ ÔÏÞÅË ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.ðÏÄÏÂÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ Ó É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÔÏ-ÞÅË ÎÁ S2 = CP 1 . ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÌÕÞÁÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ: �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (([u1 : v1℄; : : : ; [un : vn℄))ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÔÏÞÅË ÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀÄÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÈ ÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖ-ÎÙÅ, ÅÓÔØ 2n-ÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ S2n, Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (RP 2 )(n) ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈÎÁÂÏÒÏ× n ÔÏÞÅË ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÅÓÔØ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏRP 2n .÷ÅÒÎÅÍÓÑ ÅÝÅ ÒÁÚ Ë ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÀ C (n) ! C n É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÄÒÏÂÎÅÅ ÓÌÕ-ÞÁÊ n = 2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Z �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÂÏÒÙ(((x1; x2)); `), ÇÄÅ x1; x2 2 R2 | ÔÏÞËÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, Á ` | �ÒÏ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ�ÒÑÍÁÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ \ÚÁÂÙ×ÁÀÝÅÅ" ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : Z ! C (2) , ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑ-ÀÝÅÅ ÔÁËÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ÔÏÞËÕ ((x1; x2)). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÅÓÌÉ x1 6= x2, ÔÏ ÞÅÒÅÚ x1 Éx2 �ÒÏÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ, ÔÏ ÅÓÔØ �ÒÏÏÂÒÁÚ f�1(((x1; x2))) � Z ÓÏÓÔÏ-ÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ. åÓÌÉ ÖÅ x1 = x2, ÔÏ �ÒÑÍÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏ | �ÒÏ-ÏÂÒÁÚ f�1(((x1; x2))) � Z �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÑÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ÔÏ ÅÓÔØ (ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 2) ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. �Á-ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Z �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏC (n) = C 2 = R4 , ÇÄÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á U � C 2 ÜÔÕÔÏÞËÕ ×ÙÎÕÌÉ É ÎÁ ÅÅ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÅÉÌÉ \ÏÂÒÕÞ"-ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. (ÜÔÏ | ÅÝÅ ÏÄÉÎ�ÒÉÍÅÒ �-�ÒÏ�ÅÓÓÁ, Ó ËÏÔÏÒÙÍ ÍÙ ÓÔÁÌËÉ×ÁÌÉÓØ × ÒÁÚÄÅÌÅ 1). íÎÏÖÅÓÔ×Ï U ,Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× (p; q) Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÔÒÅÈ-ÞÌÅÎÏ× x2 + px + q, ÉÍÅÀÝÉÈ ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, U � C 2 |ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ (Ë×ÁÄÒÉËÁ), ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ p2 = 4q.



ðÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ É ÄÒÕÇÏÅ \ÚÁÂÙ×ÁÀÝÅÅ" ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : Z !M ,�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÎÁÂÏÒ (((x1; x2)); `) × �ÒÑÍÕÀ `. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ M ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÑ-ÍÙÈ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÅ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÌÅÎÔÅ íÅÂÉÕÓÁ ÂÅÚ ËÒÁÑ. ïÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ g ÕÓÔÒÏÅÎÏ �ÒÏÝÅ, ÞÅÍ f : �ÒÏÏÂÒÁÚÙ g�1(`) ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ÕÓÔÒÏÅÎÙÏÄÉÎÁËÏ×Ï É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ R(2) . éÚ ÜÔÏÇÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅ ÓÌÅ-ÄÕÅÔ (É ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ), ÞÔÏ Z �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÌÅÎÔÙ íÅÂÉÕÓÁ ÎÁ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ ÔÏÞÅË �ÒÑÍÏÊ ` Ó �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÉÚ×ÅÓÔÉ ÄÌÑËÁÖÄÏÊ �ÒÑÍÏÊ ` × ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÏ ÎÅÌØÚÑ (ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ !) ÄÌÑ ×ÓÅÈ�ÒÑÍÙÈ ` ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. óÉÔÕÁ�ÉÑ �ÏÈÏÖÁ ÎÁ �ÒÏÅË�ÉÀ ÌÅÎÔÙ íÅÂÉÕÓÁ ÎÁ ÅÅÓÒÅÄÎÀÀ ÌÉÎÉÀ: ÓÒÅÄÎÑÑ ÌÉÎÉÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÓÄÁÎÎÏÊ �ÒÏÅË�ÉÅÊ | ÏÔÒÅÚËÕ, ÎÏ ×ÓÑ ÌÅÎÔÁ íÅÂÉÕÓÁ ÜÔÏ ÎÅ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏS1 � ÏÔÒÅÚÏË (ÜÔÏ �ÉÌÉÎÄÒ).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.1. ëÁËÏÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ S4 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ �ÁÒÙ (([u : v℄; [u : v℄)),ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÈ ÔÏÞÅË ? á �ÁÒÙ (([u : v℄; [�v : u℄)), ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÄÉÁ-ÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ?4. â�ÏÌØÛÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉóÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÂÏÌØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (ÓËÁÖÅÍ, R3 ÉÌÉR4 ) ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÔÁËÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ËÁË ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ �Ï×ÅÒÈ-ÎÏÓÔÅÊ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÉÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÔÁËÖÅ ÏÞÅÎØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁ-�ÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (R4 )(2) = (C 2 )(2) ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ ÔÏÞÅË × ÞÅÔÙÒÅÈ-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Z (×Å-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚÕÞÁÌÓÑ ×ÙÛÅ), ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑÎÁÂÏÒÙ (((x1; x2)); `), ÇÄÅ x1; x2 2 C 2 , Á ` | �ÒÏ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÞÅÒÅÚ x1; x2 ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ. óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÔÏÞËÅ (((x1; x2)); `) ÔÏÞËÕ m = (x1 + x2)=2 2 C 2 |ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ [x1; x2℄. �ÏÞËÁ m ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ C 2 ; ÎÅÔÒÕÄÎÏ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Z = C 2 � Z0, ÇÄÅ Z0 � Z | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ m = 0.éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ ` � C 2 ,�ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÍÅÞÅÎÙ Ä×Å ÔÏÞËÉ, ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ × C 2 , �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔ ÜÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ CP 1 , ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁÑ, ËÁË ÍÙ ÕÖÅÚÎÁÅÍ, Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ. ïÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ ÔÅ�ÅÒØ C 2 Ó R4 | ÔÏÇÄÁ × ÜÔÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ É ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ïÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï RP 3 .ëÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ �ÒÑÍÁÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÏÍ (a; b; ; d) 6= 0, ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÓÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ×ÅËÔÏÒÕ (a; b; ; d) 2 R4 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ (a+ bi; + di) 2 C 2 ,ËÏÔÏÒÙÊ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ × C 2 (ÔÏÞËÉ ËÏÔÏ-ÒÏÊ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ×ÅËÔÏÒÁ (a+ bi; +di) ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅÞÉÓÌÁ). ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ × R4 �ÒÏÈÏÄÉÔÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ, É ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : RP 3 ! CP 1 .äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ` �ÒÏÏÂÒÁÚ g�1(`) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÌÅÖÁÝÉÈ × `. çÅÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÉ ` | �ÌÏÓËÏÓÔØ (ËÁË C = R2 ), ÔÁË ÞÔÏ �ÒÏÏÂÒÁÚ g�1(`) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S1. éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ RP 3 ÅÓÔØ ÄÅËÁÒÔÏ×Ï�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ CP 1 � S1 = S2 � S1 | É ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÜÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÅ



ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ; ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÔÁ ÖÅ, ÞÔÏ Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Z É ÌÅÎÔÏÊ íÅÂÉÕÓÁ ×�ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ.ëÁË É × ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : Z0 ! (C 2 )(2),ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÔÏÞËÅ (((x1; x2)); `) ÔÏÞËÕ ((x1; x2)). òÁÚÏÂØÅÍ Z0 ÎÁ Ä×Á ËÕÓ-ËÁ: B = F�1(((0; 0))) É A = Z0 n B. ëÕÓÏË B, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ CP 1 , ÔÏÅÓÔØ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ. þÔÏ ÖÅ ÄÏ A, ÔÏ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÑÍÁÑ ` ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ((x1; x2)) 2 (C 2 )(2), �ÏÜÔÏÍÕ A ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ ÄÉÁÍÅ-ÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË × C 2 = R4 , ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.ëÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ �ÁÒÅ ÔÏÞÅË ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ t| ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔÔÏÞÅË ÄÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ %, ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ �ÒÏ×ÅÄÅÎÎÕÀ.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, t É % �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ((x1; x2)), ÔÁË ÞÔÏ A ÇÏÍÅÏ-ÍÏÒÆÎÏ R+ � RP 3 . äÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ×ÓÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z0 ÎÕÖÎÏ ÅÝÅ ÕËÁÚÁÔØ, ËÁËÉÍÅÎÎÏ ËÕÓÏË B �ÒÉËÌÅÅÎ Ë ËÕÓËÕ A. ïÔ×ÅÔ ÔÁËÏ× (�ÒÏ×ÅÒØÔÅ !): ÅÓÌÉ B = CP 1 ,Á A = f(t; %) j t > 0; % 2 RP 3g, ÔÏ �ÒÉ t ! 0 ÜÌÅÍÅÎÔ (t; %) 2 A ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ ËÜÌÅÍÅÎÔÕ g(%) 2 B, ÇÄÅ g : RP 3 ! CP 1 | Ï�ÉÓÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅG : Z0 ! CP 1 , �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ (((x1; x2)); `) 7!`. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ` �ÒÏÏÂÒÁÚ G�1(`) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï�ÁÒ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁ `. íÙ ÍÏÖÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ �ÒÑ-ÍÕÀ ` Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ C , É ÔÏÇÄÁ f�1(`) ÂÕÄÅÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ �ÁÒ((z;�z)) �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ÷ÏÚ×ÏÄÑ ÉÈ × Ë×ÁÄÒÁÔ, �ÏÌÕ-ÞÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ �ÁÒ ÓÁÍÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ C (ÜÔÏ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁ-ÍÅÔÉÔØ, ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ C (2) = C 2 ). ïÄÎÁËÏ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ,Z0 6= CP 1 � C 2 , �ÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÌØÚÑ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÁÒ ÔÏÞÅË ÎÁ�ÒÑÍÏÊ ` Ó C 2 ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÒÑÍÙÈ ` ÓÒÁÚÕ. üÔÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÍÏÖ-ÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ (ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÒÑÍÙÈ `, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÈ Ë ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØÚÁÄÁÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ). ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ËÁÒÔÉÎÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÏÅÓ×ÏÊÓÔ×Ï Z0 (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Z): ÇÌÁÄËÏÓÔØ. çÌÁÄËÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ Z \×ÙÇÌÑÄÉÔ", ËÁË n-ÍÅÒÎÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Rn (× ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ n = 6). �ÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊÔÏÞËÉ ÎÁ Z × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÅÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ 6 ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Ï�ÉÓÙ×ÁÀ-ÝÉÈ ÔÏÞËÉ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÚÄÅÓØ ÍÏÖÎÏ×ÚÑÔØ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ (× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÖÎÏÊÔÏÞËÉ) | ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÛÉÒÏÔÕ É ÄÏÌÇÏÔÕ | É �ÌÀÓ ÅÝÅ ÌÀÂÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (4ÛÔÕËÉ) × C 2 = R4 .òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÏÓÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (C 2 )(2) ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ ÔÏÞÅËÎÁ C 2 = R4 . ëÁË É ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ (C 2 )(2) = N0 � C 2 ,ÇÄÅ N0 � (C 2 )(2) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ ÔÏÞÅË, �ÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈ (ÓÅÒÅÄÉÎÁÏÔÒÅÚËÁ) ÌÅÖÉÔ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, F (Z0) = N0, ÇÄÅ F | Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, \ÚÁÂÙ×ÁÀÝÅÅ" �ÒÑÍÕÀ É ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÌÉÛØ �ÁÒÕÔÏÞÅË. äÌÑ ÔÏÞÅË p = ((x1; x2)) 2 N0, x1 6= x2, �ÒÏÏÂÒÁÚ F�1(p) ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏ×ÎÏÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÅÊ, × �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ, × �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÅA. äÌÑ ÔÏÞËÉ ×ÉÄÁ ((0; 0)) �ÒÏÏÂÒÁÚ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÅÌÕÀ ÓÆÅÒÕ B. óÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N0 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z0 ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÅÍÓÆÅÒÙ B × ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï N0 ÇÌÁÄËÉÍ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.1 (ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÔÒÕÄÎÏÅ, ÄÌÑ ÔÅÈ, ËÔÏ ÚÎÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ \ÉÄÅÁÌ" É\ÆÁËÔÏÒ �Ï ÉÄÅÁÌÕ"). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Z ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÉÄÅ-ÁÌÏ× J � C [x; y℄ × ËÏÌØ�Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ 2 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ C [x; y℄=J



ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 2. ðÏÄÓËÁÚËÁ: ÅÓÌÉ x1 6= x2 (É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, x1 É x2 Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔ (((x1; x2)); `) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ), ÔÏ J ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×,ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ × ÎÕÌØ × ÔÏÞËÁÈ x1 É x2.5. �ÒÏÊËÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ e : C (n) ! C n , Ï�ÉÓÁÎÎÏÅ × �ÁÒÁÇÒÁÆÅ 3, ÂÏ-ÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ × ÓÌÕÞÁÅ n = 3. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á C (3)Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ((z1; z2; z3)), Á ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á C 3 | Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ: (e1; e2; e3). îÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÔÒÏÊËÅ((z1; z2; z3)) ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÏÊËÁ e1 = z1 + z2 + z3, e2 = z1z2 + z2z3 + z1z3,e3 = z1z2z3 ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (t) = (t + z1)(t + z2)(t + z3) = t3 +e1t2 + e2t+ e3.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N � C (3) ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÔÒÏÅË �Ï�ÁÒÎÏÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË × C . ðÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ e ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï C 3 , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÔÒÏÅË (e1; e2; e3) ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎ t3 + e1t2 + e2t+ e3 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.ï�ÉÛÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N �ÏÄÒÏÂÎÅÅ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÔÒÏÊËÅ ÔÏÞÅË ((z1; z2; z3)) 2C (3) ÍÏÖÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÔÒÏÊËÕ ((w1; w2; w3)) = ((z1 � e1=3; z2 � e1=3; z3 � e1=3)).�ÒÏÊËÁ ((w1; w2; w3)) �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÌÅÖÉÔ × N É ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏw1 + w2 + w3 = 0. åÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÞÉÓÌÏ e1 É ÔÒÏÊËÁ ((w1; w2; w3)), ÔÏ ÔÒÏÊËÁ((z1; z2; z3)) ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, N = C � N0, ÇÄÅN0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÒÏÅË �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË Ó ÓÕÍÍÏÊ 0 | ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ z1z2z3, ÇÄÅ ((z1; z2; z3)) 2 N0,ÌÅÖÉÔ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ e ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N0 �ÅÒÅÈÏÄÉÔ ×ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ (e2; e3) ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁP (t) = t3 + e2t+ e3 �ÒÏÓÔÙÅ.ðÒÏÓÔÏÔÁ ×ÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÉÈ ËÏÒÎÅÊ Ó ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ P 0(t) = 3t2+ e2, É ËÏÒÎÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊt = �p�e2=3. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ �e2=3p�e2=3+ e2p�e2=3 6= �e3,ÔÏ ÅÓÔØ e23 + 4e32=27 6= 0. ëÏÎÓÔÁÎÔÁ 4=27 ÎÁÍ ÎÅÕÄÏÂÎÁ, ÎÏ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÒÁ-×ÉÔØ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ: ÓÄÅÌÁÅÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ e3 7! e3 � 25=433=2 (Á e2 ÏÓÔÁ×ÉÍ�ÒÅÖÎÉÍ), ÔÏÇÄÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÒÉÍÅÔ ×ÉÄ p2e23 + e32 6= 0 (�ÏÞÅÍÕ ÔÁË ÕÄÏÂÎÏ,ÓÔÁÎÅÔ ÓËÏÒÏ �ÏÎÑÔÎÏ). �Ï ÅÓÔØ, N0 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ C 2 n U , ÇÄÅ U |ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ Ó ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ p2e23+e32 = 0 | ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ ÉÈ, É ÂÕÄÅÍ�ÒÏÓÔÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ N0 = C 2 n U .þÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ (e2; e3) 2 C 2 (ËÒÏÍÅ (0; 0)) ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÙÊ \ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÌÕÞ", ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ(t2e2; t3e3), t > 0. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÅÓÌÉ (e2; e3) 2 N0, ÔÏ É ×ÅÓØ \ÌÕÞ" ÌÅÖÉÔ × N0.÷ÓÑËÉÊ \ÌÕÞ" �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ S3 = f(e2 = x + iy; e3 = u + iv) 2C 2 j x2 + y2 + u2 + v2 = je2j2 + je3j2 = 1g × ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ÷ÏÚØÍÅÍ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ a = (e2; e3) 2 N0 É �ÕÓÔØ b = (t2e2; t3e3) 2 V = S3 \N0, t > 0.åÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ b É t, ÔÏ a ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,N0 ÇÏ-ÍÅÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ R+ �V , ÇÄÅ R+ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ(ÌÕÞ). îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÌÕÞ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ �ÒÑÍÏÊ, ÔÁË ÞÔÏ N0 = V � R.�ÏÞËÉ (e2; e3) 2 S3 \ U ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ p2e23 = �e32 É je2j2 +je3j2 = 1, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ je2j = je3j = 1=p2 (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ É �ÏÄÂÉÒÁ-ÌÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ p2). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ jzj = 1=p2,



�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ (e2; e3) ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌÔÁËÉÈ, ÞÔÏ je2j = je3j = 1=p2 | �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ,ÔÏ ÅÓÔØ Ä×ÕÍÅÒÎÙÊ ÔÏÒ. üÔÏÔ ÔÏÒ �ÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ × ÓÆÅÒÅ S3, �ÏÓËÏÌØËÕ ÅÓÌÉje2j = je3j = 1=p2, ÔÏ je2j2 + je3j2 = 1. �Ï ÅÓÔØ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ S3 \ U | �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÌÅÖÁÝÅÇÏ × S3 Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ ÔÏÒÁ, Á V = S3 n S3 \ U | ÔÒÅÈÍÅÒÎÁÑÓÆÅÒÁ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÔÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÕÄÁÌÉÌÉ.ï�ÉÛÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S3 \ U . ðÏÓËÏÌØËÕ je2j = 1=p2, ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ e2 =ei'=2, É ÔÏÇÄÁ e3 = �p2(e2)3=2 = �e3i'=2=2. ðÁÒÁÍÅÔÒ ' ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØÌÀÂÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÔ 0 ÄÏ 2�; �ÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ' ÎÁ 2� ÔÏÞËÁ e2 �ÒÏÂÅÇÁÅÔ �ÁÒÁÌÌÅÌØÔÏÒÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÁ e3 ÄÅÌÁÅÔ �ÏÌÔÏÒÁ ÏÂÏÒÏÔÁ ×ÏËÒÕÇ ÍÅÒÉÄÉÁÎÁ ÔÏÒÁ.ðÏ×ÔÏÒÉ× ÜÔÏ Ä×ÁÖÄÙ, �ÏÌÕÞÉÍ ÎÁ ÔÏÒÅ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÌÉÎÉÀ | (3; 2)-ÏÂÍÏÔËÕ (3ÏÂÏÒÏÔÁ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÍÅÒÉÄÉÁÎÁ, 2 × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ �ÁÒÁÌÌÅÌÉ). üÔÁ ÏÂÍÏÔËÁÉ ÅÓÔØ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ S3 \ U , Á ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÄÏ ÎÅÅ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V = N0 \ S3.þÔÏÂÙ ÌÕÞÛÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅÂÅ ÜÔÕ ÏÂÍÏÔËÕ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÒÁT = f(e2; e3) j je2j = je3j = 1=p2g ×ÎÕÔÒÉ ÓÆÅÒÙ S3 = f(e2; e3) j je2j2 + je3j2 =1g. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÏÒ ÄÅÌÉÔ ÓÆÅÒÕ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ: × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ je2j2 � 1=2 � je3j2,Á × ÄÒÕÇÏÊ ÎÁÏÂÏÒÏÔ. åÓÌÉ (e2; e3) ÌÅÖÉÔ × �ÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ e2 ÌÅÖÉÔ ÎÁËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ × ËÒÕÇÅD ÒÁÄÉÕÓÁ 1=p2 Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ e3, ÔÏ ÏÎÏ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ É �ÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÚÁ�ÉÓÁÔØ × ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ: e3 = %ei', ÇÄÅ 0 � ' � 2�, Á ÍÏÄÕÌØ% = je3j =q1� je2j2 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ e2. ðÁÒÁ (e2; e3), ÔÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ËÒÕÇÁ D É �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ', ÌÅÖÁÝÉÍÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÅÒ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÆÅÒÙ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ D2 � S1| �ÏÌÎÏÔÏÒÉÀ. ÷ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, �ÏÌÎÏÔÏÒÉÀ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÔÁËÖÅ É ×ÔÏÒÁÑÞÁÓÔØ. �Ï ÅÓÔØ ÔÒÅÈÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓËÌÅÊËÏÊ Ä×ÕÈ �ÏÌÎÏÔÏÒÉÊ �ÏÏÂÝÅÊ ÇÒÁÎÉ�Å | ÔÏÒÕ. ðÏÓËÏÌØËÕ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ e2 6= 0, Á e3 ÌÅÖÉÔ × ËÒÕÇÅ,ÜÔÉ Ä×Á �ÏÌÎÏÔÏÒÉÑ ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ \ËÒÅÓÔ-ÎÁËÒÅÓÔ": �ÁÒÁÌÌÅÌØ ÇÒÁÎÉ�Ù ÏÄÎÏÇÏ�ÏÌÎÏÔÏÒÉÑ �ÒÉËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑ Ë ÍÅÒÉÄÉÁÎÕ ÇÒÁÎÉ�Ù ÄÒÕÇÏÇÏ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.óÆÅÒÕ S3 ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÅÂÅ É �Ï-ÄÒÕÇÏÍÕ | ËÁË ÏÂÙÞÎÏÅ ÔÒÅÈÍÅÒ-ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï R3 , ÄÏ�ÏÌÎÅÎÎÏÅ ÏÄÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ (ÔÏÞ-ÎÏ ÔÁË ÖÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ | �ÒÑÍÁÑ �ÌÀÓ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ 1, Á Ä×ÕÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ |�ÌÏÓËÏÓÔØ �ÌÀÓ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ �ÏÌÎÏÔÏÒÉÅ ×R3 (Ó�ÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ËÒÕÇ, ×ÍÅÓÔÅ Ó ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØÀ). ïÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎ-ËÅ 5.1 (ÚÁÛÔÒÉÈÏ×ÁÎÎÙÅ ËÒÕÇÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ �ÏÌÎÏÔÏÒÉÑ Ó ×ÅÒÔÉ-ËÁÌØÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔØÀ; �ÏÌÎÏÔÏÒÉÅ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ×ÒÁÝÁÑ ÒÉÓÕÎÏË × �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×ÏËÒÕÇ �ÒÑÍÏÊ AB). îÅÚÁÛÔÒÉÈÏ×ÁÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ËÁËÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ É �ÒÑÍÏÊ AB; ÔÁË ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÕ�ÉÔØ ×ÌÀÂÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ AB (Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÉÓÕÎËÁ).�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ R3 ÄÏ �ÏÌÎÏÔÏÒÉÑ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ �ÒÑÍÕÀ AB É ÓÅÍÅÊ-ÓÔ×Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. ëÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ (É �ÒÑÍÁÑ AB ÔÏÖÅ) �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ× ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ËÒÕÇ D, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ×ÒÁÝÅÎÉÅÍ ÏÔÒÅÚËÁ PQ ×ÏËÒÕÇ �ÒÑ-ÍÏÊ AB. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÎÅÛÎÑÑ ÞÁÓÔØ \Ó�ÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ" | ÔÏÖÅ �ÏÌÎÏ-ÔÏÒÉÅ (�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ S1 �D), ÔÏÌØËÏ Ó ÏÄÎÏÊ ×ÙËÉÎÕÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ (×ÙËÉÎÕÔÏÊ�ÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ AB | �ÒÑÍÁÑ, Á ÎÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ËÁË ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÚ ÓÆÅÒÙ S3, ÒÁÚÂÉÔÏÊ ÔÏÒÏÍ ÎÁ Ä×Á�ÏÌÎÏÔÏÒÉÑ, ×ÙËÉÎÕÔØ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ (ÎÅ ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ ÔÏÒÅ), ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ËÁËÒÁÚ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ×ÌÏÖÅÎÎÙÍ × ÎÅÇÏ \Ó�ÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ËÒÕÇÏÍ".
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AòÉÓ. 5.1. äÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë �ÏÌÎÏÔÏÒÉÀ | �ÏÌÎÏÔÏÒÉÅ

��� ���
òÉÓ. 5.2. ëÏÓÁ ÉÚ 3 ÎÉÔÅÊðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÍÏÔËÁ S3 \ U �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅ�ÅÒØ ÌÉÎÉÅÊ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ Ó�Á-ÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ, ÏÂÈÏÄÑÝÅÊ ÅÇÏ �Ï �ÁÒÁÌÌÅÌÉ Ä×ÁÖÄÙ, Á �Ï ÍÅÒÉÄÉÁÎÕ |ÔÒÉÖÄÙ. üÔÁ ÌÉÎÉÑ ÚÁÕÚÌÅÎÁ | ÅÓÌÉ ÓÄÅÌÁÔØ ÅÅ ÉÚ ×ÅÒÅ×ËÉ, Á �ÏÔÏÍ Ó�Á-ÓÁÔÅÌØÎÙÊ ËÒÕÇ ËÁËÉÍ-ÔÏ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÂÒÁÔØ, ÔÏ ×ÅÒÅ×ËÕ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÅ ÕÄÁÓÔÓÑÒÁÓ�ÕÔÁÔØ, ÔÏ ÅÓÔØ �ÒÅ×ÒÁÔÉÔØ × �ÒÏÓÔÏÅ ×ÅÒÅ×ÏÞÎÏÅ ËÏÌØ�Ï. ðÏÌÕÞÉ×ÛÉÊÓÑÕÚÅÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ \ÔÒÉÌÉÓÔÎÉËÏÍ". �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ Ó ×ÙËÉÎÕÔÙÍ ÉÚ ÎÅÅ ÕÚÌÏÍ ÔÒÉÌÉÓÔÎÉË, Á ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï N ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÔÒÏÅË �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË × R3 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏR2 �R � (S3 n ÔÒÉÌÉÓÔÎÉË) (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ ÅÝÅ ÒÁÚ, ÞÔÏ R2 ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁ ÓÞÅÔ ÆÉË-ÓÁ�ÉÉ �ÅÎÔÒÁ ÔÑÖÅÓÔÉ, R | ÚÁ ÓÞÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÑ �Ï \ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÌÕÞÕ").òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å N �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÒÏÅË ÔÏÞÅË ËÒÉ×ÙÅ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ É ËÏÎÞÁÀÝÉÅÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÒÁÎÅÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅA = ((z1; z2; z3)). ä×Å ËÒÉ×ÙÅ 0 É 1 ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÕÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÅÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÔØ × ÄÒÕÇÕÀ | ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï t, 0 �t � 1, × ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÁÑ t | ËÒÉ×ÁÑ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÁÑÓÑ É ËÏÎÞÁÀÝÁÑÓÑ × ÔÏÞËÅ A(É ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ t ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ). ëÁÖÄÁÑ ËÒÉ×ÁÑ  �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÏÂÏÊ ÔÒÏÊËÕ ËÒÉ×ÙÈ (�Ï ÏÄÎÏÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ zi): u1(s); u2(s); u3(s) (ÚÄÅÓØs 2 [0; 1℄ | �ÁÒÁÍÅÔÒ-\×ÒÅÍÑ", Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÉÊ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ ×ÄÏÌØ ËÒÉ×ÏÊ).îÁÞÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ËÒÉ×ÏÊ ui(0) = zi (i = 1; 2; 3), ËÏÎÅÞÎÁÑ ui(1) | ÏÄÎÁ ÉÚ ÔÏÞÅËz1; z2; z3 (ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ zi | ÔÒÏÊËÁ ÎÅ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÁ !), É �ÒÉ ×ÓÅÈ s 2 [0; 1℄ÔÏÞËÉ u1(s); u2(s); u3(s) �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. åÓÌÉ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ × R3 ÒÁÚ×ÅÒÔËÉËÒÉ×ÙÈ f(ui(s); s); s 2 [0; 1℄g, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ËÁÒÔÉÎËÁ, �ÏÈÏÖÁÑ ÎÁ ÒÉÓÕÎÏË 5.2.�ÁËÉÅ ËÁÒÔÉÎËÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÓÁÍÉ (ÉÚ ÔÒÅÈ ÎÉÔÅÊ).



õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.1. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÓÕ ÎÁ ÒÉÓ. 5.2 ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÅÆÏÒÍÉÒÏ-×ÁÔØ × ËÒÉ×ÕÀ, ÌÅÖÁÝÕÀ �ÅÌÉËÏÍ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å V = S3 nU . Â) V ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ÂÅÚ ÕÚÌÁ ÔÒÉÌÉÓÔÎÉË. ðÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ ××ÉÄÅ ËÒÉ×ÏÊ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊ ÔÒÉÌÉÓÔÎÉË.


