Ïëîùàäè.


1. [Â.Â. Ïðàñîëîâ; ¹4.59] 


� EMBED PBrush  ���


Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü ïðàâèëüíîãî âîñüìèóãîëüíèêà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ äëèí íàèáîëüøåé è íàèìåíüøåé åãî äèàãîíàëåé.


Ïóñòü ABCDEFGH – ïðàâèëüíûé âîñüìèóãîëüíèê.


Ïåðâûé ñïîñîá. � EMBED Equation.2  ���, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü (ñì. ðèñ.).


Âòîðîé ñïîñîá. Óãîë ïðàâèëüíîãî âîñüìèóãîëüíèêà ðàâåí 135(. Ïóñòü |CD| = |CE| = a, òîãäà, èç òðåóãîëüíèêà CDE: |CE|2 = 2a2 – 2a2cos135( ( � EMBED Equation.2  ���; |AE| = |CE|� EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���.


� EMBED Equation.2  ���, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.


2. [Â.Â. Ïðàñîëîâ; ¹1.38] 


� EMBED PBrush  ���


Òî÷êà Î, ëåæàùàÿ âíóòðè âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïëîùàäè S, ñèììåòðè÷íî îòðàæàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ñåðåäèí åãî ñòîðîí. Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â ïîëó÷åííûõ òî÷êàõ.


Îòâåò: 2S.


Ïóñòü ABCD – äàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê; E, F, G è H – ñåðåäèíû åãî ñòîðîí; E’, F’, G’ è H’ – îáðàçû òî÷êè Î ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ýòèõ ñåðåäèí (ñì. ðèñ.). 


� EMBED PBrush  ���


Òàê êàê [EF] – ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà E’OF’, òî SE’OF’ = 4SEOF. Àíàëîãè÷íî, SF’OG’ = 4SFOG; SG’OH’ = 4SGOH è SH’OE’ = 4 SHOE. Òàêèì îáðàçîì, SE’F’G’H’ = 4SEFGH. Ïî òåîðåìå Âàðèíüîíà SEFGH = 0,5SABCD, ñëåäîâàòåëüíî, SE’F’G’H’ = 2S.


3. [Ol_geo_04, Ì.À. Âîë÷êåâè÷] 


Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ÀÂÑD Å – ñåðåäèíà CD, F – ñåðåäèíà ÀD, K – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ÀÑ è ÂÅ. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà BKF â äâà ðàçà ìåíüøå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ.


� EMBED PBrush  ���


� EMBED PBrush  ���


Ïåðâûé ñïîñîá. Ïðîâåäåì EF – ñðåäíþþ ëèíèþ òðåóãîëüíèêà ADC (ñì. ðèñ.). Òîãäà � EMBED Equation.2  ���, òàê êàê âûñîòû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ, ïðîâåäåííûå èç âåðøèíû F, ñîâïàäàþò. Êðîìå òîãî, òàê êàê (EF) || (AC), òî äëèíû ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷êè Â íà ïðÿìûå EF è AC îòíîñÿòñÿ, êàê |BE| : |BK|, ïîýòîìó, � EMBED Equation.2  ���. Ïåðåìíîæèâ ïî÷ëåííî ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà, èìååì: � EMBED Equation.2  ���, ÷. ò. ä.


Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü a, c, f è d – äëèíû ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ íà ïðÿìóþ BÅ èç òî÷åê A, C, F è D ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ.). Òîãäà c = d; � EMBED Equation.2  ���. Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.2  ���, ÷. ò. ä.


Òðåòèé ñïîñîá. Ïðîâåäåì îòðåçêè BD è DK (ñì. ðèñ.). Òàê êàê ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà äåëèò åãî ïëîùàäü ïîïîëàì, òî: 2S(BKF  = 2(SABCD – S(BCE  – S(ABF  – S(FKD – S(DKE) = 2SABCD – S(BCD – S(ABD – S(AKD – S(DKC = SABCD – S(ACD = S(ABC, ÷. ò. ä.


×åòâåðòûé ñïîñîá. Ïðîâåäåì îòðåçêè BD è EF (ñì. ðèñ.). Òàê êàê ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà äåëèò åãî ïëîùàäü ïîïîëàì, òî S(BÑÅ  = � EMBED Equation.2  ���S(BÑD è S(ABF  = � EMBED Equation.2  ���S(ABD. Êðîìå òîãî, òàê êàê EF – ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà ADC, òî S(DEF = S(EFK = � EMBED Equation.2  ���S(ACD. Ñëåäîâàòåëüíî, S(BKF = SABCD – S(ABF  – S(BCE  – SDFKE = � EMBED Equation.2  ���(S(ABD + S(BCD + S(ACD) = � EMBED Equation.2  ��� S(ABC, ÷. ò. ä.


� EMBED PBrush  ���


4. [Â.Â. Ïðàñîëîâ; ¹4.32] 


Äèàìåòð PQ è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ åìó õîðäà MN ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå A. Òî÷êà C ëåæèò íà îêðóæíîñòè, à òî÷êà B – âíóòðè îêðóæíîñòè, ïðè÷åì (BC) || (PQ) è |BC| = |MA|. Èç òî÷åê A è B îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû AK è BL íà ïðÿìóþ CQ. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêè ACK è BCL ðàâíîâåëèêè.


Ïóñòü (ÂÑÀ = (PQC = (. Òîãäà, òàê êàê (PCQ = 90(, òî (CPQ = 90( – ( (ñì. ðèñ.). Ïðîâåäåì (ÀD) || (CQ) òàê, ÷òî D([CP]. Èç òîãî, ÷òî DCKA – ïðÿìîóãîëüíèê, ñëåäóåò, ÷òî |AD| = |CK|.


� EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� = SBCL, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.


5. [Â.Â. Ïðàñîëîâ; ¹4.6] 


� EMBED PBrush  ���


Êàæäàÿ äèàãîíàëü âûïóêëîãî ïÿòèóãîëüíèêà îòñåêàåò îò íåãî òðåóãîëüíèê åäèíè÷íîé ïëîùàäè. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü ïÿòèóãîëüíèêà.


Îòâåò: � EMBED Equation.2  ���.


Ïóñòü ÀÂÑDE – äàííûé ïÿòèóãîëüíèê, (ÀÑ) ( (BD) = P (ñì. ðèñ.). Òàê êàê � EMBED Equation.2  ���, òî òî÷êè À è Ñ ðàâíîóäàëåíû îò ïðÿìîé DE, òî åñòü (AC) || (DE). Àíàëîãè÷íî, (BD) || (AE), òî åñòü, ÀÐDE – ïàðàëëåëîãðàìì, çíà÷èò, � EMBED Equation.2  ���.


� EMBED PBrush  ���


Ïóñòü � EMBED Equation.2  ���, òîãäà � EMBED Equation.2  ���. Òàê êàê � EMBED Equation.2  ���, òî � EMBED Equation.2  ��� ( x2 + x – 1 = 0 ( � EMBED Equation.2  ���. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x > 0, ïîëó÷èì: � EMBED Equation.2  ���.


6. [ÌÌÐ_02/03; 11_4.2] 


Äèàãîíàëü ÂD âïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ÀÂÑD ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà AÂC. Íàéäèòå ïëîùàäü ÀÂÑD, åñëè |BD| = 6 ñì, (ÀÂÑ = 60(.


� EMBED PBrush  ���


Îòâåò: � EMBED Equation.2  ��� ñì2. 


Òàê êàê ðàâíûå äóãè îêðóæíîñòè ñòÿãèâàþòñÿ ðàâíûìè õîðäàìè, òî â äàííîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ÀÂÑD |AD| = |DC| (ñì. ðèñóíêè).


Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî (BD) (ñì. ðèñ. 1). Òàê êàê òî÷êà D ðàâíîóäàëåíà îò ñòîðîí óãëà ÂÀÑ, òî îáðàçîì âûñîòû DK òðåóãîëüíèêà ABD áóäåò ÿâëÿòüñÿ âûñîòà DK’ òðåóãîëüíèêà BCD. Òîãäà ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè AKD è CK’D ðàâíû (ïî êàòåòó è ãèïîòåíóçå), ñëåäîâàòåëüíî, SABCD = SBKDK�SYMBOL 162 \f "Symbol" \s 12�¢� = 2S(BKD = � EMBED Equation.2  ���.


Âòîðîé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì ïîâîðîò ñ öåíòðîì D íà óãîë ÀDC ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå (ñì. ðèñ. 2). Ïðè òàêîì ïîâîðîòå: îáðàçàìè òî÷åê À è B ÿâëÿþòñÿ òî÷êè Ñ è B’ ñîîòâåòñòâåííî, òî åñòü, îáðàçîì òðåóãîëüíèêà ABD ÿâëÿåòñÿ ðàâíûé åìó òðåóãîëüíèê CB’D. Òàê êàê ÷åòûðåõóãîëüíèê ÀÂÑD – âïèñàííûé, òî �SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 12�Ð�BCD + �SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 12�Ð�BAD = 180(, çíà÷èò òî÷êè B, C è B�SYMBOL 162 \f "Symbol" \s 12�¢� ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Òàêèì îáðàçîì, ÷åòûðåõóãîëüíèê ÀÂÑD è òðåóãîëüíèê BDB�SYMBOL 162 \f "Symbol" \s 12�¢� – ðàâíîâåëèêè. 


Òàê êàê â òðåóãîëüíèêå BDB�SYMBOL 162 \f "Symbol" \s 12�¢�: |DB�SYMBOL 162 \f "Symbol" \s 12�¢�| = |DB| = 6 ñì; �SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 12�Ð�B�SYMBOL 162 \f "Symbol" \s 12�¢� = �SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 12�Ð�B = 30�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°�, òî SABCD = S(BDB�SYMBOL 162 \f "Symbol" \s 12�¢�= � EMBED Equation.2  ���.


7. [Â.Â. Ïðàñîëîâ; ¹4.29] 


� EMBED PBrush  ���


Ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí AD è BC âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ÀÂÑD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå E; M è N – ñåðåäèíû ñòîðîí ÀÂ è ÑD; P è Q – ñåðåäèíû äèàãîíàëåé ÀÑ è BD. Äîêàæèòå, ÷òî à) � EMBED Equation.2  ���; á) � EMBED Equation.2  ���.


Ïóñòü E = [CB) ( [DA) (ñì. ðèñ.). Òîãäà � EMBED Equation.2  ���.


à) PMQN – ïàðàëëåëîãðàìì; (PMQ = (CED = (. � EMBED Equation.2  ���. 


Âûñîòû òðåóãîëüíèêîâ ÀÂD è ÀÑD, ïðîâåäåííûå èç âåðøèí B è Ñ, ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî |BE|(sin(  è |CE|(sin(, ïîýòîìó, � EMBED Equation.2  ���. 


Åñëè E = [BC) ( [AD), òî � EMBED Equation.2  ���. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì, ÷òî � EMBED Equation.2  ���. 


Òàêèì îáðàçîì, � EMBED Equation.2  ���, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.


á) Òàê êàê (PM) || (CE) è (QM) || (DE), òî òî÷êà Ì ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà PEQ (ñì. ðèñ.), ïîýòîìó, � EMBED Equation.2  ���. Èç ïóíêòà à): � EMBED Equation.2  ���. � EMBED Equation.2  ���. Àíàëîãè÷íî, � EMBED Equation.2  ���. 


� EMBED PBrush  ���


Ñëåäîâàòåëüíî, � EMBED Equation.2  ���, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.


8. [Â.Â. Ïðàñîëîâ; ¹9.38] 


ÀÂÑD – âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ïëîùàäè S. Óãîë ìåæäó (ÀÂ) è (CD) ðàâåí (, óãîë ìåæäó (AD) è (BC) ðàâåí (. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî: � EMBED Equation.2  ���.


Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî [BA) ( [CD) = P, [BC) ( [AD) = Q. Òîãäà, (BPC = (; (BQA = (  (ñì. ðèñ.). 


1) Äîñòðîèì òðåóãîëüíèê ADC äî ïàðàëëåëîãðàììà ADCK, òîãäà òî÷êà K ëåæèò âíóòðè ÀÂÑD. Ñëåäîâàòåëüíî, S ( SABCK = SABK + SBCK = 0,5|AB|(|AK|(sin( + 0,5|CB|(|CK|(sin( = 0,5(|AB|(|AD|(sin( + |CB|(|AD|(sin(), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.(


2) Ïðîâåäåì ïðÿìóþ m – ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê [AC] è ðàññìîòðèì D’ = Sm(D). Òîãäà S = SABCD’ = SABD’ + SBCD’ ( 0,5|AB|(|AD’| +(0,5|CB|(|CD’| = 0,5(|AB|(|CD| + |BC|(|AD|),
