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Ýëëèïñ - ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê P (ïëîñêîñòè) òàêèõ, ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé PF1 + PF2

ïîñòîÿííà äëÿ íåêîòîðûõ ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê F1, F2 (ýòîé ïëîñêîñòè). Òî÷êè F1, F2 íàçûâàþòñÿ
ôîêóñàìè ýëëèïñà.

Ãèïåðáîëà - ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê P (ïëîñêîñòè) òàêèõ, ÷òî ìîäóëü ðàçíîñòè ðàññòîÿíèé
|PF1 − PF2| ïîñòîÿíåí äëÿ íåêîòîðûõ ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê F1, F2 (ýòîé ïëîñêîñòè). Òî÷êè F1, F2

íàçûâàþòñÿ ôîêóñàìè ãèïåðáîëû.
Ïàðàáîëà - ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê P (ïëîñêîñòè) òàêèõ, ÷òî ðàâíû ðàññòîÿíèÿ PF = ρ(P, d)

äëÿ íåêîòîðûõ ôèêñèðîâàííûõ òî÷êè F è íå ñîäåðæàùåé å¼ ïðÿìîé d (â ýòîé ïëîñêîñòè). Òî÷êà F
íàçûâàåòñÿ ôîêóñîì ïàðàáîëû, ïðÿìàÿ d íàçûâàåòñÿ äèðåêòðèñîé ïàðàáîëû.

1. Äàí êðóãîâîé êîíóñ â ïðîñòðàíñòâå. Â îäíó èç äâóõ åãî ïîëîñòåé âïèñàíû äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ
ñôåðû. Äîêàçàòü, ÷òî èõ îáùàÿ âíóòðåííÿÿ êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü âûñåêàåò íà êîíóñå ýëëèïñ.

2. Èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ñå÷åíèå ïîëíîãî êðóãîâîãî êîíóñà ïëîñêîñòüþ ÿâëÿåòñÿ
ýëëèñîì, åñëè ýòà ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò ðîâíî îäíó ïîëîñòü êîíóñà, è åñëè ïðè ýòîì ñå÷åíèå
ïîëó÷àåòñÿ îãðàíè÷åííûì. Äîêàæèòå àíàëîãè÷íî, ÷òî ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþ, ïåðåñåêàþùåé îáå
ïîëîñòè êîíóñà - ãèïåðáîëà; ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþ ïàðàëëåëüíîé êàêîé-íèáóäü îáðàçóþùåé
êîíóñà - ïàðàáîëà.

3. Òî÷êè B è C ëåæàò íà ñòîðîíàõ F1A è F2A òðåóãîëüíèêà F1AF2 ñîîòâåòñòâåííî. Îòðåçêè F1C
è F2B ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå D. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèê ACDB - îïèñàííûé òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êè B è C ëåæàò íà ýëëèïñå ñ ôîêóñàìè F1 è F2.

Ôèãóðà F íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ å¼ òî÷åê A,B è ïðîèçâîëüíîãî 0 6 α 6 1

òî÷êà A + α
−→
AB òàêæå ïðèíàäëåæèò ôèãóðå F (òî åñòü, âìåñòå ñ êîíöàìè âñåãäà ñîäåðæèòñÿ âåñü

îòðåçîê öåëèêîì).

4 Äîêàæèòå, ÷òî îâàë (ò.å. âíóòðåííîñòü ýëëèïñà) - âûïóêëàÿ ôèãóðà. (Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå
âåðíî è äëÿ ôèãóð, îãðàíè÷åííûõ ãèïåðáîëàìè, ïàðàáîëàìè)

5 A - òî÷êà ýëëèïñà E ñ ôîêóñàìè F1, F2. Äîêàæèòå:

(a) âíåøíÿÿ áèññåêòðèñà óãëà F1AF2 íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ E êðîìå A

(b) ëþáàÿ äðóãàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó A, ïåðåñåêàåò ýëëèïñ E ðîâíî â äâóõ
òî÷êàõ.

Êàñàòåëüíîé ê ýëëèïñó íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ îãðàíè÷åííûé äàííûì
ýëëèïñîì îâàë ëèøü ïî òî÷êàì ãðàíèöû.

Àíàëîãè÷íî, ìîæíî îïðåäåëèòü êàñàòåëüíûå ê ãèïåðáîëå è ïàðàáîëå. Èç çàäà÷è 5 ñëåäóåò, ÷òî
ëþáàÿ êàñàòåëüíàÿ lA ïåðåñåêàåò ýëëèïñ ðîâíî â îäíîé òî÷êå A, îáðàçóÿ ïðè ýòîì ðàâíûå óãëû ñ
F1A è F2A. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå òàêæå âåðíî äëÿ ãèïåðáîë è ïàðàáîë. Â ñëó÷àå ãèïåðáîëû
ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü âíóòðåííþþ áèññåêðòèñó óãëà, à â ñëó÷àå ïàðàáîëû ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü
óãëû, ñîñòàâëåííûå êàñàòåëüíîé â òî÷êå A ñ îòðåçêîì AF è ñ ïåðïåíäèêóëÿðîì èç A íà äèðåêòðèñó
ïàðàáîëû.

7 F1 è F2 - ôîêóñû ýëëèïñà E. Ïðîâîäèòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ êàñàòåëüíàÿ l ê E. Òî÷êà Fl ñèììåòðè÷íà
F1 îòíîñèòåëüíî l. Íàéòè ãåîìåòðè÷åêîå ìåñòî òàêèõ òî÷åê Fl.
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8 Òî÷êà M ëåæèò ñíàðóæè ýëëèïñà E, ïðè÷¼ì óãîë ìåæäó äâóìÿ êàñàòåëüíûìè, ïðîâåä¼ííûìè
èç M ê E ðàâåí 90◦. Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òàêèõ òî÷åê M .

9 Òåîðåìà Ïîíñåëå: òî÷êà A ëåæèò ñíàðóæè ýëëèïñà E, F1 - îäèí èç ôîêóñîâ ýëëèïñà, AT è
AK - êàñàòåëüíûå ê íåìó. Äîêàçàòü ∠KF1A = ∠TF1A

Òî÷êè I è J ëåæàò âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC. Îíè íàçûâàþòñÿ èçîãîíàëüíî ñîïðÿæ¼ííûìè
îòíîñèòåëüíî äàííîãî òðåóãîëüíèêà, åñëè ∠ABI = ∠CBJ,∠BCI = ∠ACJ, ∠CAI = ∠BAJ (òî åñòü
â êàæäîé âåðøèíå òðåóãîëüíèêà ñîîòâåòñòâóþùèå ëó÷è ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû).

10 Òî÷êè I è J ëåæàò âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàçàòü, ÷òî îíè èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåíû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÿâëÿþòñÿ ôîêóñàìè âïèñàíîãî â òðåóãîëüíèê ABC ýëëèïñà.

11 Âñå óãëû òðåóãîëüíèêà ABC ìåíüøå 120◦, T - åãî òî÷êà Òîðè÷åëëè. Ïðÿìûå AT, BT,CT
îòðàæàþòñÿ îòíîñèòåëüíî ñòîðîí BC, AC, AB ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî òðè ïîëó÷åííûå
ïðÿìûå òàêæå ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó.
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